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0.0 前書き

本資料は，物理学科の有志で 2022年 8, 9月に行った [9], [2]の輪読ゼミの記録をベースとし，その上に筆
者が主に [4]を読んで重要だと感じた事項を加筆した形になっている．数理物理班の他の解説記事に現れる微
分幾何学の用語の辞書として使えると思う．本文中にはたまに圏*1が登場するが，思考の整理の道具としてし
か使っていないので興味のない場合は無視しても問題はない．圏論については [1], [3]を大いに参考にした．
執筆に際して，物理学の様々な場面で現れる微分幾何学の諸概念を系統的かつできるだけ行間がないよう

に纏めることを目標にしたが，時間と筆者の実力の不足によって，2023年 5月の時点では中途半端な内容に
なってしまった．特に，具体例をほとんど紹介できなかったことと，4 章以降から先に未完成な部分が多く
なってしまったことを謝りたい．これらの問題点については後日更新したいと考えている．また，できるだけ
正確な記述を試みたが，微分幾何学の専門家の検閲を介しておらず重大な誤りが含まれている可能性があるの
でご了承いただきたい．
（2024/5/19 追記）この資料を管理している github を公開しました．最新版の pdf は https://github.

com/T2sp/geometry_notes.gitの smooth/out/ のフォルダから入手できます．以後，筆者の余力がある
ときに順次更新していこうと思います．

*1 なお，本文中のこの色の箇所は相互参照が付けられており，クリックすることで該当する定義，定理などにジャンプすることがで
きる．

1

https://github.com/T2sp/geometry_notes.git
https://github.com/T2sp/geometry_notes.git


目次

第 1章 位相空間からの出発 8
1.1 同値類による類別 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.2 位相空間 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2.1 位相の構成 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.2.2 内部・境界 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.2.3 相対位相・積位相・商位相 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.2.4 距離空間 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.2.5 位相空間の分類 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.3 連続写像・同相 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.4 コンパクト性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.5 連結性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

第 2章 多様体 25
2.1 位相多様体 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.1.1 定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.1.2 アトラス . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.2 C∞ 多様体 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.2.1 C∞ 構造 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.2.2 複素多様体・および Lie群の定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.3 境界付き多様体 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.4 C∞ 写像 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

2.4.1 微分同相 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
2.5 多様体の圏 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

第 3章 接空間・余接空間 50
3.1 代数的準備 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.1.1 ベクトル空間の圏 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
3.1.2 双対ベクトル空間 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.1.3 ベクトル空間のテンソル積 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.1.4 多元環 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

3.2 接空間 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
3.2.1 Rn の接空間 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

2



3.2.2 C∞ 多様体の接空間 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
3.3 C∞ 写像の微分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

3.3.1 接空間の性質 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
3.4 座標表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

3.4.1 接ベクトルの表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
3.4.2 微分の座標表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
3.4.3 座標変換の座標表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
3.4.4 曲線の速度ベクトルとしての接ベクトル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

3.5 接束 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
3.6 ベクトル場 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

3.6.1 ベクトル場の微分としての特徴付け . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
3.7 余接空間 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

3.7.1 余接空間の基底 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
3.7.2 座標表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

3.8 C∞ 多様体上のテンソル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
3.8.1 テンソルの作用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
3.8.2 成分表示の変換則 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
3.8.3 テンソル場 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

第 4章 微分形式 88
4.1 外積代数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
4.2 交代形式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
4.3 C∞ 多様体上の微分形式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
4.4 微分形式の演算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

4.4.1 外積 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
4.4.2 外微分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
4.4.3 引き戻し . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
4.4.4 内部積と Lie微分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

4.5 C∞ 多様体の向き . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
4.5.1 C∞ 多様体の向き付けとその特徴付け . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
4.5.2 新しい向きの構成 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
4.5.3 パラコンパクト・1の分割 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
4.5.4 部分多様体の C∞ 構造 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
4.5.5 C∞ 部分多様体の向き付け . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

4.6 微分形式の積分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
4.6.1 Rn, Hn の場合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
4.6.2 一般の C∞ 多様体の場合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

4.7 ベクトル空間に値をとる微分形式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
4.7.1 外微分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
4.7.2 外積 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

3



4.7.3 ブラケット . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

第 5章 Hodge作用素と Laplacian 123
5.1 内積と随伴 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

5.1.1 内積 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
5.1.2 随伴 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

5.2 Riemann計量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
5.3 k-形式の内積 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

5.3.1 計量に誘導される同型写像 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
5.3.2 共役計量に誘導される同型写像 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
5.3.3 k-形式の内積 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

5.4 Hodge ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
5.4.1 双対基底への作用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

5.5 ラプラシアンと調和形式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
5.5.1 随伴外微分作用素 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
5.5.2 Laplacian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
5.5.3 Hodgeの定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

第 6章 ホモロジー・de Rhamコホモロジーの紹介 137
6.1 多様体のホモロジー . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

6.1.1 単体・三角形分割 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
6.1.2 ホモロジー群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

6.2 de Rhamコホモロジー . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
6.2.1 特異ホモロジー . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
6.2.2 微分形式のチェイン積分と Stokesの定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

6.3 de Rhamの定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
6.3.1 de Rhamコホモロジー . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
6.3.2 de Rhamの定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

第 7章 Riemann幾何学の紹介 145
7.1 多脚場 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
7.2 接続形式・曲率形式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

7.2.1 接束の接続・曲率 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
7.2.2 微分形式による ∇, R の局所表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

7.3 Levi-Civita接続 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
7.4 接続係数による定式化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

7.4.1 テンソル場の共変微分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
7.4.2 曲線に沿った共変微分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
7.4.3 測地線 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

第 8章 複素多様体の紹介 156

4



8.1 複素化の概要 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
8.1.1 Dolbeault作用素 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
8.1.2 概複素構造 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
8.1.3 Kähler多様体 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

第 9章 ファイバー束 161
9.1 定義の精密化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
9.2 ベクトル束 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
9.3 束写像と C∞ 切断 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
9.4 変換関数によるファイバー束の構成 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165
9.5 主束とその同伴束 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168

第 10章 ゲージ場の数学 173
10.1 物理学的なゲージ場の導入 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

10.1.1 内部対称性の定式化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
10.2 Lie群の指数写像と基本ベクトル場 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175
10.3 主束の接続 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187
10.4 同伴ベクトル束上の共変微分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192
10.5 局所接続形式とゲージ場 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202
10.6 水平持ち上げ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209
10.7 主束上の曲率形式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214
10.8 曲率形式の局所表示と場の強さ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 220
10.9 同伴ベクトル束上の接続とその局所表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221
10.10 同伴ベクトル束上の曲率とその局所表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225
10.11 ホロノミー . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228

付録 A 集合と位相のあれこれ 230
A.1 位相空間の圏 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231

A.1.1 始対象と終対象 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233
A.1.2 積と和 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235
A.1.3 等化子と余等化子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241
A.1.4 引き戻しと押し出し . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245
A.1.5 双対性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251
A.1.6 極限と余極限 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253

付録 B 多様体のあれこれ 265
B.1 微分構造の構成 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266
B.2 ランク定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 268

B.2.1 局所微分同相写像 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274
B.2.2 ランク定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275
B.2.3 C∞ 埋め込みの性質 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282

5



B.3 Whitneyの埋め込み定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283
B.4 部分多様体への引き戻し . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283

B.4.1 誘導計量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283
B.5 隅付き多様体 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 284
B.6 接束再訪 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 284
B.7 ベクトル場再訪 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 286

B.7.1 C∞ 関数の微分としてのベクトル場 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288
B.7.2 ベクトル場と C∞ 写像 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 289
B.7.3 Lieブラケット . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292

B.8 積分曲線とフロー . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293
B.8.1 積分曲線 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293
B.8.2 フロー . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 297
B.8.3 完備なベクトル場 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303

B.9 Lie微分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 304

付録 C 代数学のあれこれ 308
C.1 群の準同型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 309

C.1.1 定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 309
C.1.2 核と像 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 310
C.1.3 剰余類 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 311
C.1.4 両側剰余類 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313
C.1.5 正規部分群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 314
C.1.6 直積・半直積 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 316
C.1.7 準同型定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319

C.2 群の作用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 322
C.2.1 種々の作用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323
C.2.2 群の作用に関する諸定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323

C.3 環 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 325
C.3.1 部分環 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 326
C.3.2 イデアル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 328
C.3.3 準同型定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 330
C.3.4 環の直積 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 331
C.3.5 中国式剰余定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 331

C.4 加群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 334
C.4.1 加群の生成 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 336
C.4.2 加群の準同型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 337
C.4.3 剰余加群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 338
C.4.4 準同型定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 340

C.5 直積・直和・自由加群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 341
C.5.1 普遍性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 342

6



C.5.2 自由加群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 346
C.6 ベクトル空間 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 347

C.6.1 階数・退化次数の定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 348
C.6.2 分裂補題と射影的加群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 350

付録 D 小技集 355
D.1 集合と写像の関係 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 355
D.2 C∞ 関数の構成 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 359

参考文献 361

7



第 1章

位相空間からの出発

1.1 同値類による類別

集合 X の二項関係 (binary relation) ∼ とは，直積集合 X × X の部分集合である．i.e. ∼ ⊂ X × X．
(a, b) ∈ X ×X が (a, b) ∈ ∼ を充たすことを a ∼ b と表す．

公理 1.1: 同値関係

集合 X の関係 ∼ が同値関係 (equivalence relation) であるとは，X の任意の元 a, b, c に対して以
下が成立することを言う：

反射律 (reflexive) a ∼ a
対称律 (symmetric) a ∼ b =⇒ b ∼ a
推移律 (transitive) a ∼ b かつ b ∼ c =⇒ a ∼ c

定義 1.1: 同値類

a ∈ X の同値類を以下のように定義する：

[a] :=
{
x ∈ X

∣∣ x ∼ a}
[a] を C(a) などと書くこともある．今回は [a] を採用する．

命題 1.1: 同値関係の性質

同値類 [a], [b] ⊂ X は以下を充たす：

(1) a ∈ [a]

(2) a ∼ b ⇐⇒ [a] = [b]

(3) [a] 6= [b] =⇒ [a] ∩ [b] = ∅

証明 (1) 同値関係の反射律より自明．
(2) (=⇒) a ∼ b ならば，同値関係の推移律より ∀x ∈ [a] に対して x ∼ b が成立する．i.e. [a] ⊂ [b] であ
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る．同値関係の対称率より ∀y ∈ [b] に対しても同様に y ∼ a であり，[a] ⊇ [b] である．従って [a] = [b]

である．
(⇐=) [a] = [b] ならば，∀x ∈ [a] に対して x ∼ b かつ x ∼ a が成り立つ．故に同値関係の推移率より
a ∼ b である．

(3) 対偶を示す．[a] ∩ [b] 6= ∅ ならばある x ∈ X が存在して x ∼ a かつ x ∼ b を充たす．故に同値関係の
推移律から a ∼ b である．よって (2)から，[a] = [b] である．

�

命題 1.1より，集合 X は異なる同値類による非交和 (disjoint union) として表される．このことを，X が
同値関係 ∼ によって類別されたと言う．

定義 1.2: 商集合・標準射影

集合 X の上に同値関係 ∼ を与える．

(1) X の商集合 (quotient set) を以下のように定義する：

X/∼ :=
{
[x] ⊂ X

∣∣ x ∈ X }
(2) X の標準射影a (canonical projection) π を以下のように定義する：

π : X → X/∼, x 7→ [x]

a 商写像 (quotient mapping), 自然な全射 (natural surjection) など様々な呼び方がある．その名の通り π は全射であ
る．全射性を表すために π : X � X/∼ と書くこともある．

C ∈ X/∼ に対して x ∈ C となる X の元 x を*1，同値類 C の代表元 (representative) と呼ぶ．X/∼ の異
なる同値類の代表元をちょうど一つずつ含む部分集合 R ⊂ X のことを同値関係 ∼ の完全代表系と呼ぶ．同
値関係 ∼ による X の類別は，完全代表系 R を用いて

X =
∐
x∈R

[x]

と表記される．これは集合の直和と呼ばれるものの一例である．

*1 当たり前だが，このとき C = [x] である
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1.2 位相空間

位相空間論については [12, 第 2章], [8]を参考にした．

公理 1.2: 位相空間の公理

集合 X 6= ∅ の部分集合族 O ⊂ 2X がa次の 3条件を充たすとき，O を X の位相 (topology) と呼ぶ：

(O1) X ∈ O, ∅ ∈ O.
(O2) 1 ≤ n <∞ のとき，以下が成立する：

U1, U2, . . . , Un ∈ O. =⇒
n⋂
i=1

Ui ∈ O.

(O3) 任意の添字集合 Λ に対して以下が成立する：{
Uλ
}
λ∈Λ
⊂ O. =⇒

⋃
λ∈Λ

Uλ ∈ O.

a X の冪集合 (power set) 2X とは，X の部分集合全体の集合である．P(X) などと書くこともある．

定義 1.3: 位相空間・開集合・閉集合

集合 X 6= ∅ が位相 O を持つとき，組 (X, O) のことを位相空間 (topological space) と呼ぶ．また，
位相 O の元のことを開集合と呼ぶ．
X の部分集合 U が閉集合であるとは，その補集合 U c が開集合であることを言う．

1.2.1 位相の構成

ある集合 X とその部分集合族 B ⊂ 2X が与えられたとき，B を素材にしてX の上の位相を構成する方法
があると便利である．定理 1.2はこの様な構成が可能になる十分条件を与えてくれる．

定義 1.4: 開基

(X, O) を位相空間とし，B ⊂ O とする．B が位相 O の開基 (open base) であるとは，任意の
U ∈ O が B の元の和集合として表されることを言う．

命題 1.2:

B ⊂ O が位相空間 (X, O) の開基である必要十分条件は

∀U ∈ O, ∀x ∈ U, ∃B ∈ B, x ∈ B ⊂ U

が成立することである．

証明 　 (=⇒) B を (X, O) の開基とすると，任意の U ∈ O に対して B の部分集合 {Vλ ∈ B | λ ∈ Λ} が
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存在して

U =
⋃
λ∈Λ

Vλ

と書ける．このとき，任意の x ∈ U に対してある µ ∈ Λ が存在して x ∈ Vµ ⊂ U を充たす．
(⇐=) 逆に ∀U ∈ O, ∀x ∈ U, ∃B ∈ B, x ∈ B ⊂ U であるとする．任意の U ∈ O および ∀x ∈ U に対し

て B(x) := B とおくと，B(x) ⊂ U だから
⋃
x∈U B(x) ⊂ U である．一方

∀y ∈ U, y ∈ B(y) ⊂
⋃
x∈U

B(x)

より
⋃
x∈U B(x) ⊇ U であり，結局 U =

⋃
x∈U B(x), B(x) ∈ B である．i.e. B は (X, O) の開基で

ある． �

定理 1.1: 開基の公理

(X, O) を位相空間とする．開基 B ⊂ O は以下の性質を充たす：

(B1)
⋃
B∈B

B = X

(B2) ∀B1, B2 ∈ B をとってきたとき，∀x ∈ B1 ∩B2 に対して ∃B ∈ B, x ∈ B かつ B ⊂ B1 ∩B2

が成り立つ．

証明 (B1)
⋃
B∈B B ⊂ X は自明．X ∈ O より，開基の定義から

⋃
B∈B B ⊇ X も成り立つ．

(B2) 公理 1.2-(B2)より B1∩B2 ∈ O である．よって命題 1.2から ∀x ∈ B1∩B2 に対して x ∈ B ⊂ B1∩B2

を充たす B が存在する．
�

定理 1.2: 開基から構成される位相

集合 X の部分集合族 B ⊂ 2X が開基の公理 (B1), (B2)を充たすとき，B を開基とするような X

上の位相 O が存在する．

証明 O を B の任意の元の和集合全体が作る集合族とする．このとき O が公理 1.2を充たすことを確認する．

(O1) (B1)より明らか．
(O3) O の構成より明らか．
(O2) 帰納法から，n = 2 の場合を示せば十分である．任意の U, V ∈ O をとると，O の定義から

U =
⋃
λ∈Λ1

Bλ, V =
⋃
µ∈Λ2

Bµ (Bλ, Bµ ∈ B)

と書ける．このとき ∩ の分配律から

U ∩ V =

( ⋃
λ∈Λ1

Bλ

)
∩

( ⋃
λ∈Λ2

Bµ

)
=

⋃
(λ, µ)∈Λ1×Λ2

Bλ ∩Bµ

が成り立つ．公理 1.2-(O3)より，∀(λ, µ) ∈ Λ1 ×Λ2 に対して Bλ ∩Bµ ∈ O が成り立つことを示せば
U ∩ V ∈ O が言えて証明が完了する．
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　 ∀(λ, µ) ∈ Λ1×Λ2 を 1つとる．(B2)より，Bλ ∩Bµ の各点 x ∈ Bλ ∩Bµ に対してある B(x) ∈ B

が存在して x ∈ B(x) ⊂ Bλ ∩Bµ が成り立つ．このとき

Bλ ∩Bµ =
⋃

x∈Bλ∩Bµ

B(x)

が成り立つので，O の構成より Bµ ∩Bλ ∈ O が示された．

�

定義 1.5: 第 2可算公理

位相空間 (X, O) が高々可算濃度の開基を少なくとも 1つ持つとき，位相空間 X は第 2可算公理を充
たすと言う．また，このような位相空間 X のことを第 2可算空間 (second-countable space) と呼ぶ．

定義 1.6: 近傍・開近傍

(X, O) を位相空間とする．X の部分集合 V が点 x ∈ X の近傍 (neighborhood) であるとは，以下
が成立することを言う：

∃U ∈ O, x ∈ U かつ U ⊂ V.

とくに V ∈ O であるときは開近傍と呼ぶ．

以降では，部分集合 U ⊂ X が点 x ∈ X の近傍であることを x ∈ U ⊂ X と表記する場合がある．

命題 1.3: 開集合の特徴付け

(X, O) を位相空間とする．X の空でない部分集合 U が開集合である必要十分条件は，∀x ∈ U に対
して U に含まれる x の近傍が存在することである．

証明 (=⇒) U ⊂ X が開集合である，i.e. U ∈ O のとき，U 自身が ∀x ∈ U の開近傍である．
(⇐=) ∀x ∈ U を一つとる．x の U に含まれる近傍を V (x) と書くと，近傍の定義から W (x) ∈ O が存在

して x ∈W (x) ⊂ V (x) を充たす．V (x) ⊂ U だから x を動かすことで
⋃
x∈U W (x) = U とわかる． �

定義 1.7: 基本近傍系

(X, O) を位相空間とし，点 x ∈ X の近傍全ての集合を V (x) と書く，部分集合 V0(x) ⊂ V (x) が x

の基本近傍系であるとは，以下が成立することを言う：

∀V ∈ V (x), ∃V0 ∈ V0(x), V0 ⊂ V.

定義 1.8: 第 1可算公理

位相空間 (X, O) の各点が高々可算濃度の基本近傍系を持つとき，位相空間 X は第 1可算公理を充
たすと言う．また，このような位相空間 X のことを第 1可算空間 (first-countable space) と呼ぶ．
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1.2.2 内部・境界

命題 1.4: 閉包

(X, O) を位相空間とする．X の任意の部分集合 A に対して，A を含む最小の閉集合 A が存在する．
A を A の閉包と呼ぶ．

証明 公理 1.2-(O3)より，任意個の閉集合の共通部分は閉集合である．また，Xc = ∅ ∈ O なので X 自身は
閉集合であり，A ⊂ X が成り立つ．i.e. A を含む閉集合が存在する．従って A は A を含む全ての閉集合の
共通部分とすればよい． �

定理 1.3: 閉包の特徴付け

(X, O) を位相空間とし，∀x ∈ X の基本近傍系 V0(x) を与える．X の任意の部分集合 A に対して以
下が成り立つ：

x ∈ A ⇐⇒ ∀V ∈ V0(x), A ∩ V 6= ∅

証明 両辺の否定が同値であることを示す．

p /∈ A ⇐⇒ ∃F s.t. F c ∈ O, A ⊂ F かつ p /∈ F
⇐⇒ ∃U ∈ O, A ∩ U = ∅ かつ p ∈ U
⇐⇒ ∃V ∈ V0(x), A ∩ V = ∅

�

定義 1.9: 集積点・境界点・内部

(X, O) を位相空間とする．∀x ∈ X および ∀A ⊂ X を一つとり，点 x の近傍全体の成す集合を V (x)

とおく．

(1) x が A の集積点 (accumulation point)

def⇐⇒ ∀V ∈ V (x), V ∩ (A \ {x}) 6= ∅

(2) x が A の境界点 (boundary point)

def⇐⇒ ∀V ∈ V (x), V ∩A 6= ∅ かつ V ∩ (X \A) 6= ∅

(3) x が A の内点 (interior point)

def⇐⇒ ∃V ∈ V (x), V ⊂ A
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定義 1.10: 境界・内部

(1) A の集積点全体の集合を導集合 (derived set) と呼び，Ad と書く．
(2) A の境界点全体の集合を境界 (boundary) と呼び，∂A と書く．
(3) A の内点全体の集合を内部 (interior) と呼び，Int(A) と書く．

! 後の章で述べるが，これらは多様体の内部・境界とは異なる概念である．

定理 1.4: 境界・内部の特徴付け

位相空間 (X, O) の任意の部分集合 A をとる．

(1) ∂A = A ∩X \A
(2) Int(A) =

⋃
U∈O,
U⊂A

U

(3) Int(A) = X \ (X \A)
(4) ∂A = A \ Int(A)

証明 (1) 境界点の定義 1.9-(2)および定理 1.3より明らか．
(2) 内点の定義 1.9-(3)および定理 1.3より明らか．
(3) de Morgan則と (2)を使うと

X \ Int(A) =

( ⋃
U∈O,
U⊂A

U

)c
=
⋂
U∈O,
U⊂A

U c =
⋂

F s.t. closed,
F⊃X\A

F = X \A.

がわかるので，両辺の補集合をとって Int(A) = X \ (X \A) を得る．
(4) (1), (3) から従う．

�

定理 1.4-(1)より，∂A は閉集合である．閉集合ならば自身の境界を含むので

∂A ⊃ ∂∂A
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が言える．さらに定理 1.4を全て活用すると

∂∂∂A = ∂∂A \ Int(∂∂A) = ∂∂A ∩
(
Int(∂∂A)

)c
(∵ ∂∂A は閉集合)

= ∂∂A ∩
(
Int
(
∂A ∩

(
Int(∂A)

)c))c
= ∂∂A ∩

(
Int(∂A) ∩ Int

((
Int(∂A)

)c))c
= ∂∂A ∩

(
Int(∂A) ∩X \

(
X \

(
Int(∂A)

)c))c
= ∂∂A ∩

(
Int(∂A) ∩X \ Int(∂A)

)c
= ∂∂A ∩ ∅c = ∂∂A

がわかる．

1.2.3 相対位相・積位相・商位相

定義 1.11: 相対位相

位相空間 (X, O) を与える．X の部分集合 Y ⊂ X に対して

OY :=
{
U ∩ Y

∣∣ U ∈ O
}

は Y 上の位相を定める．OY を相対位相 (relative topology) と呼び，位相空間 (Y, OY ) を部分空間
(topological subspace) と呼ぶ．

証明 OY が公理 1.2を充たすことを確認しておく．

(O1) Y = X ∩ Y ∈ O, ∅ = ∅ ∩ Y ∈ O

(O2)
⋂n
i=1(Ui ∩ Y ) = (

⋂n
i=1 Ui) ∩ Y より従う．

(O3) ∩ の分配律
⋃
λ∈Λ Uλ ∩ Y =

(⋃
λ∈Λ Uλ

)
∩ Y より従う．

�

次に，有限個の位相空間から新しい位相空間を作る方法として積位相を導入する．無限個の位相空間の積位
相については触れない．

定義 1.12: 積位相

2つの位相空間 (X, OX), (Y, OY ) を与える．直積集合 X × Y の上に

BX×Y :=
{
U × V ⊂ X × Y

∣∣ U ∈ OX , V ∈ OY
}

を開基とする位相 OX×Y が定まる．OX×Y を積位相 (product topology)，位相空間 (X ×Y, OX×Y )

を積空間 (product space) と呼ぶ．
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証明 定理 1.2より，BX×Y が開基の公理 1.1を満たしていることを確認すれば良い．

(B1) 自明
(B2) 任意の B1, B2 ∈ BX×Y をとる．このとき Ui ∈ OX , Vi ∈ OY (i = 1, 2) が存在して Bi = Ui × Vi

と書ける．従って B1 ∩B2 = (U1 × V1) ∩ (U2 × V2) = (U1 ∩ U2)× (V1 ∩ V2) であり，公理 1.2-(O2)
より B1 ∩B2 ∈ BX×Y とわかる．

�

開基の定義 1.4から，積空間 (X × Y, OX×Y ) の任意の開集合，i.e. 積位相 OX×Y の任意の元は，Λ を任
意の添字集合として ⋃

λ∈Λ

Uλ × Vλ, Uλ ∈ OX , Vλ ∈ OY

と書ける．

定義 1.13: 商位相

位相空間 (X, O) と X 上の同値関係 ∼ を与える．π : X � X/∼ を標準射影とする．商集合 X/∼ の
上に

OX/∼ :=
{
U ⊂ X/∼

∣∣ π−1(U) ∈ O
}

なる位相が定まる．OX/∼ を商位相 (quotient topology) と呼び，位相空間 (X/∼, OX/∼) を商空間
(quotient space) と呼ぶa．

a 等化空間 (identification space) と言うこともあるらしい．

証明 OX/∼ が公理 1.2を充たすことを確認する．

(O1) 自明．
(O2) 任意の U1, . . . , Un ∈ OX/∼ をとる．このとき π−1 (

⋂n
i=1 Ui) =

⋂n
i=1 π

−1(Ui) ∈ O である．
(O3) 任意の添字集合 Λ に関して，集合族

{
Uλ
}
λ∈Λ

⊂ OX/∼ をとる．このとき π−1
(⋃

λ∈Λ Uλ
)
=⋃

λ∈Λ π
−1(Uλ) ∈ O である．

�

1.2.4 距離空間

位相空間のうち，特に扱いやすい対象である．
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公理 1.3: 距離の公理

X 6= ∅ を集合とする．関数 d : X ×X → R が以下を充たすとき，d のことを距離 (metric) と呼ぶ：

(D1) d(x, y) ≥ 0. 等号成立は x = y のときのみ．
(D2) d(x, y) = d(y, x)

(D3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (三角不等式; triangle inequality)

定義 1.14: 距離空間

集合 X 6= ∅ が距離 d を持つとき，組 (X, d) のことを距離空間 (metric space) と呼ぶ．

距離空間は位相空間になることを確認しよう．

定義 1.15: ε近傍

(X, d) を距離空間とする．点 x ∈ X の ε 近傍を以下のように定義する：

Bε(x) :=
{
y ∈ X

∣∣ d(x, y) < ε
}

定理 1.5: 距離空間の位相

(X, d) を距離空間とする．集合族 O(d) を

O(d) :=
{
U ⊂ X

∣∣ ∀x ∈ U, ∃ε > 0, Bε(x) ⊂ U
}

と定めると，O(d) は X の位相になる．

証明 O(d) が公理 1.2を充たすことを確認する．

(O1) ∅ ∈ O(d) は明らか．距離の公理 1.3-(D1)より X ∈ O(d) が従う．
(O2) 任意の U1, . . . , Un ∈ O(d) をとる．∀x ∈ U1∩U2∩· · ·∩Un をとる．このとき ∃εi, Bεi(x) ⊂ Ui (1 ≤

∀i ≤ n) であるから，ε := min{εi} とおくと Bε(x) ⊂
⋂n
i=1 Ui である．i.e.

⋂n
i=1 Ui ∈ O(d) である．

(O3) 任意の添字集合 Λ に対する集合族
{
Uλ
}
λ∈Λ
⊂ O(d) をとる．x ∈

⋃
λ∈Λ Uλ ならば，ある µ ∈ Λ が

存在して x ∈ Uµ である．Uµ は開集合であるから，命題 1.3よりある ε > 0 が存在して Bε(x) ⊂ Uµ

を充たす．従って Bε(x) ⊂
⋃
λ∈Λ Uλ ∈ O(d) となる．

�

系 1.6:

ε 近傍の全体

B(d) :=
{
Bε(x)

∣∣ x ∈ X, ε > 0
}

は位相 O(d) の開基である．

証明 命題 1.2より明らか． �
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1.2.5 位相空間の分類

扱いやすさによって分類する．

定義 1.16: 分離公理

(X, O) を位相空間とする．点 x ∈ X の近傍全体が成す集合を V (x) と書く．

(1) X が T1 空間
def⇐⇒　 X の任意の異なる 2点 x, y ∈ X に対して以下が成り立つ：

∃V ∈ V (y), x /∈ V

(2) X が T2 空間 (Hausdorff空間)
def⇐⇒　 X の任意の異なる 2点 x, y ∈ X に対して以下が成り立つ：

∃U ∈ V (x), ∃V ∈ V (y), U ∩ V = ∅

(3) X が正則空間
def⇐⇒　 X は T1 空間であり，∀x ∈ X と x を含まない任意の閉集合 F ⊂ X に対して以下が
成り立つ：

∃U, V ∈ O, x ∈ U かつ F ⊂ V かつ U ∩ V = ∅

(4) X が正規空間
def⇐⇒　 X は T1 空間であり，任意の交わらない閉集合 F1, F2 ⊂ X に対して以下が成立する：

∃U1, U2 ∈ O, F1 ⊂ U1 かつ F2 ⊂ U2 かつ U1 ∩ U2 = ∅

V

x y

(a) T1 空間

U V

x y

(b) T2 空間 (Hausdorff空間)

U V

x
F

(c) 正則空間

U1 U2

F1 F2

(d) 正規空間

図 1.1: 位相空間の分類

例えば Hausdorff空間は，点列の収束性が良い空間である．
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定義 1.17: 点列の収束

(X, O) を位相空間，
(
xn
)∞
n=1

を X の点列a とする．(
xn
)∞
n=1

が極限 (limit) x ∈ X に収束する (converge) とは，x の任意の近傍 x ∈ U ⊂ X に対してあ
る N(U) ⊂ N が存在して，

∀n > N(U), xn ∈ U

が成り立つことを言う．

a 写像 x : N −→ X, n 7−→ xn のこと．厳密には
{
xn

}
n∈N とは異なる概念である．

命題 1.5: Hausdorff空間における点列の収束性

Hausdorff空間 (X, O) の収束する点列
(
xn
)∞
n=1

はただ 1つの極限を持つ．

証明 Hausdorff空間 M の点列
{
xn
}
n∈N が異なる 2点 x, y ∈ M に収束すると仮定する．M の Hausdorff

性から開近傍 x ∈ U ⊂ M, y ∈ V ⊂ M であって U ∩ V = ∅ であるものが存在する．このとき点列の収
束の定義からある Nx, Ny ∈ N が存在して ∀n ≥ Nx, xn ∈ U かつ ∀m ≥ Ny, xm ∈ V ということになる
が，N := max{Nx, Ny} とおくと xN ∈ U ∩ V となって U ∩ V = ∅ に矛盾．従って背理法から x = y が言
える． �

定理 1.7:

距離空間 ⇒ 正規空間 ⇒ 正則空間 ⇒ Hausdorff空間 ⇒ T1 空間

1.3 連続写像・同相

2つの位相空間の間の写像の性質を考える．

定義 1.18: 連続性

2つの位相空間 (X, OX), (Y, OY ) の間の写像 f : X → Y が連続 (continuous) であるとは，以下が
成立することを言う：

V ∈ OY =⇒ f−1(V ) ∈ OX .

命題 1.6: 連続写像の合成は連続写像

位相空間 (X, OX), (Y, OY ), (Z, OZ)を与える．このとき，任意の連続写像 f : X −→ Y, g : Y −→ Z

の合成写像 g ◦ f : X −→ Z もまた連続である．

証明 ∀U ∈ OZ とする．このとき g の連続性から g−1(U) ∈ OY が従い，さらに f の連続性から
f−1

(
g−1(U)

)
∈ OX が従う．ところで，x ∈ f−1

(
g−1(U)

)
⇐⇒ f(x) ∈ g−1(U) ⇐⇒ g

(
f(x)

)
=
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g ◦ f(x) ∈ U が言えるので，集合の等式 f−1
(
g−1(U)

)
= (g ◦ f)−1(U) が成り立つ．以上の議論から

(g ◦ f)−1(U) ∈ OX が示された． �

2つの距離空間 (X, dX), (Y, dY ) の間の写像 f : X → Y の連続性の定義として馴染み深いものは，おそ
らく ε-δ 論法によるものであろう：

∀x ∈ X, ∀ε > 0, ∃δ > 0,∀y ∈ Y, dX(x, y) < δ =⇒ dY
(
f(x), f(y)

)
< ε (1.3.1)

この定義は直観的にも分かり易い [要検証] が，距離空間に対してしか適用できないという欠点がある．定
義 1.18 は定義 (1.3.1) を改良して，適用範囲を一般の位相空間に拡張したものと言える．実際，距離空間
(X, dX), (Y, dY ) のそれぞれに定理 1.5で作った位相 O(dX), O(dY ) を入れると，定義 1.18と定義 (1.3.1)
は同値になる：

証明 (=⇒) 任意の ε > 0 をとる．Bε
(
f(x)

)
∈ O(dY ) であるから，定義 1.18より f−1

(
Bε
(
f(x)

))
∈ O(dX)

である．従って命題 1.3から，ある δ > 0 が存在して Bδ(x) ⊂ f−1
(
Bε
(
f(x)

))
となる．i.e.

dX(x, y) < δ =⇒ y ∈ Bδ(x) ⊂ f−1
(
Bε
(
f(x)

))
=⇒ f(y) ∈ Bε

(
f(x)

)
=⇒ dY

(
f(x), f(y)

)
< ε.

(⇐=) 任意の V ∈ O(dY ) をとる．U := f−1(V ) ∈ O(dX) を示す．∀x ∈ U を一つとる．このとき f(x) ∈ V
だから，定理 1.5による O(dY ) の定義からある ε > 0 が存在して Bε

(
f(x)

)
⊂ V となる．ここで定義 (1.3.1)

を充たす δ をとることができて，

∀y ∈ X, dX(x, y) < δ =⇒ dY
(
f(x), f(y)

)
< ε.

⇐⇒ f
(
Bδ(x)

)
⊂ Bε

(
f(x)

)
.

を充たす．従って Bδ(x) ⊂ f−1
(
Bε
(
f(x)

))
⊂ f−1(V ) = U であり，U ∈ O(dX) が示された． �

定義 1.19: 同相

2つの位相空間 (X, OX), (Y, OY ) を与える．写像 f : X → Y が同相写像 (homeomorphism) であ
るとは，f が連続かつ全単射かつ逆写像 f−1 : Y → X が連続であることを言う．X と Y の間に同相
写像が存在するとき X は Y に同相 (homeomorphic) であると言い，X ≈ Y と書く．

全ての位相空間の集まり*2 T を考えよう．同相 ≈ は T の同値関係であるから，T は同相 ≈ によって類
別できる．ここから，同相類を如何にして特徴づけられるのかと言う問いが自然に生じる．一つの方法として
は，同相の下で変わらない位相的性質，位相不変量を見つけることである．重要な位相的性質としては

• Hausdorff性
• コンパクト性
• 連結性
• 代数的構造（環・群 etc.）

などが挙げられる．

*2 T は集合ではない．
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1.4 コンパクト性

極めて単純な例だが，同相 (−1, 1) ≈ (R, d2) を考える*3．実際，同相写像を例えば

f : (−1, 1)→ R, x 7→ tan
(π
2
x
)

と定義することができる．このことは，直観的には「有限の広がり」を持つ (−1, 1) が「無限の広がり」を持
つ R と同じであることを意味し，奇妙な感じがする*4定義 1.20はこのような奇妙なことが起こらない位相空
間のクラスを特徴付ける．

定義 1.20: コンパクト

(X, O) を位相空間とする．X の部分集合 A ⊂ X がコンパクト (compact) であるとは，A が以下の
Heine-Borelの性質を持つことを言うa：

• 開集合族
{
Uλ
}
λ∈Λ

⊂ O によって A ⊂
⋃
λ∈Λ

Uλ となるとき，添字集合 Λ の有限部分集合

F ⊂ Λ が存在して A ⊂
⋃
µ∈F

Uµ となる．

a このことを，任意の開被覆は有限被覆を持つと表現する．

次の定理は，位相空間のコンパクト性が位相的性質であることを保証する．

定理 1.8:

2つの位相空間 (X, OX), (Y, OY ) と，その間の連続写像 f : X → Y を与える．部分集合 K ⊂ X が
コンパクトなら，f による K の像 f(K) ⊂ Y もまたコンパクトである．

証明 f(K) の任意の開被覆 f(K) ⊂
⋃
µ∈M Vµ をとる．このとき

K ⊂ f−1
(
f(K)

)
⊂ f−1

 ⋃
µ∈M

Vµ

 =
⋃
µ∈M

f−1(Vµ).

連続写像の定義 1.18より全ての f−1(Vµ) は開集合であるから，
⋃
µ∈M f−1(Vµ) は K の開被覆を与える．故

に，K のコンパクト性を仮定したので，添字集合 M の部分集合 {µ1 . . . , µn} ⊂M が存在して

K ⊂
n⋃
i=1

f−1(Vµi
)

と書ける．よって

f(K) ⊂ f

(
n⋃
i=1

f−1(Vµi)

)
=

n⋃
i=1

f
(
f−1(Vµi)

)
⊂

n⋃
i=1

Vµi

となり，f(K) の有限開被覆が得られる．i.e. f(K) はコンパクトである． �

*3 d2 は Euclid距離．以下，なんの断りもなく距離空間 Rn と言ったら距離として d2 が定まっているとする．
*4 もっとも，これを奇妙と思うかどうかは人によると思いますが...
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次の定理は，Zornの補題を用いて証明される．

定理 1.9: Tychonoffの定理{
Xλ

}
λ∈Λ

をコンパクト空間の族とすると，積空間a ∏
λ∈ΛXλ もコンパクトである．

a Λ が有限集合でなくともよい．

1.5 連結性

定義 1.21: 連結空間

(1) 位相空間 (X, O) の部分空間 (A, OA) が連結 (connected) であるとは，A が空でない 2つの
開集合aの非交和にならないことである．

(2) 部分空間 A が弧状連結 (path-connected) であるとは，任意の 2点 x, y ∈ A が A 上の連続曲
線で結ばれることである．i.e. 連続写像 ϕ : [0, 1]→ A であって ϕ(0) = x, ϕ(1) = y であるも
のが存在することである．

a OA を位相とする．

次の定理は，位相空間の連結性が位相的性質であることを保証する．

定理 1.10:

2つの位相空間 (X, OX), (Y, OY ) と，その間の連続写像 f : X → Y を与える．部分空間 K ⊂ X が
連結なら，K の像 f(K) ⊂ Y もまた連結である．

証明 K が連結のとき，f(K) が f(K) のある開集合 V1, V2 に対して f(K) = V1 t V2 と書かれたとする．
V1 = ∅ または V2 = ∅ であることを示す．仮定より K ⊂ f−1

(
f(K)

)
= f−1(V1) t f−1(V2) である．故に

K =
(
f−1(V1) t f−1(V2)

)
∩K =

(
f−1(V1) ∩K

)
t
(
f−1(V2) ∩K

)
.

ここで，相対位相の定義 1.11 より Y の開集合 U1 が存在して V1 = U1 ∩ f(K) と書けるから，f−1(V1) =

f−1(U1)∩f−1
(
f(K)

)
となり，f−1(V1)∩K = f−1(U1)∩K である．連続写像の定義 1.18より f−1(U1)はX の

開集合であるから，f−1(V1)∩K はK の開集合である（∵ 相対位相の定義）．同様に f−1(V2)∩K もまたK の開
集合である．K は連結なのでどちらかが空集合である．f−1(V1)∩K = ∅とするとK ⊂

(
f−1(V1)

)c
= f−1(V c1 )

なので f(K) ⊂ f
(
f−1(V c1 )

)
⊂ V c1 = V2 となり，V1 = ∅である．また，全く同様の議論により f−1(V2)∩K = ∅

ならば V2 = ∅ である． �

次の 2つの定理の証明はテクニカルなので省略する．

定理 1.11: 積空間の連結性{
Xλ

}
λ∈Λ

を連結空間の族とすると，積空間
∏
λ∈ΛXλ も連結である．
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定理 1.12:

(X, O) を位相空間，
{
Aλ
}
λ∈Λ

を X 上の連結集合の族とする．
⋂
λ∈ΛAλ 6= ∅ ならば，

⋃
λ∈ΛAλ も

連結集合である．

連結な集合で位相空間を類別できる．

定義 1.22: 連結成分

位相空間 X 上の二項関係

∼ :=
{
(x, y) ∈ X ×X

∣∣ ∃A ⊂ X s.t. 連結, x ∈ A, y ∈ A
}

と定めると ∼ は同値関係になる．この同値関係 ∼ による同値類を X の連結成分 (connected
component) と呼ぶ．

証明 ∼ が同値関係の公理 1.1を充していることを確認する：

(1) {x} は連結なので x ∼ x．
(2) 対称律は自明．
(3) x ∼ y ならば x, y ∈ Aなる連結集合 A，y ∼ z ならば y, z ∈ B なる連結集合 B が取れる．{y} ∈ A∩B
なので定理 1.12が使えて x, z ∈ A ∪B なる連結集合 A ∪B が得られる．

�

定理 1.13:

位相空間 (X, O) の部分空間 (A, OA) が弧状連結ならば連結である．

補題 1.1:

R の部分集合 I := [0, 1] は連結である．

証明 I が連結でないと仮定する．このとき I の開集合 U1, U2 が存在して I = U1 t U2, U1 6= ∅, U2 6= ∅ が
成り立つ．一般性を失わずに 0 ∈ U1 としてよい．
ここで z := sup

{
t ∈ I

∣∣ [0, t] ⊂ U1

}
とおく．z ∈ U1 ならば，U1 は I の開集合なので，命題 1.3からあ

る ε > 0 が存在して (z − ε, z + ε) ⊂ U1 となる*5．しかるにこれは z の定義に矛盾する．
一方 z ∈ U2 ならば，U2 が I の開集合であることから ε > 0 が存在して (z− ε, z+ ε) ⊂ U2 を充たす．し

かるに z の定義から，ある z0 ∈ U1 が存在して z0 ∈ (z − ε, z) を充たす．(z − ε, z) ⊂ (z − ε, z + ε) ⊂ U2

を考慮するとこれは U1 ∩ U2 6= ∅ を意味し，U1, U2 が disjointであるという仮定に反する．よって背理法か
ら I は連結である． �

*5 (z − ε, z + ε) は距離空間 R における点 z の ε 近傍である．

23



証明 定理 1.10と補題 1.1より，連続曲線の像 ϕ([0, 1]) は連結である．よって ∀x, y ∈ A を含む連結成分が
存在する．i.e. 勝手な x ∈ A をとってくると ∀y ∈ A に対して x ∼ y なので，x の連結成分 [x] = X で
ある． �
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第 2章

多様体

集合の位相とは，異なる点同士の「近さ」の概念を定式化したものと言える．その意味で，集合 M の上に
位相を定めて位相空間 (M, O) を作れば，M のことを図形と呼べるであろう．さらに M に次のような要請
を与える：

• M は Hausdorff空間である
• M は局所的に我々のよく知る Rn(Cn) と同一視できる

第一の要請により，点列の収束先が一意に定まることが保証される．第二の要請は，M 上の点を座標で表示
できることを意味する．

2.1 位相多様体

2.1.1 定義

定義 2.1: 位相多様体

第 2可算な Hausdorff空間 (M, OM ) が n 次元位相多様体 (topological manifold) であるとは，任意
の点 p ∈M に対して

• p の開近傍 p ∈ U ⊂M
• Rn の開集合 ϕ(U) ⊂ Rn

• 同相写像 ϕ : U
≈−→ ϕ(U)

の 3つが存在することを言う．

少し技術的な話をすると，上述の定義において開集合 ϕ(U) ⊂ Rn を開球 Bε
(
0
)
⊂ Rn (ε > 0) か，もしく

は Rn そのものに置き換えても同値な定義が得られる*1．

*1 ∀p ∈M に対して定義 2.1の 3つ組が与えられたとする．平行移動により ϕ(p) = 0 ∈ Rn を仮定して良い．このとき開集合の性
質から ϕ(p) ∈ Bε(0) ⊂ ϕ(U) を充たす ε > 0 が存在するのでM の開集合*2 ϕ−1

(
Bε(0)

)
⊂ M と Bε(0) ⊂ Rn と ϕ の制

限 ϕ|
ϕ−1

(
Bε(0)

)（これも同相写像になっている）が定義 2.1の 3つ組に相当するものになる．Bε(0) ≈ Rn は，例えば連続写像

x 7−→ x
ε−|x| が同相写像になっている．
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Rn との局所的な同相の構造を入れたことで，位相多様体 M 上の点を座標表示することができるように
なる．

定義 2.2: 局所座標

n次元位相多様体 (M, OM ) を与える．M 上の任意の点 p ∈ M をとり，p の開近傍 p ∈ U ⊂ M で
あって Rn の開集合 ϕ(U) ⊂ Rn との同相写像 ϕ : U

≈−→ ϕ(U) が存在するものをとる．このとき，

• U ∈ OM を点 p の座標近傍 (coordinate neighborhood) と呼ぶ．
• 組 (U, ϕ) のことをチャート (chart)，もしくは局所座標系と呼ぶ．
• 任意の点 q ∈ U に対して，q が ϕ によって写像された行き先

ϕ(q) =
(
x1(q), x2(q), . . . , xn(q)

)
∈ Rn

のことaを点 q の局所座標 (local coordinate) と呼ぶ．
• µ = 1, . . . , n に対して定まる連続写像b

xµ : U −→ R, q 7−→ xµ(q)

のことを U 上の座標関数と呼ぶ．

a 添字が上付きになっている理由は後ほど明らかになる．
b 第 i 成分への射影 pri : Rn −→ R, (x1, . . . , xi, . . . , xn) −→ xi が連続であることに注意すると，xi = pri ◦ ϕ は連
続写像同士の合成なので連続である．

チャートの座標関数を明示したいときは (U, ϕ) の代わりに
(
U, (xµ)

)
と書くことにする．また，チャー

ト (U, ϕ) を具体的な写像として定義するときには

ϕ : U −→ ϕ(U), p 7−→

x
1(p)
...

xn(p)


のように丸括弧で囲まれた，縦に並んだ数の組として表記する*3．
位相多様体は，Rn から様々な性質を引き継ぐ，比較的扱いやすい位相空間である．例えば

命題 2.1: 位相多様体の位相的性質

位相多様体 M は

(1) 局所弧状連結
(2) M が弧状連結 ⇐⇒ M が連結
(3) 局所コンパクト
(4) パラコンパクト

*3 最右辺は n 個の実数の組という以上の情報は持たない．従って，例えば数ベクトルとしての構造を意識しないということである．

数ベクトルと見做したいときは角括弧で


x1

...
xn

 と書くことにする．
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(5) 基本群が可算濃度

証明 [4, Proposition 11-16] を参照．
�

などが成り立つ．

2.1.2 アトラス

定義 2.2は多様体 M の局所的な座標表示を与えた．座標近傍の M の全域にわたる和集合をとってみると
どうなるのだろうか*4？

定義 2.3: アトラス

(M, OM ) を位相多様体とする．チャートの族
{
(Uλ, ϕλ)

}
λ∈Λ

は，座標近傍の族
{
Uλ
}
λ∈Λ
⊂ OM

が

M =
⋃
λ∈Λ

Uλ

を充たすとき，M のアトラス (atlas) であると言う．

座標近傍 Uα, Uβ が重なってしまう場合を考える．空でない共通部分 Uα∩Uβ ∈ OM *5は 2通りの同相写像
ϕα, ϕβ を介して Rn の開集合と同相なので，Uα の座標表示 ϕα(Uα) ⊂ Rn と Uβ の座標表示 ϕβ(Uβ) ⊂ Rn

の間に同相写像

fβα := ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ) −→ ϕβ(Uα ∩ Uβ), ϕα(p) 7−→ (ϕβ ◦ ϕ−1

α )(p)

を構成することができる．同相写像 fβα のことを座標変換 (coordinate change) と呼ぶ*6（図 2.1）．

*4 以降，文脈上明らかな時は位相多様体 (M, OM ) を略記して M と書く．
*5 位相空間の公理 1.2より，これもまた開集合である．
*6 transition map from ϕα to ϕβ とも言う．
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ϕα

ϕ−1
α ϕ−1

β

ϕβ

M

Uα
Uβ

ϕα(Uα)

Rn

fβα

ϕβ(Uβ)

Rn

図 2.1: 座標変換の概念図．

! 座標変換は，多様体 M 上の点を実際に動かすものではない．あくまで点を表現する方法が変わっただ
けなのである．

座標関数を明示して (Uα, ϕα) =
(
Uα, (x

µ)
)
, (Uβ , ϕβ) =

(
Uβ , (x

′µ)
)
と書くと，座標変換は n 個の実数

を引数に持ち n 個の実数値を返す関数

fβα : ϕα(Uα ∩ Uβ) −→ ϕβ(Uα ∩ Uβ),

x
1

...
xn

 7−→
x

′1(x1, . . . , xn)
...

x′n(x1, . . . , xn)


である．

【例 2.1.1】関数のグラフ

U ⊂ Rn を開集合とし，f : U −→ R を n 変数の実数値連続関数とする．Rn+1 の部分集合

Γ(f) :=
{
(x, y) ∈ Rn × R

∣∣ x ∈ U, y = f(x)
}

に Rn+1 からの相対位相を入れてできる位相空間のことを関数 f のグラフと呼ぶ．連続写像a

proj1 : Γ(f) −→ U, (x, y) 7−→ x

は，連続な逆写像

proj−1
1 : U −→ Γ(f), x 7−→

(
x, f(x)

)
を持つので同相写像である．i.e. 組

(
Γ(f), proj1

)
は n 次元位相多様体 Γ(f) のチャートである．

チャートを 1枚だけ含む族 {(
Γ(f), proj1

)}
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は位相多様体 Γ(f) のアトラスである．

a これが連続であることは，直接的には命題 A.6による．

【例 2.1.2】n 次元球面

n ≥ 0 次元球面 Sn ⊂ Rn+1 と n 次元開球 Bn ⊂ Rn を

Sn :=

{
(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1

∣∣∣∣∣
n+1∑
i=1

(xi)2 = 1

}
,

Bn :=

{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(xi)2 < 1

}
として定義する．Sn には，Rn+1 からの，Bn には Rn からの相対位相を入れて位相空間にする．こ
れらは第 2可算な Hausdorff空間 Rn+1, Rn の部分空間なので，第 2可算かつ Hausdorffである．

U+
1 ∩ S1

U−
1 ∩ S1

U+
2 ∩ S1

U−
2 ∩ S1

x1

x2

(a) S1 のアトラス

x1

x2

R

ϕ+
2

B1

U+
2 ∩ S1

(b) S1 のチャート (U+
2 ∩ S1, ϕ+

2 )

図 2.2: S1 の場合

　 i = 1, . . . , n+ 1 に対して，Rn+1 の開集合

U+
i :=

{
(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1

∣∣ xi > 0
}

U−
i :=

{
(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1

∣∣ xi < 0
}

を定める．連続写像

f : Bn −→ R, (x1, . . . , xn) 7−→

√√√√1−
n∑
i=1

(xi)2

を考える．すると ∀(x1, . . . , xn+1) ∈ U±
i ∩ Sn は

(x1, . . . , x̂i, . . . , xn+1) ∈ Bn, xi = ±f(x1, . . . , x̂i, . . . , xn+1)
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を充たす．ただし x̂i は第 i 成分を除くことを意味する．つまり，U±
i ∩ Sn は関数のグラフ

U±
i ∩ S

n =
{
(x1, . . . , x̂i, . . . , xn+1; xi) ∈ Bn × R

∣∣ xi = ±f(x1, . . . , x̂i, . . . , xn+1)
}

である．故に第 i 成分以外への射影

ϕ±
i : U±

i ∩ S
n −→ Bn, (x1, . . . , xn+1) 7−→



x1

...
x̂i

...
xn+1


との組 (U±

i , ϕ
±
i ) は n 次元位相多様体 Sn のチャートである．2n+ 2 枚のチャートからなる族{

(U+
i , ϕ

+
i ), (U

−
i , ϕ

−
i )
}
i=1, ..., n+1

は Sn のアトラスとなる．

【例 2.1.3】n 次元実射影空間

　 Rn+1 の 1次元部分実ベクトル空間全体がなす集合の上に，商写像

π : Rn+1 \ {0} −→ RPn, x 7−→ Span{x}

による商位相を入れてできる位相空間を n 次元実射影空間 (real projective space) と呼び，RPn と
書く．Rn+1 の原点を通る直線全体がなす商位相空間と言っても良い．[x] := π(x) ∈ RPn と書くこと
にする．

補題 2.1:

(1) RPn は Hausdorff空間である．
(2) RPn ≈ Sn/{±1} である．

証明 (1) 〈·|·〉 を Euclid内積，|·| を Euclidノルムとする．
x, y ∈ Rn+1 \{0}が [x] 6= [y]を充たすとする．このとき x, y は線型独立だから |〈x|y〉|

|x||y| ∈ [0, 1)

である．よって |〈x|y〉|
|x||y| < r1 < r2 < 1 を充たす実数 r1, r2 が存在する．

ここで写像

f : RPn −→ [0, 1], [u] 7−→ |〈x|u〉|
|x||u|

を考える．[u] = [v] ∈ RPn ならばある λ ∈ R が存在して u = λv と書けるので f([u]) = f([v])

が言える．i.e. f は [u] の代表元の取り方によらず，well-defined である．π が商写像でかつ
f ◦ π が連続であることから f も連続である．従って，[0, 1] の開集合 [0, r1), (r2, 1] ⊂ [0, 1]

の f による逆像 U1 := f−1
(
[0, r1)

)
, U2 := f−1

(
(r2, 1]

)
はどちらも RPn の開集合で，かつ

U1 ∩ U2 = ∅ である．f([y]) ∈ [0, r1) かつ f([x]) = 1 ∈ (r2, 1] なので [y] ∈ U1, [x] ∈ U2 であ
り，証明が完了した．
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(2) ∀x, y ∈ Sn について，[x] = [y] ならば λ ∈ R が存在して x = λy と書けるが，x, y ∈ Sn

なので 1 = |x| = |λy| = |λ| でなくてはならない．故に λ ∈ {±1} である．i.e. π の制限
π|Sn : Sn −→ RPn は 2 対 1 の連続写像である．従って商写像 $ : Sn −→ Sn/{±1}, x 7−→
{±1}x が全単射連続写像 π|Sn : Sn/{±1} −→ RPn, {±1}x 7−→ [x] を一意的に誘導する．
π|Sn はコンパクト空間から Hausdorff空間への連続な全単射だから同相写像である．

�

Sn/{±1} はコンパクトなので明らかに第 2可算である．
　 i = 1, . . . , n+ 1 に対して，開集合 Ũi ⊂ Rn+1 \ {0} を

Ũi :=
{
(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1

∣∣ xi 6= 0
}

とし，Ui := π(Ũi) とおく．このとき π−1
(
π(Ũi)

)
なので制限 π|Ũi

Ũi −→ Ui は商写像である．
ここで写像

ϕi : Ui −→ Rn, [x1, . . . , xn+1] 7−→



x1

xi

...
xi−1

xi

xi+1

xi

...
xn+1

xi


を考える．ϕi は 0 でない定数倍に関して不変なので well-definedである．π が商写像で ϕi ◦ π が連
続なので ϕi も連続である．さらに，

ϕ−1
i : Rn −→ Ui,

u
1

...
un

 7−→ [u1, . . . , ui−1, 1, ui+1, . . . , un]

が連続なa逆写像なので ϕi は同相写像で，組 (Ui, ϕi) は n 次元位相多様体 RPn のチャートである．
n+ 1 枚のチャートからなる族 {

(Ui, ϕi)
}
i=1, ..., n+1

がアトラスとなる．

a 写像 ψi : Rn −→ Rn+1 \ {0}, (u1, . . . , un) 7−→ (u1, . . . , ui−1, 1, ui+1, . . . , un) は明らかに連続なので，ϕ−1
i =

π ◦ ψi は連続写像の合成となって連続である．

【例 2.1.4】積多様体

次元 m, n の位相多様体 M, N を与える．このとき積空間 M ×N は第 2可算かつ Hausdorffであ流
ことが知られている．
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∀(p, q) ∈M ×N に対して，M, N のチャート (U, ϕ), (V, ψ) が存在する．このとき写像

ϕ× ψ : U × V −→ Rm+n, (x, y) 7−→
(
ϕ(x), ψ(y)

)
は U × V から Rm+n の開集合 (ϕ×ψ)(U × V ) への同相写像であり，組 (U × V, ϕ×ψ) は M ×N
のチャートを定める．
トーラス S1 × S1 は積多様体の例である．より一般に，n 次元トーラスを n 個の S1 の積多様体とし
て定義する．

2.2 C∞ 多様体

まず，Rn の微分同相を定義しておく．

定義 2.4:（Rn における）微分同相

U, V を Rn の開集合とする．同相写像 ϕ : U
≈−→ V が微分同相 (diffeomorphism) であるとは，ϕ と

その逆写像 ϕ−1 がともに C∞ 写像であることを言う．

2.2.1 C∞ 構造

位相多様体 M のアトラスの座標変換は同相写像であったが，そのままだと微積分との相性が悪い．そこで，
座標変換が何回でも微分可能であるような多様体を定義する．

定義 2.5: C∞ 多様体

M を位相多様体とし，M のアトラス S =
{
(Uλ, ϕλ)

}
λ∈Λ

を与える．

• S が C∞ アトラスであるとは，∀α, β ∈ Λ に対して座標変換

fβα : ϕα(Uα ∩ Uβ)
≈−→ ϕβ(Uα ∩ Uβ)

が微分同相であること．
• S が C∞ アトラスであるとき，S は M 上の C∞ 構造を定めるという．
• C∞ 構造の与えられた多様体のことを C∞ 多様体と呼ぶ．

!
文献によっては C∞ 多様体のことを指して滑らかな多様体 (smooth manifold) とか，可微分多様体，
微分可能多様体 (differentiable manifold) と呼んでいることがあるので注意．この資料では以降一貫し
て C∞ 多様体と言うことにする．

座標変換 fβα の定義域と終域は Rn の開集合なので，Rn における微分同相の定義で十分なのである．な
お，与えられた写像 f : Rn −→ Rn が微分同相であるかどうかを判定する問題は，一般には容易でない．技術
的には，例えば逆函数定理などが有用である：
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定理 2.1: 逆函数定理

U を Rn の開集合とし，C∞ 写像 ϕ : U → Rn を与える．ある 1点 x ∈ U における ϕ の Jacobianが
0 でなければ，x のある開近傍 x ∈ V ⊂ U が存在して ϕ(V ) ⊂ R は Rn の開集合となり，ϕ の制限

ϕ|V : V −→ ϕ(V )

は微分同相になる．

証明 例えば [4, Theorem C.34]を参照． �

【例 2.2.1】R3 のチャート

　位相多様体 R3 の最も簡単なチャートは

• U1 := R3 を点 p の座標近傍とする．
• 同相写像a

ϕ1 : U1 −→ R3, (x, y, z) 7−→

x1(x, y, z)x2(x, y, z)
x3(x, y, z)

 =

xy
z


の組 (U1, ϕ1) で，チャートを 1枚だけ含む族

A1 :=
{
(U1, ϕ1)

}
が R3 の C∞ アトラスになる．
　一方で，R3 の開集合

U2 :=
{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣ x > 0, z > 0
}
= (0, ∞)× R× (0, ∞),

の上で定義される連続写像

ϕ2 : U2 −→ ϕ2(U2), (x, y, z) 7−→

r(x, y, z)θ(x, y, z)
φ(x, y, z)

 =

√x2 + y2 + z2

arctan(y/z)
arctan(y/x)


を考える．ϕ2(U2) = (0, ∞)× (0, π/2)× (−π/2, π/2) であり，逆写像

ϕ−1
2 : ϕ2(U2) −→ U2,

rθ
φ

 7−→ (r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ)

も連続なので ϕ2 は同相写像である．従って組 (U2, ϕ2) もチャートと見做せる．このチャートは 3次
元極座標系と呼ばれるものである．

R3 = U1 ∪ U2

なので，チャートの族

A2 :=
{
(U1, ϕ1), (U2, ϕ2)

}
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もまた位相多様体 R3 のアトラスになる．アトラス A2 におけるチャートの重なりは

U1 ∩ U2 = U2

で，この間の座標変換は

ϕ1 ◦ ϕ−1
2 : ϕ2(U2) −→ ϕ1(U2)rθ

φ

 7−→
x1(r, θ, φ)x2(r, θ, φ)
x3(r, θ, φ)

 =

r sin θ cosφr sin θ sinφ
r cos θ


となる．ϕ1 ◦ ϕ−1

2 の Jacobianは ∣∣∣∣∣∣∣
∂x1

∂r
∂x1

∂θ
∂x1

∂φ
∂x2

∂r
∂x2

∂θ
∂x3

∂φ
∂x3

∂r
∂x3

∂θ
∂x3

∂φ

∣∣∣∣∣∣∣ = r2 sin θ

で U2 上の全ての点で正だから，逆関数定理により ϕ1 ◦ ϕ−1
2 が微分同相写像であるとわかる．つま

り，アトラス A2 は C∞ アトラスであり，R3 の C∞ 構造の1つを定める．
　他には R3 の開集合

U3 :=
{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣ x > 0
}
= (0, ∞)× R2

の上で定義される同相写像

ϕ3 : U3 −→ ϕ3(U3), (x, y, z) 7−→

ρ(x, y, z)φ(x, y, z)
z(x, y, z)

 =

√x2 + y2 + z2

arctan(y/x)
z


を考えることもできる．ϕ3(U3) = (0, ∞)× (−π/2, π/2)× R で，逆写像は

ϕ−1
3 : ϕ3(U3) −→ U3,

ρφ
z

 7−→ (ρ cosφ, ρ sinφ, z)

である．チャート (U3, ϕ3) は円筒座標系として知られる．チャートの族

A3 :=
{
(U1, ϕ1), (U3, ϕ3)

}
は位相多様体 R3 のアトラスを成す．A3 におけるチャートの重なりは

U1 ∩ U3 = U3

で，座標変換は

ϕ1 ◦ ϕ−1
3 : ϕ3(U3) −→ ϕ1(U3),

ρφ
z

 7−→　
x1(ρ, φ, z)x2(ρ, φ, z)
x3(ρ, φ, z)

 =

ρ cosφρ sinφ
z


となる．ϕ1 ◦ ϕ−1

3 の Jacobian は ρ であるから ϕ3(U3) の全ての点において正であり，逆関数定理
から微分同相写像であるとわかる．つまり，アトラス A3 もまた C∞ アトラスであり，R3 の上に
A2 とは別の C∞ 構造を定める．
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a ややこしいようだが，左辺は位相多様体 R3 の点としての (x, y, z) で，右辺はチャートの定義としての

xy
z

 である．

実際のところは ϕ1 = idR3 である．

この例からも，C∞ アトラスが複数存在し得ることがわかる．しかし，明かに A2 ∪A3 もまた C∞ アトラ
スになるので，A2 が定める C∞ 構造と A3 が定める C∞ 構造を区別するのは話を無駄にややこしくしてい
るように思われる．そこで，考えられる限り最大の C∞ アトラスを構成できると便利である．

定義 2.6: C∞ アトラスの同値関係

C∞ 多様体 M 上の C∞ アトラス全体の集まりを A と書く．A 上の同値関係 ∼ を以下のように定
める：

∼ := {(S, T ) ∈ A ×A | S ∪ T ∈ A }

S ∼ T のとき，S, T は両立すると言う．

証明 同値関係の公理 1.1を充していることを示す．

(1) S ∪ S = S より反射律を充たす．
(2) S ∪ T = T ∪ S より対称律を充たす．
(3) 任意のチャート (S, ϕ) ∈ S, (U, ψ) ∈ U をとる．S ∼ T かつ T ∼ U のとき，ϕ(S ∩U), ψ(S ∩U) が

Rn の開集合でかつ ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(S ∩ U)→ ψ(S ∩ U) が微分同相であることを示せばよい．
　仮定よりそれぞれのチャートは ∀(Tλ, φλ) ∈ T と両立するので，φλ(S ∩ Tλ), φλ(U ∩ Tλ) ⊂ Rn は
開集合である．φλ は同相写像なので全単射であり，従って補題 D.1-(9)より

φλ(S ∩ Tλ) ∩ φλ(U ∩ Tλ) = φλ(S ∩ U ∩ Tλ)

が成り立つから，φλ(S ∩ Tλ) ∩ φλ(U ∩ Tλ) は Rn の開集合である．ϕ ◦ φ−1
λ は同相写像であるから

ϕ(S ∩ U ∩ Tλ) = (ϕ ◦ φ−1
λ )(φλ(S ∩ U ∩ Tλ))

も Rn の開集合である．ここで補題 D.1-(1)を使うと*7，

ϕ(S ∩ U) = ϕ(S ∩ U ∩M) = ϕ

(
S ∩ U ∩

(⋃
λ

Tλ

))
= ϕ

(⋃
λ

S ∩ U ∩ Tλ

)
=
⋃
λ

ϕ(S ∩ U ∩ Tλ)

も Rn の開集合であると分かる．全く同様の議論により ψ(S ∩ U) も Rn の開集合．
　次に，ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(S ∩ U) → ψ(S ∩ U) が微分同相であることを示す．仮定より任意のチャート
(Tλ, φλ) ∈ T に対して φλ ◦ϕ−1 : ϕ(S ∩ Tλ)→ φλ(S ∩ Tλ) は微分同相．従ってこれの ϕ(S ∩U ∩ Tλ)
への制限

φλ ◦ ϕ−1

∣∣∣∣
ϕ(S∩U∩Tλ)

: ϕ(S ∩ U ∩ Tλ)→ φλ(S ∩ U ∩ Tλ)

*7 選択公理を認める．
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もまた微分同相である．ψ ◦ φ−1
λ

∣∣
φλ(S∩U∩Tλ)

に関しても同様なので，これらの合成

ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(S ∩ U ∩ Tλ)→ ψ(S ∩ U ∩ Tλ)

もまた微分同相．ここで ϕ, ψ が全単射であること，および M =
⋃
λ Tλ を使うと

ϕ(S ∩ U) =
⋃
λ

ϕ(S ∩ U ∩ Tλ), ψ(S ∩ U) =
⋃
λ

ψ(S ∩ U ∩ Tλ)

が分かるので，

ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(S ∩ U)→ ψ(S ∩ U)

も微分同相写像である．

�

定義 2.7: 微分構造・極大アトラス

C∞ 多様体 M の C∞ アトラス S を与える．

• 定義 2.6で定めた同値関係による S の同値類 [S] ⊂ A をM の微分構造 (differential structure)
と呼ぶ．

• C∞ アトラス S の極大アトラス (maximal atlas) S+ を以下のように定義する：

S+ :=
⋃

T ∈[S]

T .

! 実は，極大アトラスは 1通りとは限らないことが知られている．しかし，本資料内ではあまり気にしな
くても良い．

以降では，断らない限り多様体のアトラスは全て極大アトラスであるとする．

【例 2.2.2】Sn の微分構造

【例 2.1.2】で構成したアトラス

ASn :=
{
(U±

i , ϕ
±
i )
}
i=1, ..., n+1

の座標変換を顕に書くと，i > j のとき

ϕ±
i ◦ (ϕ

±
j )

−1 :

u
1

...
un

 7−→



u1

...
ûi

...

±
√
1− |u|2︸ ︷︷ ︸
j

...
un
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で，i = j のとき ϕ±
i ◦ (ϕ

±
j )

−1 = idBn であり，微分同相写像である．従って ASn は C∞ アトラス
で，これの極大アトラスを Sn の標準的な微分構造とする．

【例 2.2.3】立体射影

Sn の上に【例 2.2.2】の ASn とは異なるC∞ アトラスを構成する．この方法は立体射影 (stereographic
projection) として知られる．

Rn

ϕN(x)

x

pN = (0, . . . , 1)

図 2.3: 立体射影

　 Sn の「北極点」を pN = (0, . . . , 0, 1) ∈ Rn+1 とおく．UN := Sn \ {pN} は Sn の開集合である．
点 x = (x1, . . . , xn+1) ∈ UN を任意にとる．pN と x を通る Rn+1 の直線は

{
tx+ (1− t)pN

}
t∈R と

書けるので，この直線と超平面 xn+1 = 0 の交点は，t の方程式 txn+1 + (1− t) = 0 を解くことで

1

1− xn+1
x+

(
1− 1

1− xn+1

)
pN =

(
x1

1− xn+1
, . . . ,

xn

1− xn+1
, 0

)
∈ Rn × {0}

のただ 1つであることがわかる．以上の考察から同相写像

ϕN : UN −→ Rn, (x1, . . . , xn+1) 7−→

xN
1(x1, . . . , xn+1)

...
xN

n(x1, . . . , xn+1)

 =


x1

1−xn+1

...
xn

1−xn+1


が得られる．逆写像を顕に書くと

ϕ−1
N : Rn −→ Sn,

xN
1

...
xN

n

 7−→ (
2xN

1

|xN|2 + 1
, . . . ,

2xN
n

|xN|2 + 1
,
|xN|2 − 1

|xN|2 + 1

)

となる．組 (UN, ϕN) =
(
UN, (xN

µ)
)
は位相多様体 Sn のチャートになる．

　 Sn の「南極点」を pS = (0, . . . , 0, −1) とおき，Sn の開集合 US := Sn \ {pS} の上で同様の議論
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を行うことで同相写像

ϕS : US −→ Rn, (x1, . . . , xn+1) 7−→

xS
1(x1, . . . , xn+1)

...
xS

n(x1, . . . , xn+1)

 =


x1

1+xn+1

...
xn

1+xn+1



ϕ−1
N : Rn −→ Sn,

xS
1

...
xS

n

 7−→ (
2xS

1

|xS|2 + 1
, . . . ,

2xS
n

|xS|2 + 1
, −|x|

2 − 1

|x|2 + 1

)

が得られ，組 (US, ϕS) =
(
US, (xS

µ)
)
も位相多様体 Sn のチャートになる．さらに

Sn = UN ∪ US

が成り立つので，2つのチャートを含む族

ANS :=
{
(UN, ϕN), (US, ϕS)

}
は Sn のアトラスである．チャートの重なりは UN ∩ US = Sn \ {pN, pS} なので ϕN(UN ∩ US) =

ϕS(UN ∩ US) = Rn \ {0} であり，座標変換は

ϕS ◦ ϕ−1
N : ϕN(UN ∩ US) −→ ϕS(UN ∩ US),

xN
1

...
xN

n

 7−→
xN

1/|xN|2
...

xN
n/|xN|2


で，C∞ 級である．ϕN ◦ ϕ−1

S も同様に C∞ 級なので座標変換が微分同相写像であり，アトラス ANS

は Sn 上の C∞ アトラスである．
ANS が【例 2.2.2】の C∞ アトラス ASn と両立することを確認する．まず U±

n+1 ∩ UN の上の座標
変換は

ϕ±
n+1 ◦ ϕ

−1
N :

xN
1

...
xN

n

 7−→


2xN
1

|xN|2+1

...
2xN

n

|xN|2+1



ϕN ◦ (ϕ±
n+1)

−1 :

u
1

...
un

 7−→


u1

1∓
√

1−|u|2

...
un

1∓
√

1−|u|2


なので微分同相写像である．
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次に i = 1, . . . , n に対しては {pN, pS} 6⊂ U±
i ∩ UN なので，座標変換は

ϕ+
i ◦ ϕ

−1
N :

xN
1

...
xN

n

 7−→


2xN
1

|xN|2+1

...
2x̂N

i

|xN|2+1

...
2xN

n

|xN|2+1



ϕN ◦ (ϕ±
i )

−1 :

u
1

...
un

 7−→



u1

1−un

...

±

√
1− |u|2

1− un︸ ︷︷ ︸
i
...

un−1

1−un


で，微分同相写像である．ϕS に関しても同様に，座標変換が微分同相写像であることを直接確認でき
る．従って ANS は ASn と同じ極大アトラスに属し，Sn に同じ微分構造を定める．

【例 2.2.4】有限次元位相ベクトル空間

V を n <∞ 次元ベクトル空間とする．V 上の任意のノルムによって V を距離空間と見做し，距離空
間の標準的な位相を入れて位相空間にする．V の任意の基底 {e1, . . . , en} を 1つとってベクトル空
間の同型写像

e : Rn −→ V, (x1, . . . , xn) 7−→ xµeµ

を考えると，e は同相写像でもある．従って組 (V, e−1) =
(
V, (xµ)

)
は位相多様体 V のチャートにな

る．この位相多様体 V の上の自然な C∞ 構造は次のようにして定まる：
別の基底 {e′1, . . . , e′n} による同相写像

e′ : Rn −→ V, (x′1, . . . , x′n) 7−→ x′µe′µ

が定めるチャート (V, e′−1) =
(
V, (x′µ)

)
を考える．基底の取り替えを表す正則行列 [Tµν ] が存在

して

eµ = e′νT
ν
µ

と書けるので，
(
V, (xµ)

)
から

(
V, (x′µ)

)
への座標変換は

x′µ(x1, . . . , xn) = Tµνx
ν (µ = 1, . . . , n)

という微分同相写像になる．i.e. チャート
(
V, (xµ)

)
,
(
V, (x′µ)

)
は両立する．アトラス {

(
V, (xµ)

)
}

の極大アトラスを V の標準的な微分構造として定める．
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【例 2.2.5】行列空間

m× n 実行列全体の集合を M(m× n, R) と書く．M(m× n, R) は行列の和と実数倍に関して mn

次元ベクトル空間をなすので，【例 2.2.4】によって C∞ 多様体になる．特に，同相写像

M(m× n, R) −→ Rmn,


x11 x12 · · · x1n
x21 x22 · · · x2n

...
...

. . .
...

xm1 xm2 · · · xmn

 7−→


x11
...
x1n
x21

...
xmn


などによってしばしば Rmn と同一視される．
同様に，m× n 複素行列全体の集合を M(m× n, C) と書くとこれは 2mn 次元実 C∞ 多様体になる．
なお，以降では行列のサイズが n× n の場合に限って M(n, R), M(n, C) と略記する．

【例 2.2.6】開部分多様体

U ⊂ Rn を Rn の開集合とする．このとき U は n 次元位相多様体であり，1枚のみのチャートを持つ
アトラス {(U, idU )} が U 上の C∞ 構造を定める．
より一般に，M を C∞ 多様体，AM を M の C∞ アトラスとし，U ⊂M を M の開集合とする．こ
のとき，

AU :=
{
(V, ψ) ∈ AM

∣∣ V ⊂ U }
は U の C∞ アトラスになる．このようにして M の開集合に C∞ 構造を入れてできる C∞ 多様体の
ことを開部分多様体 (open submanifold) と呼ぶ．

【例 2.2.7】C∞ 積多様体

M, N を C∞ 多様体とする．【例 2.1.4】による積多様体 M ×N のチャートは (U1 × U2, ϕ1 × ϕ2)

の形をしているが，任意の座標変換

(ϕ1 × ϕ2) ◦ (ψ1 × ψ2)
−1 = (ϕ1 ◦ ψ−1

1 )× (ϕ2 ◦ ψ−1
2 )

は C∞ 級なので M ×N は C∞ 多様体でもある．

2.2.2 複素多様体・および Lie群の定義

この小節では複素多様体と Lie群の定義のみ行う．複素関数 f : Cm → C が正則 (holomorphic) であると
は，f(z1, . . . , zm) = f1(x

1, . . . , xm; y1, . . . , ym) + if2(x
1, . . . , xm; y1, . . . , ym) が各変数 zµ = xµ + iyµ
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に関して Cauchy-Riemann の関係式
∂f1
∂xµ

=
∂f2
∂yµ

,
∂f2
∂xµ

= − ∂f1
∂yµ

を充たすことを言う．
写像 (f1, . . . , fn) : Cm → Cn は，各関数 fλ が正則であるとき正則であると言う．
複素多様体の定義は，C∞ 多様体の定義のうち，座標変換の「 C∞ 級」を「正則」に置き換えることで得ら

れる：

定義 2.8: 複素多様体

M を位相空間とする．集合族 S = {(Uλ, ϕλ) | ϕλ : Uλ
≈−→ Cm}λ∈Λ が与えられ，

• {Uλ }λ∈Λ が M の開被覆
• 全ての座標変換 fβα = ϕβ ◦ ϕ−1

α が正則

であるとき，M は複素多様体と呼ばれる．

座標近傍が Cm と同相のとき，m を複素次元と呼んで dimCM = m と書く．こきときの実次元 2m

は単に dimM = 2m である．

M のアトラスの上には，定義 2.6で定めた同値関係が定まる．

定義 2.9: 複素構造

複素多様体 M のアトラス S を与える．定義 2.6で定めた同値関係による S の同値類 [S] を M の複
素構造 (complex structure) と呼ぶ．

Lie群と一般線形群を定義する．

定義 2.10: Lie群

群 G が同時に C∞ 多様体の構造を持ち，群の二項演算 · : G × G → G, (g, h) 7→ gh および逆元を
とる演算 −1 : G→ G, g 7→ g−1 がともに C∞ 級であるとき，G を Lie群 (Lie group) と呼ぶ．G が
複素多様体であり，上述の 2つの演算が正則写像であるときは G を複素 Lie群と呼ぶ．

【例 2.2.8】一般線形群

n× n 実正則行列全体がなす群を一般線形群 (general linear group) と呼び，GL(n, R) と書く．
いま，n × n 行列全体の集合 M(n, R) を【例 2.2.5】の方法により C∞ 多様体と見做す．このとき
写像

det : M(n, R) −→ R,

x
1
1 · · · x1n

...
. . .

...
xn1 · · · xnn

 7−→ ∑
σ∈Sn

sgnσx1σ(1)x
2
σ(2) · · ·xnσ(n)

は連続であり，R \ {0} は R の開集合なので，GL(n, R) = det−1(R \ {0}) ⊂ M(n, R) は M(n, R) ≈
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Rn2 の開集合だとわかる．従って GL(n, R) は n2 次元 C∞ 多様体である．群演算は明らかに C∞ 級
なので，GL(n, R) は Lie群である．
同様に，n × n 複素正則行列全体がなす群 (複素一般線形群) GL(n, C) は 2n2 次元 C∞ 多様体に
なる．

2.3 境界付き多様体

Rn の閉じた上半空間 (closed upper half space) およびその境界を n > 0 のとき

Hn :=
{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn

∣∣ xn ≥ 0
}

∂Hn :=
{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn

∣∣ xn = 0
}

と定義し，n = 0 のとき

H0 := {0}
∂H0 := ∅

と定義する．これは Euclid空間 Rn の部分空間の境界の定義と一致している．

定義 2.11: 境界付き位相多様体

第 2可算な Hausdorff空間a (M, O) は，その上の任意の点が Rn または Hn と同相になるような近
傍を持つとき，n 次元境界付き位相多様体 (topological manifold with boundary) と呼ばれる．

a 位相多様体と同様，第 2可算性を課すことも多い．

境界付き位相多様体のチャートの定義は位相多様体のチャートの定義とほとんど同じである：

定義 2.12: 境界付き位相多様体のチャート

境界付き位相多様体 (M, O) の開集合 U ∈ O であって，Rn または Hn の開集合 V との同相写像
ϕ : U → V が存在するとき，組 (U, ϕ) を M のチャート (chart) と呼ぶ．

必要ならば，境界付き位相多様体 M のチャート (U, ϕ) のうち，ϕ(U) が Rn と同相なものを内部チャー
ト (interior chart)，ϕ(U) が Hn の開集合と同相で，かつ ϕ(U) ∩ ∂Hn 6= ∅ を充たすものを境界チャート
(boundary chart) と呼ぶことにしよう．
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定義 2.13: 内部・境界

(M, O) を境界付き位相多様体とし，∀p ∈M を一つとる．

(1) p が M の内点 (interior point) であるとは，ある内部チャート (U, ϕ) が存在して p ∈ U とな
ること．

(2) p が M の境界点 (boundary point) であるとは，ある境界チャート (U, ϕ) が存在して ϕ(p) ∈
∂Hn となること．

M の内点全体の集合を境界付き位相多様体 M の内部 (interior) と呼び，IntM と書く．M の境界
点全体の集合を境界付き位相多様体M の境界 (boundary) と呼び，∂M と書く．

定義から明らかなように，∀p ∈ M は内点または境界点である．というのも，p ∈ M が境界点でないなら
ば，p は内点であるか，または境界チャート (U, ϕ) に対して p ∈ U かつ ϕ(p) /∈ ∂Hn を充たす．後者の場合
ϕ の U ∩ ϕ−1

(
Int Hn

)
への制限は内部チャートになり，かつ p ∈ U ∩ ϕ−1

(
Int Hn

)
を充たすので，p は M

の内点なのである．
しかしながら，あるチャートに関しては内点だが，別のチャートに関しては境界点であるような点 p ∈ M

が存在しないことは非自明である．この問題は次の命題によって肯定的に解決される．

定理 2.2: 多様体の境界の位相的不変性

境界付き位相多様体 (M, O) に対して以下が成り立つ：

M = IntM t ∂M

定理 2.2はホモロジーを使った議論によって証明できるが，ここでは省略する．

!

　位相空間の部分空間の内部，境界の定義と，境界付き位相多様体の内点・境界の定義は別物であるこ
とに注意すべきである．
　例えば n 次元閉球

Bn :=
{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn

∣∣ |x|2 ≤ 1
}

は定義 2.11から境界付き位相多様体であり，その境界（空でない）は n− 1 次元球面 Sn−1 である．一
方 Bn を Euclid空間 Rn の部分空間と見做した場合の部分空間の境界は Sn−1 だが，Bn を Bn 自身
の部分空間と見做す場合，部分空間の境界は空集合であるa．
　このような事情があるので，部分空間の境界を位相的境界 (topological boundary)，境界付き位相多
様体の境界付き位相多様体の内点・境界を多様体の境界 (manifold boundary) と呼んで違いを明確に
する場合がある．

a Bn \Bn = ∅ なので．
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命題 2.2: 位相多様体の境界の基本性質

M を n 次元境界付き位相多様体とする．

(1) IntM ⊂M は M の開集合で，n 次元の境界を持たない位相多様体である．
(2) ∂M ⊂M は M の閉集合で，n− 1 次元の境界を持たない位相多様体である．

証明 (1) ∀x ∈ IntM をとる．このときある内部チャート (U, ϕ) が存在して x ∈ U となる．
　まず，IntM が開集合であることを示す．命題 1.3より，そのためには U ⊂ IntM を示せば良い．
∀y ∈ U を 1 つとる．このとき ϕ(y) ∈ ϕ(U) ⊂ Rn だが，ϕ(U) は開集合なので命題 1.3 より ϕ(y)

の開近傍 ϕ(y) ∈ V ⊂ ϕ(U) が存在する．ϕ は同相写像で全単射なので y ∈ ϕ−1(V ) ⊂ U が言えて，
(ϕ−1(V ), ϕ|ϕ−1(V )) が y を含む内部チャートだとわかる．よって y ∈ IntM であり，U ⊂ IntM が
示された．
　 IntM は第 2可算な Hausdorff空間 M の部分空間なので第 2可算かつ Hausdorffであり，IntM

の任意の点はある内部チャートに含まれるので，IntM は n 次元位相多様体である．
(2) 定理 2.2より ∂M = M \ IntM である．従って (1) より ∂M は M の閉集合である．∂M は第 2可
算な Hausdorff空間 M の部分空間なので第 2可算かつ Hausdorffである．
　 ∀x ∈ ∂M と，x を含む境界チャート (U, ϕ) をとる．このとき ϕ(x) ∈ ∂Hn である．相対位相の定義
より，V := ϕ(U)∩∂Hn とおくと V は ∂Hn ≈ Rn−1 の開集合である．ϕ は連続なので ϕ−1(V ) ⊂ ∂M
は ∂M の開集合であり，(ϕ−1(V ), ϕ|ϕ−1(V )) は x を含む ∂M のチャートである．以上で ∂M が n−1

次元位相多様体であることが示された．
�

命題 2.3: 境界付き位相多様体の基本性質

M を n 次元境界付き位相多様体とする．

(1) M は局所弧状連結
(2) M は局所コンパクト
(3) M はパラコンパクト
(4) 基本群が可算濃度

証明 [4, Proposition 1.40]を参照 �

C∞ 構造を意識するとき，命題 2.2に相当する命題が成り立つ．

定理 2.3: 多様体の境界の C∞ 不変性

M を n 次元境界付き C∞ 多様体とする．点 p ∈ M を含む C∞ の境界チャート (U, ϕ) が 1つでも
存在して ϕ(p) ∈ ∂Hn を充たすならば，p を含む全ての C∞ チャート (V, ψ) は境界チャートでかつ
ψ(p) ∈ ∂Hn を充たす．

以降では，境界なしでも境界付きでもどちらの場合にも成り立つ主張であることを強調したい場合には（境
界なし/あり）と書くことにする．
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2.4 C∞ 写像

連続写像によって，異なる位相空間のトポロジーを比較できるようになった*8．同じような形で異なる C∞

多様体の C∞ 構造を比較したい．

定義 2.14: C∞ 関数

（境界なし/あり）C∞ 多様体 M と，M の C∞ アトラス A を 1つとる．
M 上の実数値関数 f : M −→ R が C∞ 関数 (smooth function) であるとは，∀p ∈ M に対して以
下を充たすチャート (U, ϕ) ∈ A が存在することを言う：

• p ∈ U
• f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ R が Rn または Hn の開集合 ϕ(U) 上の C∞ 関数となる．

M 上の C∞ 関数全体の集合を C∞(M) と書く．

補題 2.2:

（境界なし/あり）C∞ 多様体M と，M のC∞ アトラス Aを 1つとり，その上のC∞関数 f ∈ C∞(M)

を任意にとる．このとき，任意のチャート (U, ϕ) ∈ A に対して f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ R は C∞ 級で
ある．

証明 ∀p ∈ U を 1 つとると，f が C∞ 関数であることからあるチャート (V, ψ) ∈ A が存在して f ◦
ϕ−1 : ψ(V ) −→ R が C∞ 級になる．M が C∞ 多様体であることから，座標変換 ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) −→
ψ(U ∩ V ) は微分同相写像であり，f ◦ϕ−1 = (f ◦ψ−1) ◦ (ψ ◦ϕ−1) : ϕ(U ∩ V ) −→ R は C∞ 級写像である．
p ∈ U は任意なので f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ R が C∞ 級であることが示された． �

C∞ 級関数 f : M −→ R とチャート (U, ϕ) =
(
U, (xµ)

)
に対して，f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ R とは n 変数の

実数値関数 f(x1, . . . , xn) のことに他ならない．この表式のことを f の座標表示と呼ぶことがある．
次に定義する C∞ 写像は，異なる C∞ 多様体の間の対応を与えるものである．

定義 2.15: C∞ 写像

（境界なし/あり）C∞ 多様体 M, N を与え，M, N それぞれの C∞ アトラス A, B を一つずつとる．
写像 f : M −→ N が C∞ 写像 (smooth map) であるとは，∀p ∈ M に対して以下を充たす M の
チャート (U, ϕ) ∈ A と N のチャート (V, ψ) ∈ B が存在することを言う：

• p ∈ U かつ f(p) ∈ V
• f(U) ⊂ V
• ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ ψ(V ) が C∞ 級（図 2.4）

*8 つまり，連続写像は位相空間の圏 Top の射である．
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補題 2.3:

（境界なし/あり）C∞ 多様体M, N とM, N それぞれの C∞アトラス A, B を 1つずつとり，C∞写
像 f : M −→ N を与える．このとき，任意のチャート (U, ϕ) ∈ A, (V, ψ) ∈ B に対して ψ ◦ f ◦ϕ−1

は C∞ 級である．

証明 ∀(U, ϕ) ∈ Aおよび ∀(V, ψ) ∈ Bをとる．U∩f−1(V ) = ∅ならば確認することは何もない．U∩f−1(V ) 6=
∅ とし，∀p ∈ U ∩ f−1(V ) を 1 つとる．すると f(p) ∈ V が成り立つので，f が C∞ 写像であることか
らあるチャート (U ′, ϕ′) ∈ A, (V ′, ψ′) ∈ B が存在して p ∈ U ′ かつ f(p) ∈ V ′ かつ f(U ′) ⊂ V ′ かつ
ψ′ ◦ f ◦ ϕ′−1 : ϕ′(U ′) −→ ψ′(V ′) が C∞ 級になる．座標変換は微分同相写像なので

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 = ψ ◦ (ψ′−1 ◦ ψ′) ◦ f ◦ (ϕ′−1 ◦ ϕ) ◦ ϕ
= (ψ ◦ ψ′−1) ◦ (ψ′ ◦ f ◦ ϕ′−1) ◦ (ϕ′ ◦ ϕ−1) : ϕ

(
U ∩ U ′ ∩ f−1(V )

)
−→ ψ(V )

は C∞ 級である．p は任意だったので，ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ
(
U ∩ f−1(V )

)
−→ ψ(V ) は C∞ 級である． �

ϕ

ϕ−1

ψ−1
ψ

M N

U V

ϕ(U)

Rn

ψ ◦ f ◦ ϕ−1

f

ψ(V )

Rm

図 2.4: C∞ 写像．M の次元を n，N の次元を m とした．

補題 2.4: C∞ 写像の局所性

（境界なし/あり）C∞ 多様体 M, N および写像 f : M −→ N を任意に与える．

(1) ∀p ∈M に対して，f |U を C∞ 写像にするような近傍 p ∈ U ⊂M が存在する
=⇒ f は C∞ 写像

(2) f が C∞ 写像 =⇒ M の任意の開集合 U に対して f |U が C∞ 写像

証明 M の開集合には【例 2.2.6】の C∞ 構造を入れて C∞ 多様体と見做す．

(1) ∀p ∈ M をとり，仮定の条件を充たす近傍 p ∈ U ⊂ M をとる．すると f |U が C∞ 写像になる
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ので，U のチャート (U ′, ϕ′) と N のチャート (V, ψ) が存在して p ∈ U ′ かつ f(p) ∈ V かつ
f |U (U ′) = f(U ′) ⊂ V かつ ψ ◦ f ◦ ϕ′−1 が C∞ 級になる．U ′ ⊂ U は U の開集合で U ⊂ M は M

の開集合なので U ′ は M の開集合でもあり，組 (U ′, ϕ′) は p を含む M のチャートである．従って
f : M −→ N は C∞ 写像である．

(2) M の任意の開集合 U ⊂ M をとる．仮定より，∀p ∈ U に対して M のチャート (U ′, ϕ′) と N の
チャート (V, ψ) が存在して p ∈ U ′ かつ f(p) ∈ V かつ f(U ′) ⊂ V かつ ψ ◦ f ◦ ϕ′−1 が C∞ 級と
なる．このとき相対位相の定義より U ′ ∩ U は U の開集合なので (U ′ ∩ U, ϕ′|U ′∩U ) は U のチャート
で，p ∈ U ∩U ′ かつ f(U ∩U ′) ⊂ f(U ′) ⊂ V かつ制限 ψ ◦ f ◦ϕ′−1|U ′∩U は C∞ 級になる．i.e. f |U
は C∞ 写像である．

�

系 2.4: C∞ 写像の貼り合わせ補題

（境界なし/あり）C∞ 多様体 M, N を与える．このとき

• M の開被覆
{
Uλ
}
λ∈Λ

• C∞ 写像の族
{
Fλ : Uλ −→ N

}
λ∈Λ

であって，∀α, β ∈ Λ に対して

Fα|Uα∩Uβ
= Fβ |Uα∩Uβ

を充たすもの

を与えると，∀λ ∈ Λ に対して F |Uλ
= Fλ を充たすような C∞ 写像 F : M −→ N が一意的に存在

する．

命題 2.4: C∞ 写像の基本性質

（境界なし/あり）C∞ 多様体 M, N, P を与える．

(1) 写像 f : M −→ N が C∞ 写像ならば，f は連続である．
(2) 恒等写像 idM : M −→ N は C∞ 写像である．
(3) 写像 f : M −→ N, g : N −→ P が C∞ 写像ならば，g ◦ f : M −→ P も C∞ 写像である．

証明 (1) ∀p ∈M を 1つとる．仮定より f は C∞ 写像なので，ある M のチャート (U, ϕ) と N のチャー
ト (V, ψ)が存在して p ∈ U かつ f(p) ∈ V かつ f(U) ⊂ V かつ ψ◦f ◦ϕ−1 が Rn の C∞級関数にな
る．従って ψ ◦f ◦ϕ−1 は連続である．ϕ, ψ は同相写像なので f |U = ψ−1 ◦ (ψ ◦f ◦ϕ−1)◦ϕ : U −→ V

は連続である．p は任意だったので f : M −→ N は連続である．
(2) ∀p ∈M を 1つとり，pを含むC∞チャート (U, ϕ)をとる．すると idM (p) ∈ U で，かつ ϕ◦idM ◦ϕ−1 =

idϕ(U) は Euclild空間の部分空間上の恒等写像なので C∞ 級である．
(3) ∀p ∈ M を 1 つとる．仮定より g は C∞ 写像なので，N, P の C∞ チャート (V, θ), (W, ψ) が存
在して f(p) ∈ V かつ g

(
f(p)

)
∈ W かつ g(V ) ⊂ W かつ ψ ◦ g ◦ θ−1 : θ(V ) −→ ψ(W ) が C∞

級になる．さらに仮定より f も C∞ 写像なので (1) より連続であり，f−1(V ) ⊂ M は点 p の開
近傍になる．従って M のチャート (U, ϕ) が存在して p ∈ U ⊂ f−1(V ) を充たす．補題 2.3 か
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ら，θ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ θ(V ) は C∞ 級である．以上の考察から g
(
f(U)

)
⊂ g(V ) ⊂ W かつ

ψ ◦ (g ◦ f) ◦ ϕ−1 = (ψ ◦ g ◦ θ−1) ◦ (θ ◦ f ◦ ϕ−1) : ϕ(U) −→ ψ(W ) は C∞ 級になる．
�

2.4.1 微分同相

これまでに登場した微分同相は，Euclid 空間 Rn の開集合上に定義されていたが，一般の C∞ 多様体の開
集合の上に一般化すると次のようになる：

定義 2.16: 微分同相

（境界なし/あり）C∞ 多様体 M, N を与える．全単射な C∞ 写像 f : M → N は，その逆写像
f−1 : N →M もまた C∞ 級写像であるとき，微分同相写像 (diffeomorphism) と呼ばれる．
また，M から N への微分同相写像が存在するとき，多様体M と N は互いに微分同相 (diffeomorphic)
であると言う．このことをM ≈N などと書く．

命題 2.5: 微分同相写像の基本性質

(1) 微分同相写像の合成は微分同相写像である．
(2) 微分同相写像は同相写像である．
(3) 微分同相写像 f : M −→ N の，任意の開集合 U ⊂M 上への制限 f |U : U −→ f(U) もまた微
分同相写像である．

微分同相 M ≈ N は明らかに同値関係を作る．よって全ての（境界なし/あり）C∞ 多様体の集まりを ' に
よって類別することができる．そして，微分同相写像によって保存される C∞ 多様体の性質（微分同相不変
量）が重要になる．多様体の次元は微分同相不変量の 1つである．

命題 2.6: 多様体の境界の微分同相不変性

M, N を境界付き C∞ 多様体とし，f : M −→ N を微分同相写像とする．このとき f(∂M) = ∂N

で，制限 f |IntM : IntM −→ IntN は微分同相写像である．

証明 [4, Theorem 1.46] �

2.5 多様体の圏

これまでの議論を圏の言葉で整理しよう．位相多様体の圏 Man は

• 位相多様体を対象とする
• 連続写像を射とする
• 恒等射は恒等写像とする．
• 合成は，写像の合成とする
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ことによって定義される．境界付き位相多様体の圏 Manb も同様に

• 境界付き位相多様体を対象とする
• 連続写像を射とする
• 合成は，連続写像の合成とする

として定義できる．
同様に，C∞ 多様体の圏 Diff は*9

• C∞ 多様体を対象とする
• C∞ 写像を射とする
• 恒等射は恒等写像とする（命題 2.4-(2)）
• 合成は，C∞ 写像の合成とする（命題 2.4-(3)）

ことによって定義され，境界付き C∞ 多様体の圏 Diffb は

• 境界付き位相多様体を対象とする
• C∞ 写像を射とする
• 恒等射は恒等写像とする
• 合成は，写像の合成とする

である．
これらと同時に，基点 (base point) 付きの場合を考えておくと後々便利である．基点付き集合とは，集合

X ∈ Ob(Sets) と X の 1要素 x ∈ X の組 (X, x) のことを言う．基点付き集合 (X, x), (Y, y) の間の基点
を保つ写像とは，集合の写像 f : X −→ Y であって f(x) = y を充たすもののことを言う．このとき，

• 基点付き集合を対象とする
• 基点を保つ写像を射とする
• 恒等射は恒等写像とする
• 合成は，基点を保つ写像の合成とする

ことで，基点付き集合と写像の圏 Sets0 が構成される．同様の構成を Man, Diff に使うことで，圏
Man0, Diff0 が定義される．

*9 圏の記号は [4]に倣った．
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第 3章

接空間・余接空間

多様体の接空間は，多様体上の C∞ 関数に作用する写像として定義される．接空間はその定義から自然に
ベクトル空間になり，その双対ベクトル空間は余接空間と呼ばれる．さらに，適当な個数の接空間と余接空間
のテンソル積をとることで任意の型のテンソル空間が構成される．
この章の内容に関しては [4, Chapter3, 8, 11, 12]が詳しい．

3.1 代数的準備

この章から，幾何学的構造と代数的構造を並行して扱う場面が増える．本章に登場する代数系は，主にベク
トル空間と多元環である．

公理 3.1: ベクトル空間の公理

• 集合 V

• 加法と呼ばれる写像

+: V × V −→ V, (v, w) 7−→ v +w

• スカラー乗法と呼ばれる写像

· : K× V −→ V, (λ, v) 7−→ λv

の組a (V, +, · ) が体 K 上のベクトル空間であるとは，∀u, v, w ∈ V と ∀λ, µ ∈ K に対して以下が
成り立つことを言うb：

(V1) u+ v = v + u.

(V2) (u+ v) +w = v + (u+w).

(V3) 記号として 0 と書かれる V の元が存在して，u+ 0 = u が成り立つ．
(V4) 記号として −v と書かれる V の元が存在して，v + (−v) = (−v) + v = 0 が成り立つ．
(V5) λ(u+ v) = λu+ λv.

(V6) (λ+ µ)u = λu+ µu.

(V7) (λµ)u = λ(µu).
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(V8) 1u = u.

a 実際には，加法とスカラー乗法の記号を明記せずに「ベクトル空間 V」と言うことが多い．
b V の元の和をいちいち +(v, w) と書くのは煩雑なので，全て v +w のように略記している．スカラー乗法についても
同様に λv := · (λ, v) である．以降，ベクトル空間以外の代数系に関しても同じような略記を行う．

(V1)-(V4)は，組 (V, +, 0) が可換群であることを意味する．

3.1.1 ベクトル空間の圏

体 K 上のベクトル空間の圏 VecK は，

• K 上のベクトル空間を対象とする
• 線型写像を射とする
• 合成は，線型写像の合成とする

ことで構成される．以下では，素材となる複数個のベクトル空間から新しいベクトル空間を構成する手法をい
くつか紹介する．証明の詳細は付録 Cの加群の項目を参照．

命題 3.1: 零ベクトル空間

1 点集合 {0} ∈ Ob(VecK) は VecK の始対象かつ終対象である（このような対象を零対象と呼ぶ）．
i.e. 任意の体 K 上のベクトル空間 V ∈ Ob(VecK) に対して，写像

0: {0} −→ V , 0 7−→ 0

および

0: V −→ {0}, v 7−→ 0

は唯一の線型写像である．

命題 3.2: 直積ベクトル空間

体 K 上のベクトル空間 V, W ∈ Ob(VecK) を与える．

• 直積集合 V ×W の上に

(v1, v2) + (w1, w2) := (v1 +w1, v2 +w2),

λ(v, w) := (λv, λw)

として加法とスカラー乗法を定義することで得られるベクトル空間（直積ベクトル空間）
V ×W ∈ Ob(VecK)

• 標準的射影と呼ばれる 2つの線型写像a

p1 : V ×W −→ V, (v, w) 7−→ v

p2 : V ×W −→ V, (v, w) 7−→ w
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の組 (V ×W, p1, p2) は（圏論的な）積である．i.e. 圏 VecK における積の普遍性を充たす．

a 実際はこれらが線型写像になることを証明する．

命題 3.2の構成は，直積するベクトル空間が有限個でなくても良い．

命題 3.3: 直積ベクトル空間

A を任意の集合とし，A で添字づけられた，体 K 上のベクトル空間の族
{
Vα ∈ Ob(VecK)

}
α∈A を

与える．

• 直積集合
∏
α∈A Vα の上にa

(vα)α∈A + (wα)α∈A := (vα + wα)α∈A

λ(vα) := (λvα)α∈A

として加法とスカラー情報を定義することで得られるベクトル空間
∏∏∏

α∈A Vα

• 標準的射影と呼ばれる線型写像の族{
pα :

∏
β∈A

Vβ −→ Vα, (vβ)β∈A 7−→ vα

}
α∈A

の組
(∏

α∈A Vα,
{
pα
}
α∈A

)
は（圏論的な）積である．i.e. 圏 VecK における積の普遍性を充たす．

a 直積集合の元は (vα)α∈A の形をした記号で書かれる．

命題 3.4: 直和ベクトル空間

A を任意の集合とし，A で添字づけられた，体 K 上のベクトル空間の族
{
Vα ∈ Ob(VecK)

}
α∈A を

与える．

• 直積集合
∏
α∈A Vα の部分集合

⊕⊕⊕
α∈A

Vα :=

{
(xα)α∈A ∈

∏
α∈A

Vα

∣∣∣∣∣ 有限個の添字 i1, ..., in∈Λ を除いた
全ての添字 α∈A について xα=0

}

の上に

(vα)α∈A + (wα)α∈A := (vα + wα)α∈A

λ(vα) := (λvα)α∈A

として加法とスカラー乗法を定義することで得られるベクトル空間
⊕⊕⊕

α∈A Vα

• 標準的包含と呼ばれる線型写像の族{
iα : −→ Vα −→

∏
β∈A

Vβ , v 7−→ (wβ)β∈A

}
α∈A
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ただし

wβ :=

{
v, β = α

0, β 6= α

とする．

の組
(⊕

α∈A Vα,
{
iα
}
α∈A

)
は（圏論的な）和である．i.e. 圏 VecK における和の普遍性を充たす．

与えられたベクトル空間の族が ∀α ∈ A について Vα = V のように共通している場合は V ⊕A と略記
する．

定義から明らかに，有限個のベクトル空間の直和は直積と同型になる．しかし，有限個でないときは必ずし
も同型にならない．

命題 3.5: 商ベクトル空間

体 K 上のベクトル空間 V ∈ Ob(VecK) と，その部分ベクトル空間 W ⊂ V を与える．V 上の同値関
係 ∼ ⊂ V × V を

v ∼ w ⇐⇒ v −w ∈W

によって定義する．∼ による v ∈ V の同値類を v +W と書き，商集合を V/W と書く．
∀v +W, w +W ∈ V/W, ∀λ ∈ K に対して

(v +W )+(w +W ) := (v +w) +W

λ · (v +W ) := (λv) +W

のように加法とスカラー乗法を定義すると，組 (V/W, +, · ) は体 K 上のベクトル空間になる．この
ベクトル空間のことを V の W による商ベクトル空間と呼ぶ．

証明 V/W がベクトル空間になることの証明は命題 C.15を参照． �

3.1.2 双対ベクトル空間

K 自身が持つ加法 + と乗法 · をそれぞれベクトル空間の加法とスカラー乗法と見做すことで，K は K 上
のベクトル空間になる．

定義 3.1: 双対空間

V を体 K 上のベクトル空間とする．集合

V ∗ := {ω : V → K | ωは線型写像 } = HomVecK (V, K)
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の上の加法とスカラー乗法を，∀ω, σ ∈ V ∗, ∀a ∈ K に対して

(ω + σ)(v) := ω(v) + σ(v),

(aω)(v) := aω(v)

（∀v ∈ V）と定義すると，V ∗ はベクトル空間になる．このベクトル空間を双対ベクトル空間 (dual
vector space) と呼び，V ∗ の元を余ベクトル (covector) あるいは 1-形式 (1-form) と呼ぶ．

証明 ∀ω, ω1, ω2 ∈ V ∗ および ∀a, b ∈ K に対してベクトル空間の公理 3.1を見たしていることを確認する．

(V1) 自明
(V2) 自明
(V3) 0 = 0 ∈ V（恒等的に 0 を返す写像）とすればよい．
(V4) ∀v ∈ V, (−ω)(v) := −ω(v) とすればよい．
(V5)

(
a(ω1 + ω2)

)
(v) = a(ω1(v) + ω2(v)) = aω1(v) + aω2(v) = (aω1)(v) + (aω2)(v).

(V6)
(
(a+ b)ω

)
(v) = (a+ b)ω(v) = aω(v) + bω(v) = (aω)(v) + (bω)(v) = (aω + bω)(v).

(V7)
(
(ab)ω

)
(v) = (ab)ω(v) = a(bω(v)) = a

(
(bω)(v)

)
=
(
a(bω)

)
(v).

(V8) (1ω)(v) = 1ω(v) = ω(v).

�

命題 3.6: 有限次元ベクトル空間の双対空間の基底

V ∈ Ob(VecK) は有限次元であるとし，V の基底 { ei } をとる．このとき，

ei(ek) = δik

で定義される dimV 個の余ベクトル

ei : V → K, v = vjej 7→ vi (i = 1, . . . , dimV )

の組 { ei } は V ∗ の基底である．

証明 ω ∈ V ∗, v = viei ∈ V を任意にとる．このとき

ω(v) = ω(viei) = viω(ei) = ω(ei)e
i(v) =

(
ω(ei)e

i
)
(v).

i.e. { ei} はベクトル空間 V ∗ を生成する．
また，a1, . . . , adimV ∈ K に対して aie

i = 0（零写像）が成り立つならば

ak = aiδ
i
k = aie

i(ek) = (aie
i)(ek) = 0 (1 ≤ ∀k ≤ dimV )

である．i.e. dimV 個の余ベクトル e1, . . . , edimV ∈ V ∗ は線型独立である． �

∀V, W ∈ Ob(VecK) および任意の線型写像 f : V −→W を与える．このとき，双対線型写像 (dual linear
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map) を

f∗ : W ∗ −→ V ∗,

ω 7−→
(
v 7−→ ω ◦ f(v)

)
と定義する*1．

命題 3.7:

∀V, W, Z ∈ Ob(VecK) および任意の線型写像 f : V −→W, g : W −→ Z を与える．このとき，以下
が成り立つ：

(1) (idV )
∗ = idV ∗

(2) (g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗

証明 (1) ∀ω ∈ V ∗ および ∀v ∈ V に対して*2

(idV )
∗(ω)(v) = ω ◦ idV(v) = ω(v)

なので (idV )
∗(ω) = ω である．i.e. (idV )

∗ = idV ∗

(2) ∀ω ∈ Z∗ および ∀v ∈ V に対して

(f∗ ◦ g∗)(ω)(v) = f∗(ω ◦ g)(v) = ω ◦ (g ◦ f)(v) = (g ◦ f)∗(ω)(v)

が成り立つので (g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗ である．
�

命題 3.7は

• V ∈ Ob(VecopK ) を V ∗ ∈ Ob(VecK) に
• f ∈ HomVecop

K
(V, W ) を f∗ ∈ HomVecK (V

∗, W ∗) に

対応づける対応

(-)∗ : VecopK −→ VecK

が関手である*3ことを意味する．
∀V ∈ Ob(VecK) を与える．v ∈ V に対して評価写像 evv : V

∗ −→ R, ω 7−→ ω(v) を考えると，

ηV : V −→ V ∗∗, (3.1.1)
v 7−→ evv

は線型写像である．

命題 3.8:

V が有限次元ならば，ηV : V −→ V ∗∗ はベクトル空間の同型写像である．

*1 f∗ : W ∗ −→ V ∗ は線型写像に対して線型写像を返す写像なのでこのように書いた．
*2 引数が複数ある時は，左側から先に読む．今の場合，線型写像 (idV )∗(ω) : V −→ K に引数 v ∈ V を渡す，と読む．
*3 同じことだが，(-)∗ : VecK −→ VecK は反変関手 (contravariant functor) であると言っても良い．
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証明 dimV <∞ なので，命題 3.6より dimV = dimV ∗∗ である．よって ηV が単射であることを示せば良
い*4．v /∈ {0} とする．V の基底 {ei} であって e1 = v であるものをとり，その双対基底 {ei} をとると

ηV (v)(e
1) = e1(v) = 1

が成り立つので ηV (v) 6= 0，i.e. v /∈ Ker ηV がわかった．従って対偶から Ker ηV = {0} であり，ηV は単射
である． �

線型写像 ηV : V −→ V ∗∗ は自然である．つまり，∀V, W ∈ Ob(VecK) および ∀f ∈ HomVecK (V, W ) に
対して，VecK の可換図式

V V ∗∗

W W ∗∗

f

ηV

f∗∗

ηW

が成り立つということである．実際，∀v ∈ V および ∀ω ∈W ∗ に対して*5

(f∗∗ ◦ ηV )(v)(ω) = f∗∗(evv)(ω)

= evv ◦ f∗(ω)
= evv(ω ◦ f)
= ω

(
f(v)

)
= evf(v)(ω)

= (ηW ◦ f)(v)(ω)

が成り立つ [1, p.159, Example 7.12.]．

定義 3.2: 自然変換

任意の圏 C, D および関手 F, G : C −→ D を与える．自然変換 (natural transformation)

η : F =⇒ G

は，D における射の族 {
ηX ∈ HomD

(
F (X), G(X)

)}
X∈Ob(C)

であって以下の性質を充たすもののことを言う：

(自然性条件) 　 ∀f ∈ HomC (X, Y ) に対して図式 3.1を可換にする．

F (X) G(X)

F (Y ) G(Y )

ηX

F (f) G(f)

ηY

図 3.1: 自然変換

*4 ηV が単射 ⇐⇒ Ker ηV = {0} =⇒ dimV = dim(Im ηV ) =⇒ V = ImV
*5 (f∗∗ ◦ ηV )(v) ∈ (W ∗)∗ が ω ∈W ∗ に作用しているということである．
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つまり，(3.1.1)で定義される線型写像の族

η :=
{
ηV ∈ HomVecK (V, V

∗∗)
}
V ∈Ob(VecK)

は自然変換

η : 1VecK =⇒ (-)∗∗

であると言える．

3.1.3 ベクトル空間のテンソル積

本章を皮切りにしてさまざまなテンソル積空間が登場するが，それらは全て以下に述べる定義の特殊な場合
である．
K を体とする．V, W, Z ∈ Ob(VecK) を勝手にとる．写像 f : V ×W −→ Z が双線型写像 (bilinear map)

であるとは，∀v1, v2, v ∈ V, ∀w1, w2, w ∈W, ∀λ ∈ K に対して

f(v1 + v2, w) = f(v1, w) + f(v2, w),

f(v, w1 +w2) = f(v, w1) + f(v, w2),

f(λv, w) = λf(v, w),

f(v, λw) = λf(v, w)

が成り立つことを言う．2つの引数のそれぞれについて線型写像になっているということである．

定義 3.3: ベクトル空間のテンソル積

体 K 上のベクトル空間 V, W のテンソル積 (tensor product) とは，

• 記号として V ⊗W と書かれる体 K 上のベクトル空間
• 双線型写像 Φ : V ×W −→ V ⊗W

の組であって，以下の性質を充たすもののこと：

(テンソル積の普遍性) 任意のベクトル空間 Z ∈ Ob(VecK) と任意の双線型写像 f : V ×W −→ Z

に対して，線型写像 u : V ⊗W −→ Z が一意的に存在して図式 3.2を可換にする：

V ×W ∀Z

V ⊗W

Φ

f

∃!u

図 3.2: テンソル積の普遍性

この定義を一般化すると加群のテンソル積になり，さらに一般化することでモノイダル圏の概念に到達する
が，これ以上深入りしない．
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命題 3.9: テンソル積の一意性

テンソル積は，存在すればベクトル空間の同型を除いて一意である．

証明 K上のベクトル空間 V, W ∈ Ob(VecK)を与える．体K上のベクトル空間と双線型写像の組 (T , Φ : V×
W −→ T ) および (T , Φ′ : V ×W −→ T ′) がどちらも V, W のテンソル積であるとする．このときテンソ
ル積の普遍性から VecK の可換図式

V ×W T ′

T

Φ

Φ′

∃!u

V ×W T

T ′

Φ′

Φ

∃!u′

が成り立つので，これらの図式を併せた VecK の可換図式

T

V ×W T ′

T

Φ

Φ

Φ′
∃!u′

∃!u

が存在する．然るに VecK の可換図式

V ×W T ′

T

Φ

Φ

idT

も成り立ち，テンソル積の普遍性より赤点線で書いた線型写像は一意でなくてはならないので，

u′ ◦ u = idT

がわかる．同様の議論から

u ◦ u′ = idT ′

も従うので，線型写像 u : T −→ T ′, u′ : T ′ −→ T は互いに逆写像，i.e. 同型写像である． �

命題 3.9からテンソル積の一意性が言えたが，そもそもテンソル積が存在しなければ意味がない．そこで，
体 K 上の任意のベクトル空間 V, W ∈ Ob(VecK) を素材にしてテンソル積 (V ⊗W, Φ: V ×W −→ V ⊗W )

を具体的に構成してみよう．
K ∈ Ob(VecK) なので，任意の集合 S に対してベクトル空間の直和

K⊕S ∈ Ob(VecK)
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を考えることができる．K⊕S の元 f とは，有限個の元 x1, . . . , xn ∈ S を除いた全ての x ∈ S に対して値
0 ∈ K を返すような K 値関数 f : S −→ K のことである*6．
ところで，∀x ∈ S に対して次のような関数 δx ∈ K⊕S が存在する：

δx
(
y
)
=

{
1, y = x

0, y 6= x

この δx を x そのものと同一視してしまうことで，先述の f ∈ K⊕(V×W ) は

f =

n∑
i=1

λixi
w/ λi := f(xi) ∈ K

の形に一意的に書ける．*7 この意味で，K⊕(V×W ) は V ×W の元の形式的な K 係数線形結合全体がなす K
ベクトル空間と言うことができ，集合 V ×W 上の自由ベクトル空間と呼ばれる．自由加群の特別な場合と
言っても良い．自由ベクトル空間は次の普遍性によって特徴づけられる：

補題 3.1: 自由ベクトル空間の普遍性

任意の集合 S および任意の K ベクトル空間 Z ∈ Ob(VecK) を与える．包含写像

ι : S −→ K⊕S , x 7−→ δx

を考える．このとき，任意の写像 f : S −→ Z に対して線型写像 u : K⊕S −→ Z が一意的に存在して，
図式 3.4を可換にする：

S ∀Z

K⊕S

f

ι
∃!u

図 3.4: 自由ベクトル空間の普遍性

証明 写像

u : K⊕S −→ Z,

n∑
i=1

λiδxi 7−→
n∑
i=1

λif(xi)

は右辺が有限和なので well-definedであり，∀x ∈ S に対して u
(
ι(x)

)
= f(x) を充たす．

*6 これは集合論の記法である：ある集合 Λ から集合 A への写像 a : Λ −→ A のことを Λ によって添字づけられた A の元の族と呼
び，∀λ ∈ Λ に対して a(λ) ∈ A のことを aλ と書き，a : Λ −→ A 自身のことを (aλ)λ∈Λ と書くのである．なお，

{
aλ

}
λ∈Λ

と書いたときは A の部分集合
{
a(λ)

∣∣ λ ∈ Λ
}
⊂ A のことを意味する．

*7 というのも，このように書けば ∀y ∈ S に対して

f(y) =
n∑

i=1

λiδxi (y) =

{
f(xi), y = xi

0, otherwise

が言えるので．特に，この式の中辺は K の元の有限和なので意味を持つ．
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別の線型写像 g : K⊕S −→ Z が g ◦ ι = f を充たすとする．このとき ∀x ∈ S に対して g(δx) = f(x) であ
るから，∀v =

∑n
i=1 λiδxi

∈ K⊕S に対して

g(v) = g

(
n∑
i=1

λiδxi

)
=

n∑
i=1

λig(δxi
) =

n∑
i=1

λif(xi) = u(v)

が言える．よって g = u である． �

さて，自由加群の普遍性の図式とテンソル積の普遍性の図式はとても似ているので，V ⊗W ∈ Ob(VecK)

の候補として K⊕(V×W ) を考えてみる．しかしそのままでは ι : V ×W −→ K⊕(V×W ) が双線型写像になっ
てくれる保証はない．そこで，

ι(λv, w) ∼ λι(v, w),
ι(v, λw) ∼ λι(v, w),

ι(v1 + v2, w) ∼ ι(v1, w) + ι(v2, w),

ι(v, w1 + w2) ∼ ι(v, w1) + ι(v, w2)

を充たすような上手い同値関係による商ベクトル空間を構成する．

命題 3.10: テンソル積

K⊕(V×W ) の部分集合

S1 :=
{
ι(λv, w)− λι(v, w)

∣∣ ∀v ∈ V, ∀w ∈W, ∀λ ∈ K
}
,

S2 :=
{
ι(v, λw)− λι(v, w)

∣∣ ∀v ∈ V, ∀w ∈W, ∀λ ∈ K
}
,

S3 :=
{
ι(v1 + v2, w)− ι(v1, w)− ι(v2, w)

∣∣ ∀v1, ∀v2 ∈ V, ∀w ∈W, ∀λ ∈ K
}
,

S4 :=
{
ι(v, w1 + w2)− ι(v, w1)− ι(v, w2)

∣∣ ∀v ∈ V, ∀w1, w2 ∈W, ∀λ ∈ K
}

の和集合 S1 ∪ S2 ∪ S3 ∪ S4 が生成する K ベクトル空間aを R と書き，商ベクトル空間 K⊕(V×W )/R
の商写像を

π : K⊕(V×W ) −→ K⊕(V×W )/R,
n∑
i=1

λiι(vi, wi) 7−→

(
n∑
i=1

λiι(vi, wi)

)
+R

と書き，v⊗w := π
(
ι(v, w)

)
とおく．このとき，

• K ベクトル空間 K⊕(V ×W )/R
• 写像 Φ = π ◦ ι : V ×W −→ K⊕(V ×W )/R, (v, w) 7−→ v ⊗ w

の組は V, W のテンソル積である．

a これらの元の形式的な K 係数線型結合全体が成すベクトル空間のこと．
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証明 まず，Φ が双線型写像であることを示す．商ベクトル空間の和とスカラー乗法の定義から

Φ(λv, w) = ι(v, w) +R =
(
λι(v, w) + ι(λv, w)− λι(v, w)

)
+R

= λι(v, w) +R = λ
(
ι(v, w) +R

)
= λΦ(v, w)

Φ(v1 + v2, w) = ι(v1 + v2, w) +R =
(
ι(v1, w) + ι(v2, w) + ι(v1 + v2, w)− ι(v1, w)− ι(v2, w)

)
+R

=
(
ι(v1, w) + ι(v2, w)

)
+R =

(
ι(v1, w) +R

)
+
(
ι(v2, w) +R

)
= Φ(v1, w) + Φ(v2, w)

が言える．第 2引数に関しても同様であり，Φ は双線型写像である．
次に，上述の構成がテンソル積の普遍性を充たすことを示す．∀Z ∈ Ob(VecK) と任意の双線型写像

f : V ×W −→ Z を与える．自由ベクトル空間の普遍性から VecK の可換図式

V ×W ∀Z

K⊕(V×W )

f

ι
∃!f

が存在する．f が双線型なので，

f
(
ι(λv, w)

)
= f(λv, w) = λf(v, w)

= λf
(
ι(v, w)

)
= f

(
λι(v, w)

)
,

f
(
ι(v1 + v2, w)

)
= f(v1 + v2, w) = f(v1, w) + f(v2, w)

= f
(
ι(v1, w)

)
+ f

(
ι(v2, w)

)
= f

(
ι(v1, w) + ι(v2, w)

)
が成り立つ．第 2引数についても同様なので，R ⊂ Ker f である．よって準同型定理からVecK の可換図式

V ×W ∀Z

K⊕(V×W )

K⊕(V×W )/R

f

ι

π

∃!f

∃!u

が存在する．この図式の外周部はテンソル積の普遍性の図式である． �

命題 3.11: テンソル積の基底

V, W をそれぞれ n, m 次元の体 K 上のベクトル空間とし， V, W の基底をそれぞれ
{e1, . . . , en}, {f1, . . . , fm} と書く．このとき，集合

E :=
{
ei ⊗ fj

∣∣ 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m}
は V ⊗W の基底である．従って dimV ⊗W = nm である．
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証明 テンソル積の構成から，∀t ∈ V ⊗W は有限個の (vi, wi) ∈ V ×W (i = 1, . . . l) を使って

t =

(
l∑
i=1

tiι(vi, wi)

)
=

l∑
i=1

tivi ⊗ wi

と書ける．vi = vi
µeµ, wi = wi

µfµ のように展開することで，

t =

l∑
i=1

ti(vi
µeµ)⊗ (wi

νfν)

=

l∑
i=1

tivi
µwi

νeµ ⊗ fν

と書ける．ただし添字 µ, ν に関しては Einsteinの規約を適用した．従って E は V ⊗W を生成する．
E の元が線型独立であることを示す．

tµνeµ ⊗ eν = 0

を仮定する．{eµ}, {fµ} の双対基底をそれぞれ {εµ}, {ην} と書き，全ての添字の組み合わせ (µ, ν) ∈
{1, . . . , n} × {1, . . . , m} に対して双線型写像

τµν : V ×W −→ R, (v, w) 7−→ εµ(v)ην(w)

を定める．τµν は双線型なのでテンソル積の普遍性から VecK の可換図式

V ×W R

V ⊗W

π◦ι

τµν

∃!τµν

が存在する．このことは，

0 = τµν(tρσeρ ⊗ fσ)
= tρσ(τµν ◦ π ◦ ι)(eρ, fσ)
= tρστµν(eρ, fσ) = tµν

を意味する．従って E の元は線型独立である． �

これでもまだ直接の計算には向かない．より具体的な構成を探そう．
任意の K-ベクトル空間*8 V1, . . . , Vn, W ∈ Ob(VecK) に対して，集合

L(V1, . . . , Vn; W ) :=
{
F : V1 × · · · × Vn −→W

∣∣ F は多重線型写像}
を考える．L(V1, . . . , Vn; W ) の上の加法とスカラー乗法を ∀vi ∈ Vi, ∀λ ∈ K に対して

(F +G)(v1, . . . , vn) := F (v1, . . . , vn) +G(v1, . . . , vn),

(λF )(v1, . . . , vn) := λ
(
F (v1, . . . , vn)

)

*8 有限次元でなくても良い．
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と定義すると L(V1, . . . , Vn; W ) は K ベクトル空間になる．特に，Hom の定義から K-ベクトル空間の等式
として

L(V ; W ) = HomK (V, W )

が成り立つ．テンソル積の普遍性はこの等式を多重線型写像について次の意味で一般化する：

命題 3.12: 多重線型写像とテンソル積

任意の K-ベクトル空間 V1, . . . , Vn, W ∈ Ob(VecK) に対して，K-ベクトル空間として

L(V1, . . . , Vn; W ) ∼= HomK (V1 ⊗ · · · ⊗ Vn, W )

が成り立つ．

証明 テンソル積の普遍性から，K-線型写像

α : HomK (V1 ⊗ · · · ⊗ Vn, W ) −→ L(V1, . . . , Vn; W ), f 7−→ f ◦ Φ

は全単射，i.e. K-ベクトル空間の同型写像である． �

∀ωi ∈ V ∗
i に対して，ω1 ⊗ · · · ⊗ ωn と書かれる L(V1, . . . , Vn; K) の元を

ω1 ⊗ · · · ⊗ ωn : V1 × · · · × Vn −→ K, (v1, . . . , vn) 7−→
n∏
i=1

ωi(vi)

によって定義する．ただし右辺の総積記号は K の積についてとる．

命題 3.13:

有限次元 K-ベクトル空間 V, W（dimV =: n, dimW =: m）の基底をそれぞれ {eµ}, {fν} と書き，
その双対基底をそれぞれ {εµ}, {ηµ} と書く．このとき，集合

B :=
{
εµ ⊗ ην

∣∣ 1 ≤ µ ≤ n, 1 ≤ ν ≤ m}
は L(V, W ; K) の基底である．従って dimL(V, W ; K) = nm である．

証明 ∀F ∈ L(V, W ; K) を 1つとり，全ての添字の組み合わせ (µ, ν) に対して

Fµν := F (eµ, fν)

とおく．∀(v, w) ∈ V ×W を v = vµeµ, w = wνfν と展開すると，

Fµνε
µ ⊗ ην(v, w) = Fµνε

µ(v)ην(w)

= Fµνv
µwν

が成り立つ．一方，双線型性から

F (v, w) = vµwνF (eµ, fν) = Fµνv
µwν

も成り立つので F = Fµνε
µ ⊗ ην が言えた．i.e. 集合 B は L(V, W ; K) を生成する．
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次に，B の元が線型独立であることを示す．

Fµνε
µ ⊗ ην = 0

を仮定する．全ての添字の組み合わせについて，(eµ, fν) に左辺を作用させることで，Fµν = 0 が従う．i.e.
B の元は互いに線型独立である． �

命題 3.14: テンソル積の構成その 2

任意の有限次元 K-ベクトル空間 V, W に対して

L(V, W ; K) ∼= V ∗ ⊗W ∗

!
命題 3.12より，これは

L(V, W ; K) ∼= HomK (V ⊗W, K) = (V ⊗W )∗ ∼= V ∗ ⊗W ∗

を意味する．

証明 写像

Φ: V ∗ ×W ∗ −→ L(V, W ; K),

(ω, η) 7−→
(
(v, w) 7−→ ω(v)η(w)

)
は双線型写像なのでテンソル積の普遍性から VecK の可換図式

V ∗ ×W ∗ L(V, W ; , K)

V ∗ ⊗W ∗

π◦ι

Φ

∃!Φ

が存在する．V, W（dimV = n, dimW = m）の基底をそれぞれ {eµ}, {fν} と書き，その双対基底をそれぞ
れ {εµ}, {ηµ} と書く．命題 3.11より V ∗ ⊗W ∗ の基底として

E :=
{
εµ ⊗ ην

∣∣ 1 ≤ µ ≤ n, 1 ≤ ν ≤ m}
がとれ，命題 3.13より L(V, W ; K) の基底として

B :=
{
εµ ⊗ ην

∣∣ 1 ≤ µ ≤ n, 1 ≤ ν ≤ m}
がとれる（記号が同じだが，違う定義である）．このとき，∀(v, w) ∈ V ×W に対して

Φ(εµ ⊗ ην)(v, w) = Φ ◦ π ◦ ι(εµ, ην)(v, w) = Φ(εµ, ην)(v, w) = εµ(v)ην(w) = εµ ⊗ ην(v, w)

が成り立つ（ただし，左辺の ⊗ は命題 3.10，右辺は命題 3.13で定義したものである）ので，Φ は E の元と
B の元の 1対 1対応を与える．i.e. 同型写像である． �

命題 3.15: テンソル積と Hom の同型

任意の有限次元 K-ベクトル空間 V, W に対して

HomK (V, W ) ∼= V ∗ ⊗W
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証明 写像

Φ: V ∗ ×W −→ HomK (V, W ),

(ω, w) 7−→
(
v 7−→ ω(v)w

)
は双線型なので，テンソル積の普遍性から VecK の可換図式

V ∗ ×W HomK (V, W )

V ∗ ⊗W

π◦ι

Φ

∃!Φ

が存在する．V, W（dimV = n, dimW = m）の基底をそれぞれ {eµ}, {fν} と書き，その双対基底をそれぞ
れ {εµ}, {ηµ} と書く．命題 3.11より V ∗ ⊗W の基底として

E :=
{
εµ ⊗ fν

∣∣ 1 ≤ µ ≤ n, 1 ≤ ν ≤ m}
がとれる．一方，∀ω ∈ V ∗, ∀w ∈W に対して

ω ⊗ w := Φ(ω, w) : V −→W, v 7−→ ω(v)w (3.1.2)

とおくと HomK (V, W ) の基底として

B :=
{
εµ ⊗ fν

∣∣ 1 ≤ µ ≤ n, 1 ≤ ν ≤ m}
がとれる*9（記号が同じだが，E とは違う定義である）．このとき，∀v ∈ V に対して

Φ(εµ ⊗ fν)(v) = Φ ◦ π ◦ ι(εµ, fν)(v) = Φ(εµ, fν)(v) = εµ(v)fν = εµ ⊗ fν(v)

が成り立つ（ただし，左辺の ⊗ は命題 3.10，右辺は (3.1.2)で定義したものである）ので，Φ は E の元と B
の元の 1対 1対応を与える．i.e. 同型写像である． �

系 3.1:

任意の有限次元 K-ベクトル空間 V1, . . . , Vn, W に対して

L(V1, . . . , Vn; W ) ∼= V ∗
1 ⊗ · · · ⊗ V ∗

n ⊗W

*9 ∀F ∈ HomK (V, W ) をとる．Fµ
ν := ην

(
F (eµ)

)
とおく．このとき ∀v = vµeµ ∈ V に対して

Fµ
νεµ ⊗ fν(v) = Fµ

νεµ(v)fν = Fµ
νvµfν

一方で，線形性および双対基底の定義から

F (v) = vµF (eµ) = vµην
(
F (eµ)

)
fν = vµFµ

νfν

が成り立つので F = Fµ
νεµ ⊗ fν が言えた．i.e. B は HomK (V, W ) を生成する．

次に，B の元が線型独立であることを示す．

Fµ
νεµ ⊗ fν = 0

を仮定する．1 ≤ ∀µ ≤ dimV について右辺を eµ に作用させることで Fµ
νfν = 0 が従うが，fν の線型独立性から Fµ

ν = 0

である．
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証明 命題 3.12および命題 3.14, 3.15から

L(V1, . . . , Vn; W ) ∼= HomK (V1 ⊗ · · · ⊗ Vn, W )

∼= (V1 ⊗ · · · ⊗ Vn)∗ ⊗W
∼= V ∗

1 ⊗ · · · ⊗ V ∗
n ⊗W

を得る． �

系 3.2: Tensor-Hom adjunction

任意の有限次元 K-ベクトル空間 V, W, Z に対して，

HomK (V ⊗W, Z) ∼= HomK
(
V, HomK (W, Z)

)
証明 命題 3.14, 3.15およびテンソル積の結合則より

HomK (V ⊗W, Z) ∼= (V ⊗W )∗ ⊗ Z
∼= V ∗ ⊗W ∗ ⊗ Z
∼= V ∗ ⊗ (W ∗ ⊗ Z)
∼= V ∗ ⊗HomK (W, Z)

∼= HomK
(
V, HomK (W, Z)

)
�

3.1.4 多元環

公理 3.2: 体上の多元環

K を体とする．K 上のベクトル空間 V ∈ VecK の上に，加法とスカラー乗法の他にもう 1つの 2項
演算

∗ : V × V → V, (v, w) 7→ v ∗ w

を与える．
このとき，V が K 上の多元環 (algebra) aであるとは，以下の 2条件が充たされていることを言う：

• 組
(
V, +, ·

)
が環

• ∀λ ∈ K, ∀v, w ∈ V に対して

λv · w = (λv) · w = v · (λw)

a 代数と訳されることもある．
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定義 3.4: C∞(M) 上の演算

C∞(M) 上の和，積，スカラー乗法を以下のように定義すると，C∞(M) は R 上の多元環になる：
∀f, g ∈ C∞(M), ∀λ ∈ R および ∀p ∈M に対して

(f + g)(p) := f(p) + g(p)

(f · g)(p) := f(p)g(p)

(λf)(p) := λf(p)

証明 多元環の公理 3.2を充していることを確認する．C∞(M) が和とスカラー乗法に関して R 上のベクトル
空間であること，および和と積に関して環であることは明らかである．積に関しては，R が可換体であること
から ∀f, g ∈ C∞(M), ∀λ ∈ R に対して(

λ(f · g)
)
(p) = λ

(
(f · g)(p)

)
= λf(p)g(p)

=
(
λf(p)

)
g(p) =

(
(λf) · g

)
(p)

= f(p)
(
λg(p)

)
=
(
f · (λg)

)
(p)

であるから示された． �

3.2 接空間

n 次元実数ベクトル，すなわち n 個の実数の組 v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn の幾何学的な解釈とは，方向 v/|v|
を向いた長さ |v| の「矢印」のことであり，「矢印」の始点はどこでも良かった．逆に始点がどこでも良いとい
うことは，Euclid空間 Rn の各点 p ∈ Rn の上に「矢印」全体がなすベクトル空間 Rn が棲んでいると捉えて
も良い．この意味で，点 p ∈ Rn における幾何学的接空間を Rn

p := {p} × Rn と書く．
接ベクトルを幾何学的接空間の元として捉える描像においては，例えば Sn−1 の点 p ∈ Sn−1 における幾何

学的接空間とは Rnp の部分ベクトル空間 {
v ∈ Rnp

∣∣ v · p = 0
}

のこと*10であり，直観的にも分かりやすい．しかし，全ての C∞ 多様体 M が Euclid空間の部分空間として
実現されているわけではない．C∞ 多様体の定義のみが与えられたときに使える情報は，C∞ 関数と C∞ 写
像と C∞ チャートだけなので，接空間の定義を修正する必要がある．方針としては，例えば次の 2つが考え
られる：

• 幾何学的接空間の元に，C∞ 関数の方向微分としての役割を与える．
• C∞ 曲線の速度ベクトルを考える．

まずは 1つ目の方法を考えよう．

*10 · は Euclid内積とする．
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Rn の場合，v ∈ Rnp による，点 p における f ∈ C∞(Rn) の方向微分とは

D̂v|pf :=
d

dt
f(p+ tv)

∣∣∣∣
t=0

(3.2.1)

で定義される写像 D̂v|p : C∞(M) −→ R のことである．D̂v|p は Leibniz則

D̂v|p(fg) = f(p) D̂v|pg + g(p) D̂v|pf

を充し，Rn の標準的な基底 {ei} を使って v = vµeµ と展開したときには，デカルト座標
(
Rn, (xµ)

)
にお

いて

D̂v|pf = vµ
∂f

∂xµ
(p) =

(
vµ

∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

)
f

と書ける．つまり，∀v ∈ Rnp に対して，方向微分 D̂v|p は { ∂/∂xµ |p }µ=1, ..., n を基底として展開できる．
従って，v と D̂v|p を同一視すると Rnp のベクトル空間の構造も反映してくれそうである．
以上の構成を念頭に置いて，まず Rn の接空間を構成する．

3.2.1 Rn の接空間

写像 w : C∞(Rn) −→ R が点 p ∈ Rn における微分であるとは，

• w は R 線型写像*11

• ∀f, g ∈ C∞(Rn) に対して Leibnitz則を充たす：

w(fg) = f(p)w(g) + g(p)w(f)

ことを言う．点 p における微分全体がなす集合を TpRn とおいて，TpRn の上の和とスカラー乗法を

(w1 + w2)(f) := w1(f) + w2(f)

(λw)(f) := λw(f)

と定義することで TpRn は実ベクトル空間になる*12．

補題 3.2:

∀p ∈ Rn を与え，∀w ∈ TpRn および ∀f, g ∈ C∞(Rn) をとる．

(1) f が定数写像ならば w(f) = 0

(2) f(p) = g(p) = 0 ならば w(fg) = 0

証明 (1) f1 : Rn −→ R, y 7−→ 1 に対して

w(f1) = w(f1f1) = f1(p)w(f1) + f1(p)w(f1) = 2w(f1)

なので w(f1) = 0 が言えた．一般の λ ∈ R を返す定数写像 f については，w が線型写像であることか
ら w(f) = w(λf1) = λw(f1) = 0 となって従う．

*11 定義 3.4により C∞(Rn) は多元環になる．
*12 R が体なのでほぼ自明である．
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(2) w の Leibniz則より明らか．
�

命題 3.16: Rnp と TpRn

∀p ∈ Rn を 1つ与える．

(1) ∀v ∈ Rnp に対して (3.2.1)で定義された方向微分は D̂v|p ∈ TpRn を充たす．
(2) 写像 D|p : Rnp −→ TpRn, v 7−→ D̂v|p はベクトル空間の同型写像である．

証明 (1) D̂v|p の線形性および Leibniz則から明らか．
(2) ∀f ∈ C∞(Rn) を 1つとる．線形性は明らかである．

(単射性) ∀v ∈ KerD|p を 1つとる．このとき D|p(v) = 0 が成り立つ．このとき Rn の標準的な基
底 {eµ} によって v = vµeµ と展開すると，デカルト座標

(
Rn, (xµ)

)
において

D|p(v)(f) = vµ
∂f

∂xµ
(p) = 0

が成り立つ．ここで f として xν ∈ C∞(Rn) を選ぶと

vµδνµ = vν = 0

がわかるので，v = 0 である．i.e. KerD|p = {0} であり，D|p は単射である．
(全射性) ∀w ∈ TpRn を 1 つとる．f は C∞ 級なので，∀x ∈ Rn に対して ε(x) := x − p とおくと

Taylorの定理より

f(x) = f(p) +
∂f

∂xµ
(p) εµ(x) + εµ(x)εν(x)

∫ 1

0

dt
∂2f

∂xµ∂xν
(x+ tε)

が成り立つ．第 3項は x = p において 0 になる関数 2つの C∞ 関数 εµ(x), εν(x) の積だから，補
題 3.2-(2)より w を作用させると消える．従って補題 3.2-(1) および w の線型性から

w(f) = w
(
f(p)

)
+ w

(
∂f

∂xµ
(p) εµ

)
=

∂f

∂xµ
(p)w(εµ)

=
∂f

∂xµ
(p)
(
w(xµ)− w(pµ)

)
= w(xµ)

∂f

∂xµ
(p)

= D̂|p
(
w(xµ)eµ

)
(f)

がわかる．i.e. w = D̂|p
(
w(xµ)eµ

)
∈ Im D̂|p である．

�
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系 3.3: TxRn の自然基底

µ = 1, . . . , n に対して

∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

: C∞(Rn) −→ R, f 7−→ ∂f

∂xµ
(p)

によって定義される線型写像の組

∂

∂x1

∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂xn

∣∣∣∣
p

は TpRn の基底をなす．

3.2.2 C∞ 多様体の接空間

Rn における構成を一般化する．

定義 3.5: 接空間

M を C∞ 多様体とし，任意の点 p ∈M を一つとる．写像

v : C∞(M) −→ R

が ∀f, g ∈ C∞(M) と ∀λ ∈ R に対して以下の 2条件を充たすとき，v は M の点 p における接ベク
トル (tangent vector)と呼ばれる：

(線形性)

v(f + g) = v(f) + v(g),

v(λf) = λv(f)

(Leibnitz則)

v(fg) = v(f) g(p) + f(p) v(g)

M の点 p における接ベクトル全体がなす集合を TpM と書き，M の点 p における接空間 (tangent
space) と呼ぶ．

定義 3.6: 接空間の演算

∀v, w ∈ TpM に以下のようにして和とスカラー乗法を定義することで，TpM はベクトル空間になる：

(1) (v + w)(f) := v(f) + w(f)

(2) (λv)(f) := λv(f)

ただし，f ∈ C∞(M) は任意とする．

証明 ベクトル空間の公理 3.1を充していることを確認すればよい．
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(V1) 自明
(V2) 自明
(V3) 0 = 0 ∈ TpM（恒等的に 0 を返す写像）とすればよい．
(V4) ∀f ∈ C∞(M), (−v)(f) = −v(f) とすればよい．
(V5) λ(u+ v)(f) = λ(u(f) + v(f)) = λu(f) + λv(f) = (λu)(f) + (λv)(f).

(V6)
(
(λ+ µ)u

)
(f) = (λ+ µ)u(f) = λu(f) + µu(f) = (λu)(f) + (µu)(f) = (λu+ µu)(f).

(V7)
(
(λµ)u

)
(f) = (λµ)u(f) = λ(µu(f)) = λ

(
(µu)(f)

)
.

(V8) (1u)(f) = 1u(f) = u(f).

�

補題 3.3:

（境界なし/あり）C∞ 多様体 M を与える．∀p ∈M, ∀w ∈ TpM および ∀f, g ∈ C∞(Rn) をとる．

(1) f が定数写像ならば w(f) = 0

(2) f(p) = g(p) = 0 ならば w(fg) = 0

証明 (1) C∞ 関数 f1 : M −→ R, x 7−→ 1 に対して

w(f1) = w(f1f1) = f1(p)w(f1) + f1(p)w(f1) = 2w(f1)

なので w(f1) = 0 が言えた．一般の λ ∈ R を返す定数写像 f については，w が線型写像であることか
ら w(f) = w(λf1) = λw(f1) = 0 となって従う．

(2) w の Leibniz則より明らか．
�

接ベクトルの定義は局所的だが，それが作用する C∞(M) の定義域は M 全体であり，大域的である．読者
はこのことに疑問を感じるかもしれない．しかし，接ベクトルの C∞(M) への作用は 1点の開近傍上（しか
も，その開近傍は好きなように採れる！）のみで完全に決まる．

命題 3.17: 接ベクトルの局所性

（境界なし/あり）C∞ 多様体 M を与え，∀p ∈M と ∀v ∈ TpM を 1つとる．
f, g ∈ C∞(M) が p のある開近傍 p ∈ U ⊂M 上で一致するならば v(f) = v(g) である．

証明 補題 D.3 から，p の開近傍 p ∈ V ⊂ M であって V ⊂ U を充たすものの上では恒等的に 1 であり，
かつ M \ U において 0 になる C∞ 関数 b̃ が存在する．このとき (f − g)b̃ = 0 ∈ C∞(M) である．従って
Leibniz則から

0 = v
(
(f − g)b̃

)
= v(f − g)b̃(p) + (f − g)(p)v(b̃) = v(f − g) = v(f)− v(g)

とわかる．i.e. v(f) = v(g) である． �
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3.3 C∞ 写像の微分

定義 3.7: C∞ 写像の微分

（境界なし/あり）C∞ 多様体 M, N とそれらの間の C∞ 写像

F : M −→ N

を与える．点 p ∈M における F の微分 (differential of f at p) とは，接空間の間の線型写像

TpF : TpM −→ TF (p)N

v 7−→
(
f 7−→ v(f ◦ F )

)
のこと．

証明 命題 2.4-(3) より f ◦ F ∈ C∞(M) なので TpF は well-definedである．TpF の線形性を確認する．実
際，接空間上の加法とスカラー倍の定義から ∀v, w ∈ TpM, ∀λ ∈ R および ∀f ∈ C∞(N) に対して

TpF (v + w)(f) = (v + w)(f ◦ F )
= v(f ◦ F ) + w(f ◦ F )
= TpF (v)(f) + TpF (w)(f)

=
(
TpF (v) + TpF (w)

)
(f),

TpF (λv)(f) = (λv)(f ◦ F ) = λv(f ◦ F ) = λTpF (v)(f)

が成り立つ． �

命題 3.18: Tp の関手性

（境界なし/あり）C∞ 多様体 M N, P とそれらの間の C∞ 写像

F : M −→ N, G : N −→ P

を与える．このとき ∀p ∈M に対して以下が成り立つ：

(1) Tp(idM ) = idTpM

(2) Tp(G ◦ F ) = TF (p)G ◦ TpF
(3) F : M −→ N が微分同相写像ならば TpF : TpM −→ TF (p)N はベクトル空間の同型写像で
ある．

証明 ∀v ∈ TpM をとる．

(1) ∀f ∈ C∞(M) に対して

Tp(idM )(v)(f) = v(f ◦ idM ) = v(f)

が成り立つので Tp(idM )(v) = v，i.e. Tp(idM ) = idTpM が示された．
(2) ∀f ∈ C∞(P ) に対して

(TF (p)G ◦ TpF )(v)(f) = TpF (v)(f ◦G) = v(f ◦G ◦ F ) = Tp(G ◦ F )(v)(f)
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が成り立つ．
(3) F : M −→ N が微分同相写像ならば C∞ 写像 F−1 : N −→ M が存在して F−1 ◦ F = idM が成り立
つ．(1), (2) より

Tp(F
−1 ◦ F ) = TF (p)(F

−1) ◦ Tp(F )
= Tp(idM ) = idTpM ,

TF (p)(F ◦ F−1) = Tp(F ) ◦ TF (p)(F
−1)

= TF (p)(idN ) = idTF (p)N

がわかる．TF (p)(F
−1) は線型写像なので Tp(F ) は TF (p)(F

−1) を逆に持つベクトル空間の同型写像で
ある．

�

圏の言葉で整理すると，

• (M, p) ∈ Ob(Diff0) に対して，点 p における接空間 TpM ∈ Ob(VecR) を，
• F ∈ HomDiff0

(
(M, p), (N, q)

)
に対して*13，F の微分 TpF ∈ HomVecR (TpM, TqN) を

対応づける対応

Tp : Diff0 −→ VecR

は関手である（Diff0 は Diffb0 に置き換えても良い）．

3.3.1 接空間の性質

命題 3.19: 接空間の局所性

（境界なし/あり）C∞ 多様体 M と M の開集合 U ⊂ M を与える．U を【例 2.2.6】の方法で C∞

多様体と見做す．
このとき，∀p ∈ U における包含写像 ι : U ↪→ M の微分 Tpι : TpU −→ TpM はベクトル空間の同型
写像である．

! 以降では命題 3.19により，なんの断りもなく TpM と TpU を同一視する場合がある．

証明 (単射性) ∀v ∈ Ker(Tpι) をとる．このとき ∀f ∈ C∞(M) に対して Tpι(v)(f) = v(f ◦ ι) = 0 が成り
立つ．
p の開近傍 p ∈ V であって V ⊂ U を充たすものをとる．すると補題 D.3より，∀g ∈ C∞(U) に対し
て g̃ ∈ C∞(M) が存在して V 上至る所で g = g̃ が成り立つ．故に命題 3.17から

v(g) = v(g̃|U ) = v(g̃ ◦ ι) = Tpι(v)(g̃) = 0

が従う．i.e. Ker(Tpι) = {0} であり，Tpι は単射である．

*13 このように書いたときは q = F (p) が暗に仮定される．
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(全射性) ∀w ∈ TpM を 1つとる．補題 D.3を使って v ∈ TpU を

v : C∞(U) −→ R, g 7−→ w(g̃)

と定義すると，命題 3.17から ∀f ∈ C∞(M) に対して

Tpι(v)(f) = v(f ◦ ι) = w(f̃ |U ) = w(f)

が言える．
�

系 3.3から，境界の無い n 次元 C∞ 多様体の接空間の次元は n になることが予想される．実は，境界付き
C∞ 多様体の境界点における接空間も n 次元である．

命題 3.20: 接空間の次元

（境界なし/あり）n 次元 C∞ 多様体 M の ∀p ∈M における接空間は n 次元である．

証明 ∀p ∈M を 1つとり，p を含む任意の C∞ チャート (U, ϕ) をとる．

(境界がない場合) ϕ : U −→ Rn は微分同相写像なので，命題 3.18-(3) より Tpϕ : TpU −→ Tϕ(p)
(
ϕ(U)

)
は

同型写像である．その上命題 3.19 より TpU ∼= TpM, Tϕ(p)
(
ϕ(U)

) ∼= Tϕ(p)Rn なので，系 3.3 から
dimTpM = dimTϕ(p)Rn = n だとわかる．

(境界付きの場合)

補題 3.4:

包含写像 ι : Hn ↪→ Rn を考える．∀p ∈ ∂Hn に対して Tpι : TpHn −→ TpRn は同型写像で
ある．

証明 ∀v ∈ KerTpι をとる．∀f ∈ C∞(Hn) に対して，補題 D.3を使って定義域を Rn に拡張した C∞

関数を f̃ ∈ C∞(Rn) と書く．すると

v(f) = v(f̃ ◦ ι) = Tpι(v)(f̃) = 0

が従う．i.e. KerTpι = {0} であり，Tpι は単射である．
次に Tpι の全射性を示す．∀w ∈ TpRn をとる．写像

v : C∞(Hn) −→ R, f 7−→ w(f̃)

を定義する．系 3.3により w = wµ ∂/∂xµ |p と書けるが，これは ∀f ∈ C∞(Hn) に対して

v(f) = wµ
∂f̃

∂xµ
(p)

を意味する．f の C∞ 性から ∂f̃
/
∂xµ (p) の値は Hn 側のみによって決まるので v の定義は f の定

義域の拡張の仕方によらない．以上の考察から v は well-defined で，v ∈ TpHn だとわかる．従って
∀g ∈ C∞(Rn) に対して

Tpι(v)(g) = v(g ◦ ι) = w(g̃|Hn) = w(g)
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が言える．i.e. w ∈ ImTpι である． �

　 p ∈ IntM ならば，命題 3.19より Tp(IntM) ∼= TpM である．IntM は境界が空の n 次元 C∞ 多
様体なので dimTpM = n が従う．
　 p ∈ ∂M とする．(U, ϕ) を p を含む境界チャートとする．命題 3.18-(3) より TpU ∼= Tϕ(p)

(
ϕ(U)

)
が，命題 3.19より TpM ∼= TpU, Tϕ(p)

(
ϕ(U)

) ∼= Tϕ(p)Hn が従う．補題 3.4より Tϕ(p)Hn ∼= Tϕ(p)Rn

であるから，TpM ∼= Tϕ(p)Rn がわかる．よって dimTpM = n である．

�

命題 3.21: 積多様体の接空間

M, N を境界を持たない C∞ 多様体とし，π1 : M ×N −→ M, π2 : M ×N −→ N を第 i 成分への
射影とする．
このとき ∀(p, q) ∈M ×N に対して，写像

α : T(p, q)(M ×N) −→ TpM ⊕ TqN,
v 7−→

(
T(p, q)π1(v), T(p, q)π2(v)

)
はベクトル空間の同型写像である．

証明 直和ベクトル空間の定義から α は線型写像である．
C∞ 写像

ι1 : M −→M ×N, x 7−→ (x, q)

ι2 : N −→M ×N, y 7−→ (p, y)

を用いて線型写像

β : TpM ⊕ TqN −→ T(p, q)(M ×N), (v, w) 7−→ Tpι1(v) + Tqι2(w)

を定める．π1 ◦ ι1 = idM , π2 ◦ ι2 = idN であり，かつ π1 ◦ ι2, π2 ◦ ι1 は定数写像なので補題 3.3-(1) より微
分すると消える．従って ∀(v, w) ∈ TpM ⊕ TqN に対して

α ◦ β(v, w) = α
(
Tpι1(v) + Tqι2(w)

)
=
(
T(p, q)(π1 ◦ ι1)(v) + T(p, q)(π1 ◦ ι2)(w), T(p, q)(π2 ◦ ι1)(v) + T(p, q)(π2 ◦ ι2)(w)

)
= (v, w)

が言えて，α が全射だとわかる．dimT(p, q)(M ×N) = dim
(
TpM ⊕ TqN

)
なので α が同型写像であること

が示された． �

3.4 座標表示

これまでの議論は抽象的で，具体的な計算に向かない．そこで，チャートによる成分表示を求める
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3.4.1 接ベクトルの表示

（境界なし）n 次元 C∞ 多様体 M と，その C∞ チャート (U, ϕ) =
(
U, (xµ)

)
を与える．ϕ は微分同相写

像なので，命題 3.18-(3) より ϕ の点 p ∈ U における微分

Tpϕ : TpM −→ Tϕ(p)Rn (3.4.1)

は同型写像である*14．
系 3.3より，ベクトル空間 Tϕ(p)Rn の基底として

∂

∂x1

∣∣∣∣
ϕ(p)

, . . . ,
∂

∂xn

∣∣∣∣
ϕ(p)

をとることができる．これを (3.4.1)の同型写像を使って TpM に戻したものを TpM の自然基底と呼ぶ*15：

∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

:= (Tpϕ)
−1

(
∂

∂xµ

∣∣∣∣
ϕ(p)

)
= Tϕ(p)(ϕ

−1)

(
∂

∂xµ

∣∣∣∣
ϕ(p)

)
(3.4.2)

実際に勝手な f ∈ C∞(U) に作用させてみると，系 3.3より

∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

(f) = Tϕ(p)(ϕ
−1)

(
∂

∂xµ

∣∣∣∣
ϕ(p)

)
(f) =

∂

∂xµ

∣∣∣∣
ϕ(p)

(f ◦ ϕ−1) =
∂(f ◦ ϕ−1)

∂xµ
(
ϕ(p)

)
だとわかった．最右辺を座標 (xµ) を顕にして書くと

∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

(f) =
∂f(x1, . . . , xn)

∂xµ
(
p1, . . . , pn

)
と言うことである．ただし (p1, . . . , pn) := ϕ(p) =

(
x1(p), . . . , xn(p)

)
とおいた．

M が境界付きの場合でも，p ∈ IntM ならば何も変える必要はない．p ∈ ∂M の場合に限って同型 (3.4.1)
に登場する Rn を Hn に置き換える必要があるが，補題 3.4の同型 Tϕ(p)Hn ∼= Tϕ(p)Rn を挟んでいると思っ
て同じ ∂/∂xµ |ϕ(p) の記号を使う．この場合，(3.4.2)の第 µ < n 成分は境界なしの場合と全く同じだが，n
成分

∂

∂xn

∣∣∣∣
p

だけは片側偏微分係数と解釈すべきである．

*14 命題 3.19によって TpU と TpM，Tϕ(p)

(
ϕ(U)

)
と Tϕ(p)Rn を同一視した．

*15 命題 3.18-(3) を使っている．
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命題 3.22: 自然基底

（境界なし/あり）n次元 C∞ 多様体 M の各点 p ∈M において，接空間 TpM は n 次元ベクトル空間
である．p を含む任意の C∞ チャート (U, ϕ) =

(
U, (xµ)

)
に対して，(3.4.2)で定義される自然基底

∂

∂x1

∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂xn

∣∣∣∣
p

が TpM の基底となる．

3.4.2 微分の座標表示

（境界なし/あり）m 次元 C∞ 多様体 M，n 次元 C∞ 多様体 N，および C∞ 写像

F : M −→ N

を与える．F の点 p ∈M における微分は

TpF : TpM −→ TF (p)N,

v 7−→
(
f 7−→ v(f ◦ F )

)
と定義された．M の C∞ チャート (U, ϕ) =

(
U, (xµ)

)
と N の C∞ チャート (V, ψ) =

(
V, (yµ)

)
によって

TpF を座標表示してみよう．そのためには自然基底の行き先を調べれば良い．
手始めに，Euclid 空間の開集合 M ⊂ Rm, N ⊂ Rn の場合を考える．チャートを

(
U, (xµ)

)
=

(M, idM ),
(
V, (yµ)

)
= (N, idN ) として

F (x1, . . . , xm) =

F
1(x1, . . . , xm)

...
Fn(x1, . . . , xm)


と書くと，∀f ∈ C∞(N) に対して

TpF

(
∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

)
(f) =

∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

(f ◦ F )

=
∂f

∂yν
(
F (p)

)∂F ν
∂xµ

(p)

=

(
∂F ν

∂xµ
(p)

∂

∂yν

∣∣∣∣
F (p)

)
(f)

が成り立つ．i.e.

TpF

(
∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

)
=
∂F ν

∂xµ
(p)

∂

∂yν

∣∣∣∣
F (p)

(3.4.3)

である．
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次に一般の M, N を考える．F̂ := ψ ◦ F ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ F−1(V )) −→ ψ(V ) の実態は m 変数の Rn 値関
数なので，(x1, . . . , xm) ∈ ϕ

(
U ∩ F−1(V )

)
に対して

F̂ (x1, . . . , xm) =

F̂
1(x1, . . . , xm)

...
F̂n(x1, . . . , xm)


とおく．

TpM TF (p)N

Tϕ(p)Rm Tψ(F (p))Rn

TpF

Tpϕ TF (p)ψ

Tϕ(p)(F̂ )

の構造*16を意識して辛抱強く計算すると

TpF

(
∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

)
= TpF

(
(Tpϕ)

−1

(
∂

∂xµ

∣∣∣∣
ϕ(p)

))
(3.4.4)

= TpF ◦ Tϕ(p)(ϕ−1)

(
∂

∂xµ

∣∣∣∣
ϕ(p)

)

= Tϕ(p)(F ◦ ϕ−1)

(
∂

∂xµ

∣∣∣∣
ϕ(p)

)

= Tψ(F (p))(ψ
−1)

(
Tϕ(p)F̂

(
∂

∂xµ

∣∣∣∣
ϕ(p)

))

= Tψ(F (p))(ψ
−1)

(
∂F̂ ν

∂xµ
(
ϕ(p)

) ∂

∂yν

∣∣∣∣
F̂ (ϕ(p))

)

=
∂F̂ ν

∂xµ
(
ϕ(p)

) ∂

∂yµ

∣∣∣∣
F (p)

とわかる．ただし最後の 2つの等号に (3.4.3)を使った．
この結果は味わい深い．∀v = vµ ∂/∂xµ |p ∈ TpM への TpF の作用が

TpF

(
vµ

∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

)
=
∂F̂ ν

∂xµ
(
ϕ(p)

)
vµ

∂

∂yν

∣∣∣∣
F (p)

となると言うことなので，行列表示すると

TpF


v

1

...
vn


 =


∂F̂ 1

∂x1 (ϕ(p)) · · · ∂F̂ 1

∂xn (ϕ(p))
...

. . .
...

∂F̂m

∂x1 (ϕ(p)) · · · ∂F̂m

∂xn (ϕ(p))


v

1

...
vn


のように Jacobi行列が出現する！

*16 赤色をつけた部分に座標表示が棲んでいる．
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3.4.3 座標変換の座標表示

C∞ 多様体 M の 2つの C∞ チャート (U, ϕ) =
(
U, (xµ)

)
, (V, ψ) =

(
V, (x′µ)

)
をとる．座標変換とは，

微分同相写像

ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) −→ ψ(U ∩ V ),x
1

...
xn

 7−→
x

′1(x1, . . . , xn)
...

x′n(x1, . . . , xn)


のことであった．このとき，点 p ∈ U ∩ V における自然基底 ∂/∂xµ |p と ∂/∂x′µ |p はどのような関係にあ
るのだろうか？ 命題 3.18から，点 ϕ(p) ∈ ϕ(U ∩ V ) における座標変換の微分は同型写像

Tϕ(p)(ψ ◦ ϕ−1) : TpRn −→ TpRn

になる．これは TpRn の自然基底に

Tϕ(p)(ψ ◦ ϕ−1)

(
∂

∂xµ

∣∣∣∣
ϕ(p)

)
=
∂x′ν

∂xµ
(
ϕ(p)

) ∂

∂x′ν

∣∣∣∣
ψ(p)

なる変換を引き起こす．従って

∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

= Tϕ(p)(ϕ
−1)

(
∂

∂xµ

∣∣∣∣
ϕ(p)

)

= Tϕ(p)(ψ
−1) ◦ Tϕ(p)(ψ ◦ ϕ−1)

(
∂

∂xµ

∣∣∣∣
ϕ(p)

)

=
∂x′ν

∂xµ
(
ϕ(p)

) ∂

∂x′ν

∣∣∣∣
p

(3.4.5)

だとわかる．
この TpM における基底の取り替えによって，接ベクトル v = vµ ∂/∂xµ |p = v′µ ∂/∂x′µ |p ∈ TpM の

成分は

v′ν =
∂x′ν

∂xµ
(ϕ(p)) vµ

なる変換を受ける．つまり，一般相対論で反変ベクトルと呼ばれるものは，時空と言う 4次元 C∞ 多様体 M

の上の 1点 p ∈M における接ベクトルのことに他ならない．

3.4.4 曲線の速度ベクトルとしての接ベクトル

R の開区間から C∞ 多様体 M への C∞ 写像のことを M の C∞ 曲線と呼ぶ．
C∞ 曲線

γ : (a, b)→M
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がある時刻 t0 ∈ (a, b) において点 p = γ(t0) ∈ M を通るとする．このとき，曲線 γ の点 p における速度ベ
クトル γ̇(t0) ∈ TpM が次のように定義される：

γ̇(t0) := Tt0γ

(
d

dt

∣∣∣∣
t0

)
ここに，d/dt |t0 は 1 次元 C∞ 多様体 (a, b) の点 t0 における接空間の自然基底である．速度ベクトルは
∀f ∈ C∞(M) に対して

γ̇(t0)(f) = Tt0γ

(
d

dt

∣∣∣∣
t0

)
(f) =

d

dt

∣∣∣∣
t0

(f ◦ γ) = d(f ◦ γ)
dt

(t0)

と作用する．
点 p (= c(t0)) 周りのチャート (U, ϕ) =

(
U, (xµ)

)
をとると，公式 (3.4.4)により

γ̇(t0) =
dγµ

dt
(t0)

∂

∂xµ

∣∣∣∣
γ(t0)

(3.4.6)

である．ただし，

γ ◦ ϕ−1(t) =
(
γ1(t), . . . , γn(t)

)
とおいた．このことから，γ を任意にとることで，接空間 TpM の任意の元を速度ベクトルとして表示できそ
うな気がしてくる．

命題 3.23: 速度ベクトルの集合としての接空間

（境界なし/あり）n 次元 C∞ 多様体 M を与える．∀p ∈M を 1つとる．このとき，∀v ∈ TpM は何
かしらの C∞ 曲線の速度ベクトルである．

証明 まず p ∈ IntM とする．p を含む C∞ チャート (U, ϕ) =
(
U, (xµ)

)
をとり，v ∈ TpM を自然基底で

v = vµ ∂/∂xµ |p のように展開する．ここで十分小さい ε > 0 に対して C∞ 曲線 γ : (−ε, ε) −→M を

γ(t) := ϕ−1(tv1, . . . , tvn) (3.4.7)

によって定義すると，(3.4.6)により

γ̇(0) = vµ
∂

∂xµ

∣∣∣∣
γ(0)

= v

が成り立つ．
次に p ∈ ∂M とする．(U, ϕ) =

(
U, (xµ)

)
を C∞ 級の境界チャートとし，v ∈ TpM を自然基底で

v = vµ ∂/∂xµ |p のように展開する．このとき (3.4.7)の γ を使って

γ̃ :=


γ, vn = 0

γ|[0, ε), vn > 0

γ|(−ε, 0], vn < 0

と定義した C∞ 曲線 γ̃ は常に ϕ ◦ γ̃(t) の第 n 成分が正なので Hn に属し，γ̃(0) = p かつ ˙̃γ(0) = v を充
たす． �
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!
これまでは C∞ 写像 F : M −→ N の微分を TpF と書いた．この記法は定義域が明確になると言う利
点があるが，やや煩雑である．そこで，以降では誤解の恐れがない場合は

F∗ dFp

などと略記することにする．

3.5 接束

n 次元 C∞ 多様体 M の各点の上に n 次元ベクトル空間が棲んでいると言うような描像を直接定式化し
よう．

定義 3.8: 接束

（境界なし/あり）C∞ 多様体 M を与える．

• disjoint union

TM :=
∐
p∈M

TpM

• 写像（射影と呼ばれる）

π : TM −→M, (p, v) 7−→ p

の組のことを M の接束 (tangent bandle) と呼ぶ．

dimM = n とする．接束はそれ自身が自然に 2n 次元 C∞ 多様体になり，射影 π は C∞ 写像になる．こ
のことを大雑把に確認する*17には，M の位相と C∞ アトラスのみを使って TM に位相と C∞ アトラスを入
れることができることを見ればよい：
S を M のアトラスとする．一点 p ∈ M を任意にとり，p の周りのチャート (U, ϕ) ∈ S を一つとる．

命題 3.18-(3) より，微分同相写像 ϕ : U −→ Rn は同型写像 Tpϕ : TpM → Tϕ(p)Rn を誘導する．これを
∀v ∈ TpM に対して

Tpϕ(v) = vµ
∂

∂xµ

∣∣∣∣
ϕ(p)

と書く．ここで，写像 ϕ̃U : π−1(U) −→ ϕ(U)× Rn を

ϕ̃U (v) :=
(
x1(p), . . . , xn(p); v1, . . . , vn

)
として定義すれば，ϕ̃ は全単射になる．TM の位相 OTM は，各 U に対して次の条件を充たすものとして定
義する：

(1) π−1(U) ∈ OTM

*17 接束の C∞ 構造のちゃんとした構成は付録 Bおよび【例 9.2.1】で扱う．
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(2) ϕ̃U は同相写像である

TM のアトラスは，

S̃ :=
{(
π−1(U), ϕ̃U

) ∣∣∣ (U, ϕ) ∈ S}
とおけば良い．接ベクトルの変換則から S̃ の座標変換は全て C∞ 級である．

3.6 ベクトル場

公理 3.3: 環上の加群

R を環とする．左 R 加群とは，可換群（Abel 群）(M, +) と，M 上の二項演算（スカラー乗法）
· : R ×M → M, (r, x) 7→ rx の組で，以下の性質を充たすものである．以下，x, y, z ∈ M かつ
a, b ∈ R とする：

(M1) a(bx) = (ab)x

(M2) (a+ b)x = ax+ bx

(M3) a(x+ y) = ax+ ay

(M4) 1x = x

定義 3.5は C∞ 多様体の一点 p ∈M における接ベクトルを定義したものであった．次で定義するベクトル
場は p を M 全域で動かして得られる構造である*18．

定義 3.9: ベクトル場

C∞ 多様体 M を与える．M 上の C∞ ベクトル場 X は，各点 p における接ベクトル Xp ∈ TpM を
対応させ，Xp が p に関して C∞ 級に動くもののことである．i.e. 点 p を含むチャート

(
U, (xi)

)
を

与えると，点 p において X は

Xp = Xµ(p)
∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

∈ TpM

の局所表示を持つが，この各係数 ai(p) が C∞ 関数になっていることを言う．

M 上のベクトル場全体の集合を X(M) と書く．

定義 3.10:

X(M) の和とスカラー乗法を次のように定義すると，X(M) は C∞(M) 上の加群になる：

(1) ∀X, Y ∈ X(M) に対して (X + Y )p := Xp + Yp

(2) ∀f ∈ C∞(M) および ∀X ∈ X(M) に対して (fX)p := f(p)Xp

*18 なお，ここでのベクトル場の扱いはかなり大雑把である．ちゃんとした扱いは定義 B.7以下を参照．
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証明 公理 3.3を充していることを確認すればよい． �

定義 3.9は，接束の言葉を使っても定義できる．すなわち，C∞ 多様体 M 上のベクトル場 (vector field) X
とは，連続写像

X : M −→ TM, p 7−→ Xp

であって，条件

π ◦X = idM

を充たすもののことを言う．この条件は Xp ∈ TpM を含意している．C∞ ベクトル場 X : M −→ TM とは，
TM に C∞ 構造を入れたときに C∞ 写像となるようなベクトル場のことである．

3.6.1 ベクトル場の微分としての特徴付け

接ベクトルは函数の方向微分を与えた．このことに着想を得て，C∞(M) へのベクトル場の作用に新しい解
釈を付与できる．i.e. 点 p ∈M におけるベクトル場 X の f ∈ C∞(M) への作用 Xp(f) を

(Xf)(p) := Xp(f) =

(
ai(p)

(
∂

∂xi

)
p

)
(f) = ai(p)

∂

∂xi
(
f ◦ ϕ−1

)(
ϕ(p)

)
とおき，点 p に Xp(f) ∈ R を対応付ける写像になっていると見做す解釈である．このようにして M 上の
C∞ 関数 Xf が得られる．なお，紛らわしいが，Xf のことを ベクトル場 X による f の微分と呼ぶ．
上述の解釈から自然に定まる写像

X(M)× C∞(M)→ C∞(M), (X, f) 7→ Xf

は，f に関しては以下の性質を持つ：

命題 3.24:

f, g ∈ C∞(M), a, b ∈ R に対して以下が成立する：

(1) X(af + bg) = aXf + bXg

(2) X(fg) = (Xf)g + f(Xg)

定義 3.11: ベクトル場による微分

命題 3.24の性質を充たす写像 X : C∞(M)→ C∞(M), f 7→ Xf を，一般に R 上の多元環 C∞(M)

の微分 (derivation) と呼ぶ．

3.7 余接空間
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定義 3.5より，TpM はベクトル空間である．従って定義 3.1による双対ベクトル空間 T ∗
pM を考えること

ができる．

定義 3.12: 余接空間

（境界なし/あり）C∞ 多様体 M を与える．一点 p ∈M における接空間 TpM の双対ベクトル空間
T ∗
pM を点 p ∈M における余接空間 (cotangent space) と呼ぶ．

接束の場合と同様に，余接束を考えることができる．すなわち（境界なし/あり）C∞ 多様体 M の余接束
(cotangent bundle) とは，

• disjoint union

T ∗M :=
∐
p∈M

T ∗
pM

• 射影

π : T ∗M −→M, (p, ω) 7−→ p

の組のことである．余ベクトル場，もしくは 1-形式とは，C∞ 写像

ω : M −→ T ∗M, p 7−→ ωp

であって，条件

π ◦ ω = idM

を充たすもののことを言う．

3.7.1 余接空間の基底

f ∈ C∞(M) を与えたとき，f の微分 (differential of f) と呼ばれる余ベクトル場 df ∈ T ∗M を次のよう
に定義する：

dfp (v) := v(f) (v ∈ TpM)

点 p ∈ M を含むチャート
(
U, (xµ)

)
をとり，自然基底 {∂/∂xµ |p} の双対基底を {λµ|p} とおく．座標関

数 xµ : U −→ R は C∞(U) の元なので，xµ の微分を考えることができる：

dxµ |p

(
∂

∂xν

∣∣∣∣
p

)
=

∂

∂xν

∣∣∣∣
p

(xµ) = δµν

つまり，dxµ |p = λµ|p である．こうして，T ∗
pM の基底は{

dxµ |p
}

であることがわかった．
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3.7.2 座標表示

異なるチャート
(
U, (xµ)

)
,
(
V, (x′µ)

)
を採った時の，U ∩ V における ω ∈ T ∗

pM の成分表示の変換則を見
る．ω は座標によらないので ω = ωµ dx

µ = ω′
µ dx

′µ であり，と書ける．公式 (3.4.5)を使うと

ωµ = ω

(
∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

)
= ω

(
∂x′ν

∂xµ
(
ϕ(p)

) ∂

∂xν

∣∣∣∣
p

)
=

∂x′ν

∂xµ
(
ϕ(p)

)
ω′
ν

とわかる．これは一般相対論で登場する共変ベクトルの変換則である．

3.8 C∞ 多様体上のテンソル

命題 3.12によるテンソル積の構成において，V ∈ VecK 上の共変 k-テンソル空間を

Tk(V ) := V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
k

∼= L(V, . . . , V︸ ︷︷ ︸
k

; K)

と定める．同様に反変 k-テンソル空間を

T k(V ) := V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
k

∼= L(V ∗, . . . , V ∗︸ ︷︷ ︸
k

; K)

と定める．さらに (r, s) 型の混合テンソルを

T r
s (V ) := V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸

r

⊗V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
s

∼= L(V ∗, . . . , V ∗︸ ︷︷ ︸
r

, V, . . . , V︸ ︷︷ ︸
s

; K)

と定める．各種のテンソル空間の基底は命題 3.11により構成できる．
（境界なし/あり）C∞ 多様体 M 上の点 p ∈M における (r, s) 型テンソルとは，テンソル空間 T rs (TpM)

の元のことを言う．∀Tp ∈ T rs (TpM) の，チャート
(
U, (xi)

)
における局所座標表示は

Tp = T i1...irj1...js
(p)

(
∂

∂xi1

)
p

⊗ · · · ⊗
(

∂

∂xir

)
p

⊗ (dxj1)p ⊗ · · · ⊗ (dxjs)p

と書かれる．

3.8.1 テンソルの作用
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Tp ∈ T rs (TpM) の r 個の 1-形式 αa = αaµ(dx
µ)p ∈ T ∗

pM と s 個の接ベクトル wb = wb
ν

(
∂

∂xν

)
p

∈ V

への作用を丁寧に見ると，

Tp [α1, . . . , αr; w1, . . . , ws]

= T i1...irj1...js
(p)

((
∂

∂xi1

)
p

⊗ · · · ⊗
(

∂

∂xir

)
p

⊗ (dxj1)p ⊗ · · · ⊗ (dxjs)p

)[
αaµ(dx

µ)p; wbν

(
∂

∂xν

)
p

]

=
∑
i1...ir;
j1...js

T i1...irj1...js
(p)

∏
1≤a≤r,
1≤b≤s

(∑
µ

αaµ(dx
µ)p

)[(
∂

∂xia

)
p

]
(dxjb)p

[∑
ν

wb
ν

(
∂

∂xν

)
p

]

=
∑

i1...ir; j1...js

T i1...irj1...js
(p)

∏
a, b

(∑
µ

αaµ(dx
µ)p

[(
∂

∂xia

)
p

])(∑
ν

wb
µ(dxjb)p

[(
∂

∂xν

)
p

])

=
∑

i1...ir; j1...js

T i1...irj1...js
(p)

∏
a, b

(∑
µ

αaµδ
ia
µ

)(∑
ν

wb
µδjbν

)
=

∑
i1...ir; j1...js

T i1...irj1...js
(p)

∏
a, b

αaiawb
jb

= T i1...irj1...js
(p)α1i1 · · ·αrirw1

j1 · · ·wsjs . (3.8.1)

ただし，2行目と最終行にのみ Einsteinの規約を用いた．

3.8.2 成分表示の変換則

テンソルの成分が座標変換の下でどのような変換を受けるかどうかを観察しよう．もう一つのチャート(
V, (yi)

)
をとる．Tp (α1, . . . , αr; w1, . . . , ws) は局所座標によらないので，余ベクトルと接ベクトルの変換

則を式 (3.8.1)に適用することで

T i1...irj1...js
(p)α1i1 · · ·αrirw1

j1 · · ·wsjs

= T i1...irj1...js
(p)α̃1k1

∂yk1

∂xi1
(p) · · · α̃rkr

∂ykr

∂xir
(p)w̃1

l1
∂xj1

∂yl1
(p) · · · w̃sjs

∂xjs

∂yls
(p)

= T i1...irj1...js
(p)

∂yk1

∂xi1
(p) · · · ∂y

kr

∂xir
(p)

∂xj1

∂yl1
(p) · · · ∂x

js

∂yls
(p)α̃1k1 · · · α̃1kr w̃1

l1 · · · w̃1
ls

= T̃ k1...krl1...ls
(p)α̃1k1 · · · α̃1kr w̃1

l1 · · · w̃1
ls

とわかる．従って

T̃ k1...krl1...ls
(p) = T i1...irj1...js

(p)
∂yk1

∂xi1
(p) · · · ∂y

kr

∂xir
(p)

∂xj1

∂yl1
(p) · · · ∂x

js

∂yls
(p)

である．一般相対性理論で使うテンソルの定義を再現している．

3.8.3 テンソル場
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ベクトル場の定義 3.9と同様にして，テンソル場を定義できる

定義 3.13: テンソル場

C∞ 多様体 M 上のテンソル場 T とは，各点 ∀p ∈M に対してテンソル Tp ∈ T rs (TpM) を対応させ，
局所座標表示

Tp = T i1...irj1...js
(p)

(
∂

∂xi1

)
p

⊗ · · · ⊗
(

∂

∂xir

)
p

⊗ (dxj1)p ⊗ · · · ⊗ (dxjs)p ∈ T rs (TpM)

の全係数 T i1...irj1...js
(p) が C∞ 関数になっているようなもののことを言う．

接束と同様の定義も可能である．すなわち，（境界なし/あり）C∞ 多様体 M 上の共変 k-テンソルの束を

Tk(T
∗M) :=

∐
p∈M

Tk(T
∗
pM)

と定める．同様に反変 k-テンソルの束を

T k(TM) :=
∐
p∈M

T k(TpM)

と定める．さらに (r, s) 型の混合テンソルの束を

T r
s (TM)

∐
p∈M

T rs (TpM)

と定める．
特に，(r, s) 型のテンソル場 T とは，C∞ 写像

T : M −→ T rs (TM)

であって，射影 π : T rs (TM) −→M について

π ◦ T = idM

を充たすもののことである．
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第 4章

微分形式

4.1 外積代数

定義 4.1: 外積代数

V を体 K 上のベクトル空間とする．このとき外積代数 (exterior algebra)
(∧•

(V ), +, ∧
)
は，以下の

ように定義される K 上の多元環（定義 3.2）である：

(1) K 上 V の元によって生成される
(2) 単位元 1 を持つ
(3) 任意の x, y ∈ V に対して以下の関係式が成り立つ：

x ∧ y = −y ∧ x

∀x ∈ V の次数を 1 とおくことで，
∧•

(V ) の単項式の次数が定義される．次数が k の単項式の K 係数線型
結合全体の集合を

∧k
(V ) と書くと，直和分解

∧•
(V ) =

∞⊕
k=0

∧k
(V )

が成立する．

! ∧0
(V ) = K と約束する．また，自然に

∧1
(V ) ∼= V である．

dimV = n <∞ とする．{ ei } を V の基底とすると，
∧k

(V ) の基底は ei1 ∧ · · · ∧ eik の形をした単項式の
うち，互いに線形独立なものである．定義 4.1-(3) より，添字の組 (i1, . . . , ik) の中に互いに等しいものがあ
ると 0 になり，また，添字の順番を並べ替えただけの項は線形独立にならない．以上の考察から，次のように
なる：
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定義 4.2: 外積代数の基底∧k
(V ) の基底として {

ei1 ∧ · · · ∧ eik
∣∣ 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n

}
をとることができる．このとき dim

∧k
(V ) =

(
n

k

)
である．

二項定理から，dim
∧•

(V ) = 2n である．また，k > n のとき
∧k

(V ) = {0} である．

4.2 交代形式

定義 4.3: 交代形式

V を K 上のベクトル空間とする．(0, r) 型テンソル ω ∈ T 0
r (V ) であって，任意の置換 σ ∈ Sr に対

して

ω
[
Xσ(1), . . . , Xσ(r)

]
= sgnσ ω

[
X1, . . . , Xr

]
, Xi ∈ V

となるものを V 上の r 次の交代形式と呼ぶ．

V 上の r次の交代形式全体の集合をAr(V )と書く．Ar(V ) はテンソル空間 T 0
r (V ) の部分ベクトル空間である．

次数の異なる交代形式全体

A•(V ) :=

∞⊕
r=0

Ar(V )

を考える．ただし A0(V ) = K と定義する．交代性より k > n のとき Ak(V ) = {0} になる．

定理 4.1: 外積代数と交代形式の同型

写像 ι :
∧•

(V ∗)→ A•(V ) を以下のように定義する：
まず，写像 ιk :

∧k
(V ∗)→ Ak(V ) の ω = α1 ∧ · · · ∧ αk ∈

∧k
(V ∗) (αi ∈ V ∗) への作用を

ιk(ω)[X1, . . . , Xk] := det
(
αi[Xj ]

)
と定義する．∀ω ∈

∧•
(V )∗ に対する ι の作用は ιk の作用を線形に拡張する．

このとき，ι は同型写像である．

証明 各 ιk が同型写像であることを示せば良い*1．V の基底 {ei} と V ∗ の基底 {ei} は ei[ej ] = δij を充して
いるものとする．このとき

∧k
(V ∗) の基底を{

ei1 ∧ · · · ∧ eik
∣∣ 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n

}
にとれる．

{
ιk
(
ei1 ∧ · · · ∧ eik

) ∣∣ 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n
}
⊂ Ak(V ) が Ak(V ) の基底を成すことを示す．

*1 添字がややこしいのでこの証明では Einsteinの規約を用いない．

89



ある λi1...ik ∈ K に対して ∑
1≤i1<···<ik≤n

λi1...ik ιk
(
ei1 ∧ · · · ∧ eik

)
= 0 ∈ Ak(V )

ならば，

0 =
∑

1≤i1<···<ik≤n

λi1...ik ιk
(
ei1 ∧ · · · ∧ eik

)
[ej1 , . . . , ejk ]

=
∑

1≤i1<···<ik≤n

λi1...ik det
(
eil [ejm ]

)
=

∑
1≤i1<···<ik≤n

λi1...ik det
(
δiljm
)

= λj1...jk

なので線形独立である．
次に ∀ω ∈ Ak(V ) を一つとる．このとき ωi1...ik := ω[ei1 , . . . , eik ] とおいて

ω̃ :=
∑

1≤i1<···<ik≤n

ωi1...ike
i1 ∧ · · · ∧ eik ∈

∧k
(V ∗)

と定義すると

ιk(ω̃) =
∑

1≤i1<···<ik≤n

ωi1...ik ιk
(
ei1 ∧ · · · ∧ eik

)
= ω

なので ιk は全射である．従って ιk :
∧•

(V ∗)
∼=−→ Ak(V ) である． �

! 定理 4.1において構成した ιk は，定数倍しても同型写像を与える．文献によっては 1/k! 倍されていた
りするので注意．1/k! 倍する定義は，特性類の一般論の記述に便利である．

系 4.2: 交代形式の外積

ω̃ ∈
∧k

(V ∗), η̃ ∈
∧l

(V ∗) を与える．同型写像 ι :
∧•

(V ∗)
∼=−→ A•(V ) による対応を

ω̃ 7→ ω := ι(ω̃),

η̃ 7→ ω := ι(η̃),

ω̃ ∧ η̃ 7→ ω ∧ η := ι(ω̃ ∧ η̃)

とおくと，A•(V ) 上の外積 (exterior product) ∧ : Ak(V ) × Al(V ) → Ak+l(V ) が次のようにして定
まる：

(ω ∧ η)[X1, . . . , Xk+l]

=
1

k! l!

∑
σ∈Sk+l

sgnσω[Xσ(1), . . . , Xσ(k)] η[Xσ(k+1), . . . , Xσ(k+l)]

ただし，Xi ∈ V は任意とする．

証明 ιk の線形性から，

ω̃ = ei1 ∧ · · · ∧ eik , η̃ = ej1 ∧ · · · ∧ ejl
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について示せば十分．また，
∧•

(V ∗) 上の二項演算 ∧ の交代性から添字 i1, . . . , ik, j1, . . . , jl は全て異なる
としてよい．
ここで，左辺を計算するために次のような置換 τ ∈ Sk+l を考える：

τ :=

(
i1 . . . ik j1 . . . jl
m1 . . . mk mk+1 . . . mk+l

)
, m1 < m2 < · · · < mk+l.

このとき

ω̃ ∧ η̃ = sgn τem1 ∧ · · · ∧ emk+l

である．したがって

(ω ∧ η)[em1
, . . . , emk+l

] = sgn τιk+l(e
m1 ∧ · · · ∧ emk+l)[em1

, . . . , emk+l
] = sgn τ .

次に，右辺を計算する．∑
σ∈Sk+l

sgnσω[eσ(m1), . . . , eσ(mk)] η[eσ(mk+1), . . . , eσ(mk+l)]

=
∑

σ∈Sk+l

sgnσιk(e
i1 ∧ · · · ∧ eik)[eστ(i1), . . . , eστ(ik)] ιl(e

j1 ∧ · · · ∧ ejl)η[eστ(j1), . . . , eστ(jl)] (4.2.1)

式 (4.2.1) の和において，∃ρ ∈ Sk, ∃π ∈ Sl, στ(i1 · · · ik) = ρ(i1 · · · ik), στ(j1 · · · jl) = π(j1 · · · jl) を
充たすような σ ∈ Sk+l の項のみが非ゼロである．そのような σ に対して στ = ρπ, ρπ(i1 · · · ik) =

ρ(i1 · · · ik), ρπ(j1 · · · jl) = π(j1 · · · jl) と書けるから∑
σ∈Sk+l

sgnσιk(e
i1 ∧ · · · ∧ eik)[eστ(i1), . . . , eστ(ik)] ιl(e

j1 ∧ · · · ∧ ejl)η[eστ(j1), . . . , eστ(jl)]

=
∑
ρ∈Sk

∑
π∈Sl

sgnσιk(e
i1 ∧ · · · ∧ eik)[eρ(i1), . . . , eρ(ik)] ιl(e

j1 ∧ · · · ∧ ejl)η[eπ(j1), . . . , eπ(jl)]

=
∑
ρ∈Sk

∑
π∈Sl

sgnσ sgn ρ sgnπ

=
∑
ρ∈Sk

∑
π∈Sl

sgnσ sgn ρπ

= k! l! sgn τ .

となる．よって示された． �

4.3 C∞ 多様体上の微分形式
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前節の結果を用いて，局所座標に依存しない微分形式の定義を与えることができる．

定義 4.4: 微分形式

M を C∞ 多様体とする．ω が M 上の k-形式 (k-form) であるとは，各点 p ∈ M において
ωp ∈

∧k(
T ∗
pM

)
を対応させ，ωp が p に関して C∞ 級である，i.e.

ωp = ωi1···ik(p) (dx
i1)p ∧ · · · ∧ (dxik)p

の各係数 ωi1···ik(p) が C∞ 関数であることを言う．

ベクトル束の言葉を使うと，

Ωk(M) =
⋃
p∈M

∧k(
T ∗
pM

)
の C∞ 級の切断の全体

となる．
もう一つの解釈は，交代形式の定義 4.3を前面に押し出す方法である．この解釈では多元環 C∞(M) 上の

(0, r)-階テンソル場（定義 3.13）としての側面が明らかになる：

定理 4.3: k 形式の同型

M を C∞ 多様体とする．M 上の k-形式全体の集合 Ωk(M) は，{
ω̃ : X(M)× · · · × X(M)→ C∞(M)∣∣ ω̃ は C∞(M) -加群として多重線型かつ交代的

}
と自然に同型である．

証明 C∞(M)-加群として多重線型かつ交代的であるような写像 ω̃ : X(M) × · · · × X(M) → C∞(M) が
与えられたとする．まず ∀Xi ∈ X(M) に対して，ω̃

(
X1, . . . , Xk

)
∈ C∞(M) の点 p ∈ M における

値が，各 Xi の点 p における値 Xi

∣∣
p
∈ TpM のみによって定まることを確認する．ω̃ の線形性から

ω̃
(
X1, . . . , Xi − Yi, . . . , Xk

)
= ω̃

(
X1, . . . , Xi, . . . , Xk

)
− ω̃

(
X1, . . . , Yi, . . . , Xk

)
なので，ある i につい

て Xi

∣∣
p
= 0（0 写像）ならば ω̃

(
X1, . . . , Xk

)
(p) = 0（実数）であることを確認すれば良い．i = 1 としても

一般性を失わない．(U ; xµ) を p の周りのチャートとする．このとき U 上では Xµ ∈ C∞(U) を用いて

X1 = Xµ ∂

∂xµ
, Xµ(p) = 0 (4.3.1)

と書ける．ここで X1 の座標表示 (4.3.1)の定義域を補題 D.3を用いて M 全域に拡張することを考える．そ
のために V ⊂ U なる p の開近傍 V と，V 常恒等的に 1 であり U の外側では 0 であるような C∞ 関数
h ∈ C∞(M) をとることができる．このとき

Yi := h
∂

∂xi

とおくと Yi ∈ X(M) となり，X̃µ := hXµ とおけば X̃µ ∈ C∞(M) となる．このとき

X1 = X1 + h2(X1 −X1) = X̃µYµ + (1− h2)X1 ∈ X(M)
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の右辺は V ⊂ U 上至る所で座標表示 (4.3.1)を再現することがわかる．従って ω̃ の C∞(M)-線形性から

ω̃
(
X1, . . . , Xk

)
(p)

= X̃µ(p) ω̃
(
Yµ, X2, . . . , Xk

)
(p) +

(
1− h(p)2

)
ω̃
(
X1, X2, . . . , Xk

)
(p)

= 0

となり，示された．
故に，次のような k-形式 ω の定義は well-definedである*2：任意の k 個の接ベクトル Xi ∈ TpM が与え

られたとき，k 個のベクトル場 X̃i ∈ X(M) であって X̃i

∣∣∣
p
= Xi を充たすものたちを適当に選ぶ．そして

ωp
[
X1, . . . , Xk

]
:= ω̃

(
X̃1, . . . , X̃k

)
(p)

と定めると，上述の議論から左辺は X̃i の選び方に依らないのである．ベクトル場の C∞ 性から ωp が p に関
して C∞ 級であることは明らかなので，このようにして定義された対応 ω : p 7→ ωp は微分形式である． �

4.4 微分形式の演算

C∞ 多様体 M 上の k-形式全体の集合を Ωk(M) と書き，

A•(M) :=

n⊕
k=0

Ωk(M)

として M 上の微分形式全体を考える．A•(M) 上に様々な演算を定義する．

!
しばらくの間，微分形式全体 Ωk(M) を定理 4.3の意味で捉える．i.e. ω ∈ Ωk(M) は k 個のベクトル
場に作用する．作用を受けるベクトル場は ( ) で囲むことにする：

ω : (X1, . . . , Xk) 7→ ω(X1, . . . , Xk)

4.4.1 外積

微分形式全体 Ωk(M) を定理 4.3の意味で捉える．このとき，k-形式と l-形式の外積

∧ : Ωk(M)→ Ωl(M), (ω, η) 7→ ω ∧ η

は，各点 p ∈M で

(ω ∧ η)p := ωp ∧ ηp ∈ Ak+l(TpM)

と定義される双線型写像である．

*2 定理 4.1を使って各点 p において ωp ∈
∧k(T ∗

pM
)
を Ak(TpM) の元と見做していることに注意
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命題 4.1: 外積の性質

外積は以下の性質を持つ：

(1) η ∧ ω = (−1)klω ∧ η
(2) 任意のベクトル場 X1, . . . , Xk+l ∈ X(M) に対して

(ω ∧ η)(X1, . . . , Xk+l)

=
1

k! l!

∑
σ∈Sk+l

sgnσω(Xσ(1), . . . , Xσ(k)) η(Xσ(k+1), . . . , Xσ(k+l))

証明 定理 4.3より，各点 p ∈M において (ω ∧ η)p を外積代数
∧k+l(

T ∗
pM

)
の元と見做してよい．

(1) 外積代数の基底 ei1 ∧ · · · ∧ eik ∧ ej1 ∧ · · · ∧ ejl において ej1 を一番左に持ってくると全体が (−1)k 倍
される．これを l 回繰り返すと全体が (−1)kl 倍される．

(2) (ω ∧ η)p に対して定理 4.1を用いればよい．

�

4.4.2 外微分

定義 4.5: 外微分（局所表示）

M のチャート (U ; xi) を与える．k-形式 ω ∈ Ωk(M) の座標表示が

ω = ωi1···ik dx
i1 ∧ · · · ∧ dxik

と与えられたとき，外微分 (exterior differention)

d : Ωk(M)→ Ωk+1(M)

は次のように定義される：

dω :=
∂ωi1···ik
∂xj

dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik
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定理 4.4: 外微分（内在的）

ω ∈ Ωk(M) を M 上の任意の k-形式とする．このとき，任意のベクトル場 X1, . . . , Xk+1 ∈ X(M)

に対して

dω (X1, . . . , Xk+1) =

k+1∑
i=1

(−1)i+1Xi

(
ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1)

)
+
∑
i<j

(−1)i+jω
(
[Xi, Xj ], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xk+1

)
ただし X̂i は Xi を省くことを意味する．また，[X,Y ] は Lieブラケットと呼ばれる X(M) 上の二項
演算で，以下のように定義される：

[X,Y ]f := X(Y f)− Y (Xf)

定理 4.4の k = 1 の場合を書くと次の通り：

dω (X, Y ) = (Xω)(Y )− (Y ω)(X)− ω([X,Y ]).

定理 4.5: 外微分の性質

外微分 d は以下の性質をみたす：

(1) d ◦ d = 0

(2) d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη , ω ∈ Ωk(M)

証明 ∀ω ∈ Ωk(M) と M のチャート (U ; xi) をとる．

(1)

d2ω =
∂2ωi1...ik
∂xµ∂xν

dxµ ∧ dxν ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

であるが，ω は C∞ 級なので偏微分は可換である．従って添字の対 µ, ν に関して対称かつ反対称な総
和をとることになるから d2ω = 0 である．

(2) ω = ωi1...ik dx
i1 ∧ · · · ∧ dxik , η = ηj1...jl dx

j1 ∧ · · · ∧ dxjl とする．

d(ω ∧ η) = d
(
ωi1...ikηj1...jl dx

i1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjl
)

=

(
∂ωi1...ik
∂xµ

ηj1...jl + ωi1...ik
∂ηj1...jl
∂xµ

)
dxµ ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjl

=

(
∂ωi1...ik
∂xµ

dxµ ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik
)
∧
(
ηj1...jl dx

j1 ∧ · · · ∧ dxjl
)

+ (−1)k
(
ωi1...ik dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

)
∧
(
∂ηj1...jl
∂xµ

dxµ ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjl
)

= dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη

�
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4.4.3 引き戻し

二つの C∞ 多様体 M, N と，その上の C∞ 写像 f : M → N を与える．微分写像

f∗ : TpM → Tf(p)N

が f∗ ∈ HomR (TpM, Tf(p)N) であることから，それの引き戻し f∗ を，∀α ∈ T ∗
f(p)N, ∀X ∈ TpM に対して

次のように定義できる：

f∗ : T ∗
f(p)N → T ∗

pM,

f∗(α)[X] := α
[
f∗(X)

]
∧1(

T ∗
f(p)N

) ∼= T ∗
f(p)N を思い出すと，f

∗ の定義域，値域は自然に点 p における k-形式へ拡張される．具
体的には，∀ω ∈

∧k(
T ∗
f(p)N

)
, ∀Xi ∈ TpM に対して

f∗ :
∧k(

T ∗
f(p)N

)
→
∧k

(T ∗
pM),

f∗(ω)[X1, . . . , Xk] := ω
[
f∗(X1), . . . , f∗(Xk)

]
と定義する．さらに，各点 p ∈M について和集合をとることで k-形式全体に作用するようになる：

f∗ : Ωk(N)→ Ωk(M),

f∗(ω)(X1, . . . , Xk) := ω
(
f∗(X1), . . . , f∗(Xk)

)
ただし ∀ω ∈ Ωk(N), ∀Xi ∈ X(M) である．f∗(ω) ∈ Ωk(M) を f による ω ∈ Ωk(N) の引き戻しと呼ぶ．

命題 4.2: 引き戻しの性質

f∗ は線型写像であり，以下の性質をみたす：

(1) f∗(ω ∧ η) = f∗(ω) ∧ f∗(η)
(2) d(f∗(ω)) = f∗(dω)

特に，性質 (1)から f∗ : A•(M)→ A•(N) は環準同型写像である．

証明 k + l 個のベクトル場 Xi ∈ X(M) を任意にとる．

(1) 命題 4.1-(2) より(
f∗(ω) ∧ f∗(η)

)
(X1, . . . , Xk+l)

=
1

k! l!

∑
σ∈Sk+l

sgnσ(f∗ω)(Xσ(1), . . . , Xσ(k)) (f
∗η)(Xσ(k+1), . . . , Xσ(k+l))

=
1

k! l!

∑
σ∈Sk+l

sgnσω
(
f∗(Xσ(1)), . . . , f∗(Xσ(k))

)
η
(
f∗(Xσ(k+1)), . . . , f∗(Xσ(k+l))

)
= (ω ∧ η)

(
f∗(X1), . . . , f∗(Xk+l)

)
= f∗(ω ∧ η)(X1, . . . , Xk+l)
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(2) 微分写像の定義 (??)から，f∗ : X(M)→ X(N) のベクトル場 X ∈ X(M) への作用は

(f∗X)h = X(h ◦ f) ◦ f−1 ∈ C∞(N), ∀h ∈ C∞(N)

である．故に Lieブラケットとの順序は

[f∗X, f∗Y ]h = f∗X
(
(f∗Y )h

)
− f∗Y

(
(f∗X)h

)
= X

((
(f∗Y )h

)
◦ f
)
◦ f−1 − Y

((
(f∗X)h

)
◦ f
)
◦ f−1

= X
((
Y (h ◦ f) ◦ f−1

)
◦ f
)
◦ f−1 − Y

((
X(h ◦ f) ◦ f−1

)
◦ f
)
◦ f−1

=
(
X
(
Y (h ◦ f)

)
− Y

(
X(h ◦ f)

))
◦ f−1

= [X,Y ](h ◦ f) ◦ f−1

= (f∗[X,Y ])h, ∀h ∈ C∞(N)

となり，可換である．従って定理 4.5より

d
(
f∗(ω)

)
(X1, . . . , Xk+1)

=

k+1∑
i=1

(−1)i+1Xi

(
(f∗ω)(X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1)

)
+
∑
i<j

(−1)i+j(f∗ω)
(
[Xi, Xj ], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xk+1

)
=

k+1∑
i=1

(−1)i+1Xi

(
ω
(
f∗(X1), . . . , f̂∗(Xi), . . . , f∗(Xk+1)

))
+
∑
i<j

(−1)i+jω
(
f∗([Xi, Xj ]), f∗(X1), . . . , f̂∗(Xi), . . . , f̂∗(Xj), . . . , f∗(Xk+1)

)
=

k+1∑
i=1

(−1)i+1Xi

(
ω
(
f∗(X1), . . . , f̂∗(Xi), . . . , f∗(Xk+1)

))
+
∑
i<j

(−1)i+jω
(
[f∗(Xi), f∗(Xj)], f∗(X1), . . . , f̂∗(Xi), . . . , f̂∗(Xj), . . . , f∗(Xk+1)

)
= f∗(dω)(X1, . . . , Xk+1).

�

4.4.4 内部積と Lie微分

定義 4.6: 内部積

X ∈ X(M) を M 上の任意のベクトル場とする．このとき X による内部積 (interior product)

iX : Ωk(M)→ Ωk−1(M)

が次のように定義される：

iX(ω)(X1, . . . , Xk−1) := ω(X, X1, . . . , Xk−1), ∀ω ∈ Ωk(M), ∀Xi ∈ X(M)

ただし，k = 0 のときは iX = 0 と定義する．
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命題 4.3: 内部積の性質

∀ω, ω1, ω2 ∈ Ωk(M), ∀f ∈ C∞(M) をとる．

(1) Ωk(M) を C∞(M) 加群と見たとき，iX ∈ HomC∞(M)

(
Ωk(M), Ωk−1(M)

)
である：

iX(ω1 + ω2) = iX(ω1) + iX(ω2), iX(fω) = f iX(ω).

(2) iX は反微分である：

iX(ω ∧ η) = iX(ω) ∧ η + (−1)kω ∧ iX(η)

証明 (1) 定義より明らか．
(2) 命題 4.1より

iX(ω ∧ η)(X1, . . . , Xk+l−1)

= ω ∧ η(X, X1, . . . , Xk+l−1)

=
1

k! l!

k∑
i=1

∑
σ∈Sk+l−1

(−1)i+1 sgnσω(Xσ(1), . . . , X︸︷︷︸
i

, . . . , Xσ(k−1)) η(Xσ(k), . . . , Xσ(k+l−1))

+ (−1)k 1

k! l!

l∑
j=1

∑
σ∈Sk+l−1

(−1)j+1 sgnσω(Xσ(1), . . . , Xσ(k)) η(Xσ(k+1), . . . , X︸︷︷︸
j

, . . . , Xσ(k+l−1))

=
(
iX(ω) ∧ η + (−1)kω ∧ iX(η)

)
(X1, . . . , Xk+l−1).

�

定義 4.7: Lie微分

X ∈ X(M) を M 上の任意のベクトル場とする．このとき X による Lie微分 (Lie derivative) が

LX : Ωk(M)→ Ωk(M)

が次のように定義される：

LX(ω)(X1, . . . , Xk) := X
(
ω(X1, . . . , Xk)

)
−

k∑
i=1

ω(X1, . . . , [X,Xi], . . . , Xk)

Lie微分は定理 4.3の条件を充している，i.e. LXω は C∞(M) 加群として多重線型かつ交代的であるから，
微分形式と呼ばれうる．

定理 4.6: Cartanの公式

X, Y ∈ X(M), ω ∈ Ωk(M) とする．このとき，以下が成立する：

(1) i[X,Y ](ω) = [LX , iY ]ω
(2) LX = iX d + d iX
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証明 任意の k − 1 個のベクトル場 Xi ∈ X(M) をとる．

(1) k = 0 のときは Ω0(M) = C∞(M) なので，明らかである．
　 k > 0 とする．Lie微分の定義 4.7より(

LX iY (ω)
)
(X1, . . . Xk−1)

= X
(
(iY (ω))(X1, . . . , Xk−1)

)
−
k−1∑
i=1

(
iY (ω)

)
(X1, . . . , [X,Xi], . . . , Xk−1)

= X
(
ω(Y, X1, . . . , Xk−1)

)
−
k−1∑
i=1

ω(Y, X1, . . . , [X,Xi], . . . , Xk−1)

である．一方 (
iY (LXω)

)
(X1, . . . Xk−1)

= (LXω)(Y, X1, . . . Xk−1)

= X
(
ω(Y, X1, . . . , Xk−1)

)
− ω([X,Y ], X1, . . . , Xk−1)

−
k−1∑
i=1

ω(Y, X1, . . . , [X,Xi], . . . , Xk−1)

だから，(
[LX , iY ]ω

)
(X1, . . . Xk−1) =

(
LX iY (ω)

)
(X1, . . . Xk−1)−

(
iY (LXω)

)
(X1, . . . Xk−1)

= i[X,Y ](ω)(X1, . . . Xk−1).

(2) k = 0 のときは Lω = Xω (ω ∈ C∞(M)) より明らか．k > 0 とする．定理 4.5より

iX(dω)(X1, . . . , Xk)

= dω (X, X1, . . . , Xk)

= Xω(X1, . . . , Xk) +

k∑
i=1

(−1)iXi

(
ω(X, X1, . . . , X̂i, . . . , Xk)

)
+

k∑
j=1

(−1)jω([X,Xj ], X1, . . . , X̂j , . . . , Xk)

+
∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj ], X, X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xk).

一方，

d
(
iX(ω)

)
(X1, . . . , Xk)

=

k∑
i=1

(−1)i+1Xi

(
ω(X, X1, . . . , X̂i, . . . , Xk)

)
+
∑
i<j

(−1)i+jω(X, [Xi, Xj ], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xk)
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であるから， (
iX d + d iX

)
ω(X1, . . . , Xk)

= Xω(X1, . . . , Xk) +

k∑
j=1

(−1)jω([X,Xj ], X1, . . . , X̂j , . . . , Xk)

= (LXω)(X1, . . . , Xk).

�

Cartanの公式 4.6より，Lie微分の様々な性質が示される：

定理 4.7: Lie微分の性質

X, Y ∈ X(M), ω ∈ Ωk(M) とする．このとき，以下が成立する：

(1) LX(ω ∧ η) = LX(ω) ∧ η + ω ∧ LX(η)

(2) LX(dω) = d
(
LX(ω)

)
(3) [LX ,LY ] = L[X,Y ]

証明 (1) Cartanの公式 4.6-(2) および内部積と外微分が共に反微分であることを利用すると

LX(ω ∧ η)

= iX
(
dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη

)
+ d
(
iX(ω) ∧ η + (−1)kω ∧ iX(η)

)
= iX(dω) ∧ η +(((((((((

(−1)k+1 dω ∧ iX(η) +((((((((
(−1)kiX(ω) ∧ dη + (−1)2kω ∧ iX(dη)

+ diX(ω) ∧ η +(((((((((
(−1)k−1iX(ω) ∧ dη +((((((((

(−1)k dω ∧ iX(η) + (−1)2kω ∧ diX(η)

= LX(ω) ∧ η + ω ∧ LX(η).

(2) Cartanの公式 4.6-(2) から

LX(dω) =����iX(d2ω) + d iX(dω) = d iX(dω) + d2iX(ω) = d
(
LX(ω)

)
.

(3) k に関する数学的帰納法により示す．k = 0 のとき Ω0(M) = C∞(M) なので

L[X,Y ]ω = [X,Y ]ω = X(Y ω)− Y (Xω) = [LX ,LY ]ω

であり，成立している．
　 k ≥ 0について正しいと仮定する．∀ω ∈ Ωk+1(M)を一つとる．∀Z ∈ X(M)に対して iZω ∈ Ωk(M)

だから，帰納法の仮定より

L[X,Y ]iZ(ω) = [LX ,LY ]iZ(ω) (4.4.1)

が成立する．一方 Cartanの公式 4.6-(1) より

L[X,Y ]iZ = iZL[X,Y ] + i[[X,Y ],Z] (4.4.2)
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である．さらに

LXLY iZ
= LX

(
iZLY + i[Y,Z]

)
= iZLXLY + i[X,Z]LY + i[Y,Z]LX + i[X,[Y,Z]], (4.4.3)
LY LX iZ

= iZLY LX + i[Y,Z]LX + i[X,Z]LY + i[Y,[X,Z]] (4.4.4)

であることもわかる．式 (4.4.3)−(4.4.4)より

[LX ,LY ]iZ
= iZ [LX ,LY ] + i[X,[Y,Z]] − i[Y,[X,Z]]

これを式 (4.4.2)から引いて Jacobi恒等式 [[X,Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0 を用いると[(
L[X,Y ] − [LX ,LY ]

)
, iZ
]
= 0.

(4.4.1)に代入すると

iZ
(
L[X,Y ] − [LX ,LY ]

)
ω = 0.

Z は任意だったから
(
L[X,Y ] − [LX ,LY ]

)
ω = 0 を得て証明が完了する．

�

4.5 C∞ 多様体の向き

4.5.1 C∞ 多様体の向き付けとその特徴付け

有限次元ベクトル空間 V（dimV > 0）の順序付き基底全体の集合を BV と書く．

• BV 上の同値関係を

(e1, . . . , edimV ) ∼ (f1, . . . , fdimV )
def⇐⇒ ∃T = [Tµν ] ∈ GL(dimV ), eµ = fνT

ν
µ かつ detT > 0

で定め，この同値関係による同値類のことをベクトル空間 V の向き (orientation) と呼ぶ．
• ベクトル空間 V とその向き OV ∈ BV / ∼ の組 (V, OV ) のことを向き付けられたベクトル空間

(oriented vector space) と呼ぶ．
• 向き付けられたベクトル空間 (V, OV ) の順序付き基底 (e1, . . . , edimV ) ∈ BV は，(e1, . . . , edimV ) ∈
OV のとき正の向き (positively oriented)，(e1, . . . , edimV ) /∈ OV のとき負の向き (negatively ori-
ented) であるという．

! dimV = 0 のときは OV ∈ {±1} とする．

C∞ 多様体 M の各点 p ∈ M における接空間 TpM は有限次元ベクトル空間なので，上述の意味で向き
OTpM を与えることができる．この各点各点で与えた接空間の向きたち

{
OTpM

}
p∈M を次の意味で「連続に

繋げる」ことができたとき，C∞ 多様体 M に向きが与えられたと言う：
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定義 4.8: C∞ 多様体の向き

境界なし/あり C∞ 多様体 M を与える．

• M の各点の向き (pointwise orientation) とは，族
{
OTpM

}
p∈M のこと．

• M の各点の向き
{
OTpM

}
p∈M を与える．開集合 U ⊂M 上の局所フレーム (E1, . . . , EdimM )

が正の向き (positively oriented)であるとは，∀p ∈ U において (E1|p, . . . , EdimM |p) ∈ OTpM

であることを言う．負の向きも同様に定義する．
• 与えられた M の各点の向き

{
OTpM

}
p∈M が連続 (continuous) であるとは，∀p ∈ M に対し

てある正の向きの局所フレーム E(p) := (E
(p)
1 , . . . , E

(p)

dimM ) が存在して p ∈ domE(p) を充た
すことを言う．

• M の向き (orientation) とは，M の各点の向きであって連続であるもののことを言う．
• M が向き付け可能 (orientable) であるとは，M の向きが存在することを言う．
• M が向き付け可能なとき，向き

{
OTpM

}
p∈M と M の組 (M,

{
OTpM

}
p∈M ) のことを向きづ

けられた多様体 (oriented manifold) という．

補題 4.1:

• 向き付け可能な境界あり/なし C∞ 多様体 M の向き
{
OTpM

}
p∈M

• 連結な開集合 U ⊂M

を任意に与える．このとき，U 上の任意の局所フレーム (E1, . . . , EdimM ) は正の向きであるか負の
向きであるかのどちらかである．

証明 背理法により示す．U 上の局所フレーム E := (E1, . . . , EdimM ) であって，

W :=
{
p ∈ U

∣∣ Ep ∈ OTpM

}
とおいたときに W 6= ∅ かつ U \W 6= ∅ が成り立つものが存在するとする．
∀p ∈ W ⊂ M を 1つ固定する．仮定より各点の向き

{
OTpM

}
p∈M は連続だから，ある正の向きの局所フ

レーム F (p) が存在して p ∈ domF (p) =: Vp を充たす．このとき連続写像 T : U ∩ Vp −→ GL(dimM) を

Eµ|x =: F (p)
ν |x
[
T (x)

]ν
µ (∀x ∈ U ∩ Vp)

により定めると*3，

W ∩ Vp = T−1
(
GL+(dimM)

)
と書けるので W ∩ Vp は開集合であり*4，かつ p ∈ W ∩ Vp ⊂ W を充たす．i.e. ∀p ∈ W に対して W にお
ける p の開近傍 W ∩ Up が存在するので，命題 1.3より W が開集合だと分かった．同じ議論により U \W
が開集合であることもわかるが，これは U の連結性に矛盾する． �

*3 T の連続性は，E, F (p) が局所フレームであることによる．
*4 GL+(dimM) :=

{
X ∈ GL(dimM)

∣∣ detX > 0
}
である．det : GL(dimM) −→ R が連続写像なので GL+(dimM) =

det−1
(
(0, ∞)

)
は GL(dimM) の開集合である．
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定義 4.8の意味は直感的だが，扱い辛い．しかし，実は微分形式によって C∞ 多様体の向きを特徴付ける
ことができて計算上便利である：

命題 4.4: 微分形式による向きの特徴付け

境界あり/なし C∞ 多様体 M を与える．

(1) ∀p ∈M において 0 にならない ω ∈ ΩdimM (M) が与えられたとする．このとき ∀p ∈M に対
して

Oωp
:=
{
(e1, . . . , edimM ) ∈ BTpM

∣∣ ωp(e1, . . . , edimM ) > 0
}

とおくと，族
{
Oωp

}
p∈M は M の向きである．

(2) M に向き
{
OTpM

}
p∈M が与えられたとする．このとき ∀p ∈ M および ∀(e1, . . . , edimM ) ∈

OTpM に対して

ωp 6= 0 かつ ωp(e1, . . . , edimM ) > 0

を充たす ω ∈ ΩdimM (M) が存在する．

証明 (1) ∀p ∈ M において ωp 6= 0 とする．このとき ∀(e1, . . . , edimM ), (f1, . . . , fdimM ) ∈ BTpM に対
して，eµ = fνT

ν
µ ならば，

ωp(e1, . . . , edimM ) = ωp(fν1T
ν1

1, . . . , fνdimM
T νdimM

dimM )

= T ν11 · · ·T νdimM
dimM εν1...νdimM

ωp(f1, . . . , fdimM )

= (detT )ωp(f1, . . . , fdimM )

で detT 6= 0 なので，

(e1, . . . , edimM ) ∼ (f1, . . . , fdimM )

def⇐⇒ ωp(e1, . . . , edimM ), ωp(f1, . . . , fdimM ) が同符号

によって定めた BTpM の同値関係 ∼ による同値類はベクトル空間 TpM の向きである．特に 2つある
同値類のうち ωp の符号が正であるものを Oωp

とおいたので，族
{
Oωp

}
p∈M は各点の向きである．

　次に，各点の向き
{
Oωp

}
p∈M が連続であることを示す．∀p ∈ M を一つ固定し，p の連結な開近傍

p ∈ U ⊂M とその上の任意の局所フレーム (E1, . . . , EdimM )をとる*5．(Ei)の双対フレームを (εi)と
する．すると U 上で任意の ω ∈ Ωn(M)はある f ∈ C∞(U)を使って ω = fε1∧· · ·∧εdimM の形で書け
る．ω が 0にならないと言うことは f が 0にならないので，U 上至る所で ω(E1, . . . , EdimM ) = f 6= 0

である．i.e. f(U) ⊂ R \ {0} であるが，U の連結性から f(U) ⊂ R>0 か f(U) ⊂ R<0 のどちらかし
かあり得ない．

(2)
{
OTpM

}
p∈M を M の向きとする．このとき ∀p ∈ M に対してある正の向きの局所フレーム E(p) が

存在して p ∈ domE(p) を充たす．そのような局所フレームの族
{
E(p)

}
p∈M を 1つ固定する．すると

M の部分集合族 E :=
{
domE(p)

}
p∈M は M の開被覆であるから，E に従属する C∞ 級の 1の分割{

ψp ∈M −→ [0, 1]
}
p∈M をとることができる．

*5 例えば座標ベクトル場の定義域を十分小さく取れば良い．
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　ここで ∀p ∈M について E(p) の双対フレーム ε(p) をとり，

ω(p) := ε(p)1 ∧ · · · ∧ ε(p)dimM

と定義する．このとき ∀x ∈ domE(p) および (e1, . . . , edimM ) ∈ OTxM に対して，向きの定義
から E(p)|x ∈ OTxM であることと (1) の議論から ω(p)|x(E(p)

1|x, . . . , E(p)
dimM |x) = 1 > 0 と

ω(p)|x(e1, . . . , edimM ) は同符号，i.e. 正である．したがって ω ∈ ΩdimM (M) を

ω :=
∑
p∈M

ψp ω
(p)

で定義すると ∀x ∈M および ∀(e1, . . . , edimM ) ∈ OTxM に対して

ωx(e1, . . . , edimM ) =
∑
p∈M,

x∈domE(p)

ψp(x) ω
(p)|x(e1, . . . , edimM )︸ ︷︷ ︸

>0

であり，1の分割の性質-(4)から少なくとも 1 つの p ∈M について ψp(x) > 0 であるので，左辺が正
であることが示された．構成から明らかに ∀p ∈M について ωp 6= 0 である．

�

命題 4.4を踏まえて次のように定義する：

定義 4.9: 向き付け形式

境界あり/なし C∞ 多様体 M の至る所で 0 にならない ω ∈ ΩdimM (M) のことを向き付け形式
(orientation form) と呼ぶ．

向きの定義では局所フレームが登場したが，実際には座標フレームを考えれば十分だとわかる：

定義 4.10: 向きづけられたアトラス

境界あり/なし多様体 M を与えa，M の極大アトラス A+ :=
{
(Uα, ϕα)

}
α∈Λ+ を 1つ固定する．

• M が向きづけられた多様体であるとする．このとき M のチャート
(
U, (xµ)

)
∈ A+ が正の向

き (positively oriented) であるとは，座標フレーム
(
∂
∂x1 , . . . ,

∂
∂xdimM

)
が正の向きであること

を言う．
•（極大とは限らない）C∞ アトラス A :=

{
(Uα, ϕα)

}
α∈Λ⊂Λ+ ⊂ A+ が向き付けれられた C∞

アトラス (oriented smooth atlas) であるとは，∀α, β ∈ Λ ⊂ Λ+ に対して座標変換

ϕ−1
β ◦ ϕα : ϕ

−1
α (Uα ∩ Uβ) −→ ϕ−1

β (Uα ∩ Uβ)

の Jacobianが正であることを言う．

a この時点では向き付け可能でなくても良い
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命題 4.5: 向きづけられた C∞ アトラスによる向きの特徴付け

境界あり/なし C∞ 多様体M を与え，M の極大アトラス A+ :=
{
(Uα, ϕα)

}
α∈Λ+ を 1つ固定する．

(1) M に向きづけられた C∞ アトラス A :=
{
(Uα, ϕα)

}
α∈Λ

が与えられたとする．このとき M

の向き
{
OTpM

}
p∈M であって，∀α ∈ Λ について M のチャート (Uα, ϕα) ∈ A が正の向きに

なるようなものが一意的に存在する．
(2) M に向き

{
OTpM

}
p∈M が与えられたとする．このとき∂M = ∅ または dimM > 1 ならば，

A+ の部分集合

A :=
{
(U, ϕ) ∈ A+

∣∣ (U, ϕ) は正の向き}
は向きづけられた C∞ アトラスである．

証明 (1) まず ∀p ∈ M を 1 つ固定する．A は M の C∞ アトラスなので，ある αp ∈ Λ が存在し
て p ∈ Uαp

を充たす．このときチャート
(
Uαp

, ϕαp

)
=
(
Uαp

, (xµ)
)
∈ A について，自然基底(

∂
∂x1

∣∣
p
, . . . , ∂

∂xdimM

∣∣
p

)
∈ BTpM が属する TpM の向きを OTpM と定義する．p ∈ Uβp を充た

す別の βp ∈ Λ に関しても，A が向きづけられた C∞ アトラスであるという仮定からチャート(
Uβp

, ϕβp

)
=
(
Uβp

, (yµ)
)
∈ A について(

∂

∂x1

∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂xdimM

∣∣∣∣
p

)
∼

(
∂

∂y1

∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂ydimM

∣∣∣∣
p

)

が成り立つ*6ので，OTpM は well-definedである．族
{
OTpM

}
p∈M は M の各点の向きであるが，座

標フレームは局所フレームなので M の向きでもある．
M にこの向きを与えたとき，構成から明らかに ∀(U, ϕ) ∈ A は正の向きのチャートである．

(2) A+ は M の C∞ アトラスなので，∀p ∈ M に対して αp ∈ Λ+ が存在して p ∈ Uαp
を充た

す．必要なら Uαp
を十分小さくとることで Uαp

は連結であるとして良い*7．このときチャート(
Uαp

, ϕαp

)
=
(
Uαp

, (x1, x2, . . . )
)
∈ A+ に付随する座標フレームは補題 4.1により正の向きであるか

負の向きであるかのどちらかである．もしも負の向きならば，x1 を −x1 に置き換えた別の C∞ チャー
ト*8

(
U ′
αp
, ϕ′

αp

)
:=
(
Uαp

, (−x1, x2, . . . )
)
∈ A+ は正の向きである．よって A は C∞ アトラスを成

す．A に属する全てのチャートが正の向きなので，それらの間の変換関数の Jacobianもまた正でなく
てはいけない．

�

*6 自然基底の間の基底の取り替え行列は Jacobi行列である．
*7 A+ は極大アトラスなのでこのようなチャート

(
Uαp , ϕαp

)
を必ず含む．

*8 A+ は極大アトラスなのでこのようなチャートを必ず含む．なお，この構成は ∂M 6= ∅ かつ dimM = 1 のとき境界チャート
に適用することができない．
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定義 4.11: 向き付けを保つ C∞ 写像

向き付けられた C∞ 多様体 (M, {OTpM}p∈M ), (N, {OTqN}q∈N )と，局所微分同相写像 F : M −→ N

を与える．

• F が向きを保つ (orientation-preserving) とは，∀p ∈ M において同型写像 TpF : TpM −→
TF (p)N が TpF (OTpM ) = OTF (p)N を充たすことを言う．

• F が向きを逆にする (orientation-reversing) とは，∀p ∈M において同型写像 TpF : TpM −→
TF (p)N が TpF (OTpM ) = −OTF (p)N を充たすことを言う．

4.5.2 新しい向きの構成

素材となる向き付けられた C∞ 多様体から新しい向きづけられた多様体を作る方法をいくつか紹介する．

命題 4.6: 積多様体の向き

• 向き付けられた C∞ 多様体 M1, M2

• C∞ 写像

π1 : M1 ×M2 −→M1, (x, y) 7−→ x,

π2 : M1 ×M2 −→M2, (x, y) 7−→ y

を与える．このとき，積多様体 M1 ×M2 の向きであって以下を充たすもの（product orientation
と言う）が一意的に存在する：

(product orientation) 　
Mi に与えられた向きを命題 4.4-(1) の方法で再現する向き付け形式 ωi ∈ ΩdimMi(Mi) に関し
て，π∗

1ω1 ∧ π∗
2ω2 ∈ Ωdim(M1×M2)(M1 ×M2) は product orientationを命題 4.4-(1) の方法で

再現する向き付け形式である．

証明 ni := dimMi とおく．∀(p, q) ∈ M1 ×M2 を 1 つ固定する．ωi は Mi 上至る所 0 でないので，ある
v1, . . . , vn1 ∈ TpM1 および w1, . . . , wn2 ∈ TqM2 が存在して

ω1|p(v1, . . . , vn1) 6= 0, ω2|q(w1, . . . , wn2) 6= 0

を充たす．ここで C∞ 写像

injq1 : M1 −→M1 ×M2, x 7−→ (x, q)

injp2 : M2 −→M1 ×M2, x 7−→ (p, x)

によって

Vi := Tp(inj
q
1)(vi) ∈ T(p, q)(M1 ×M2)

w/ i = 1, . . . , n1,

Vn1+j := Tq(inj
p
2)(wj) ∈ T(p, q)(M1 ×M2)

w/ j = 1, . . . , n2
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を定義すると，命題 3.21から

T(p, q)π1(Vi) = vi, T(p, q)π2(Vi) = 0,

T(p, q)π1(Vn1+j) = 0, T(p, q)π2(Vn1+j) = wj

が言える．よって

π∗
1ω1 ∧ π∗

2ω2|(p, q)(V1, . . . , Vn1
, Vn1+1, . . . , Vn1+n2

)

=
1

n1!n2!

∑
σ∈Sn1+n2

sgnσ π∗
1ω1|(p, q)(Vσ(1), . . . , Vσ(n1))π2ω2|(p, q)(Vσ(n1+1), . . . , Vσ(n1+n2))

=
1

n1!n2!

∑
σ∈Sn1+n2

sgnσ ω1|p
(
T(p, q)π1(Vσ(1)), . . . , T(p, q)π1(Vσ(n1))

)
× ω2|q

(
T(p, q)π2(Vσ(n1+1)), . . . , T(p, q)π2(Vσ(n1+n2))

)
=

1

n1!n2!

∑
σ∈Sn1

, τ∈Sn2

sgnστ ω1|p
(
T(p, q)π1(Vσ(1)), . . . , T(p, q)π1(Vσ(n1))

)
× ω2|q

(
T(p, q)π2(Vn1+τ(1)), . . . , T(p, q)π2(Vn1+τ(n2))

)
= ω1|p(v1, . . . , vn1

)ω2|p(w1, . . . , wn2
)

6= 0

であり，π∗
1ω1 ∧ π∗

2ω2|(p, q) 6= 0 が言えた． �

定義 4.12: 局所微分同相写像

境界なし/あり C∞ 多様体 M, N を与える．
C∞ 写像 F : M −→ N が局所微分同相写像 (local diffeomorphism) であるとは，∀p ∈ M が以下の
条件を充たす近傍 p ∈ Up ⊂M を持つことを言う：

(1) F (Up) ⊂ N が開集合
(2) F |Up

: Up −→ F (Up) が微分同相写像

命題 4.7: 引き戻しによる向き

• 境界あり/なし C∞ 多様体 M

• 向き付けられた境界あり/なし C∞ 多様体 N

• 局所微分同相写像 F : M −→ N

を与える．このとき M は F が向きを保つような向き（pullback orientation と言う）を一意に
もつ．

証明 N に与えられた向きを
{
OTq(N)

}
q∈N と書く．∀p ∈ M を 1つ固定する．F が局所微分同相写像なの

で，点 p における F の微分 TpF : TpM −→ TF (p)N はベクトル空間の同型写像である．よって TpM の向
き OTpM であって TpF (OTpM ) = OTF (p)N を充たすものが一意的に存在する．
N の向き

{
OTq(N)

}
q∈N を命題 4.4-(1) の方法で再現する向き付け形式 ω ∈ ΩdimN (N) について，

F ∗ω ∈ ΩdimM (M) は明らかに M 上至る所 0 でなく，F ∗ω が命題 4.4-(1) の方法で作る M の向き{
OF∗ω|p

}
p∈M は

{
OTpM

}
p∈M と等しい． �
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4.5.3 パラコンパクト・1の分割

ここでいったん 1の分割の技巧を説明しよう．

定義 4.13: 局所有限

X を位相空間とし，U = {Uλ }λ∈Λ を X の被覆とする．∀x ∈ X において，x の近傍 V であって，
V と交わる Uλ が有限個であるようなものが存在するとき，U は局所有限 (locally finite) な被覆と呼
ばれる．

X の任意の開被覆が局所有限な細分を持つとき，X はパラコンパクト (paracompact) であるという．こ
の条件はコンパクトよりも弱い．次の定理は，全ての多様体（C∞ 多様体だけでなく！）がパラコンパクトよ
りももう少し良い性質を持っていることを保証してくれる：

定理 4.8:

M を位相多様体とする．M の任意の開被覆に対して，その細分となる高々可算個の元からなるa局所
有限な開被覆 V =

{
Vi
}
i∈I であって，Vi が全てコンパクトとなるものが存在する．

必要ならば，さらに強い条件を充たすようにできる．i.e. 開被覆を成す各 Vi 上にチャート (Vi, ψi) を
とることができて，ψi(Vi) = D(3) bかつ

{
ψ−1
i

(
D(1)

) }
i∈I が既に M の開被覆となっている．

a 添字集合 I の濃度 (cardinality) が |I| ≤ ℵ0.
b 半径 3 の開円板．記号の使い方は D.3 を参照．

証明 [9, p.30, 命題 1.29] �

位相空間 X の連続関数 f : X → R に対して，f の値が 0 にならない点全体の集合を含む最小の閉集合

suppf :=
{
x ∈ X

∣∣ f(x) 6= 0
}

を f の 台 (support) と呼ぶ．
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定義 4.14: 1の分割

• 境界なし/あり C∞ 多様体 M

• M の開被覆 U :=
{
Uλ
}
λ∈Λ

を与える．U に従属する C∞ 級の 1の分割a (smooth partition of unity subordinate to U) とは，
C∞ 関数の族

{
ψλ : M −→ R

}
λ∈Λ

であって以下の条件を充たすもののこと：

(1) ∀λ ∈ Λ, ∀p ∈M に対して ψα(x) ∈ [0, 1]

(2) ∀λ ∈ Λ に対して suppψλ ⊂ Uλ
(3) M の部分集合族

{
suppψλ

}
λ∈Λ

は局所有限である． i.e. ∀p ∈ M に対してある開近傍
p ∈ Up ⊂M が存在して，

{
λ ∈ Λ

∣∣ Up ∩ suppψλ 6= ∅
}
⊂ Λ が有限集合になる．

(4) ∀p ∈M に対してb ∑
λ∈Λ ψλ(p) = 1

a 本資料では「C∞ 級の」を省略する
b 条件 (3) により左辺の和は well-definedである．

命題 4.8: 1の分割の存在

• 境界なし/あり C∞ 多様体 M

• M の開被覆 U :=
{
Uλ
}
λ∈Λ

を任意に与える．このとき，U に従属する 1の分割が存在する．

証明 かなり技術的なので省略する．例えば [4, Theorem 2.23]を参照． �

この存在定理のおかげで，ある 1つのチャート（したがって Rn, Hn）の上で定義した構造をアトラス全体
にわたって「貼り合わせる」ことができる．したがって，しばしば Rn, Hn の上でだけ考えれば十分である．

4.5.4 部分多様体の C∞ 構造

次に，部分多様体に向きを入れる方法を考える．然るに，そのためには部分多様体の C∞ 構造を真面目に
扱う必要がある．まずいくつかの定義を述べる：

定義 4.15: C∞ 写像のランク

境界あり/なし C∞ 多様体 M, N および C∞ 写像 F : M −→ N を与える．

• 点 p ∈M における F のランク (rank) とは，線型写像 TpF : TpM −→ TF (p)N のランク，i.e.
dim

(
Im(TpF )

)
∈ Z≥0 のこと．∀p ∈ M における F のランクが等しいとき，F は定ランク

(constant rank) であると言い，rankF := dim
(
Im(TpF )

)
と書く．

• 点 p ∈M における F のランクが min
{
dimM, dimN

}
に等しいとき，F は点 p においてフ

ルランク (full rank at p) であると言う．rankF = min
{
dimM, dimN

}
ならば F はフルラ

ンク (full rank) であると言う．
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位相空間 M, N を与える．連続写像 F : M −→ N が位相的埋め込み (topological embedding) であると
は，F (M) ⊂ N に N からの相対位相を入れたときに写像 F : M −→ F (M) が同相写像になることを言う．

定義 4.16: C∞ 沈めこみ・C∞ はめ込み・C∞ 埋め込み

境界あり/なし C∞ 多様体 M, N および定ランクの C∞ 写像 F : M −→ N を与える．

• F が C∞ 沈め込み (smooth submersion) であるとは，∀p ∈ M において TpF : TpM −→
TF (p)N が全射である，i.e. rankF = dimN であることを言う．

• F が C∞ はめ込み (smooth immersion) であるとは，∀p ∈ M において TpF : TpM −→
TF (p)N が単射である，i.e. rankF = dimM であることaを言う．

• F が C∞ 埋め込み (smooth embedding) であるとは，F が C∞ はめ込みであってかつ位相
的埋め込みであることを言う．

a 階数・退化次元の定理から dim(KerTpF ) + dim(ImTpF ) = dimM なので， rankF = dim(ImTpF ) =

dimM =⇒ dim(KerTpF ) = 0 ⇐⇒ KerTpF = 0

定義 4.17: 部分多様体

境界あり/なし C∞ 多様体 (M, OM )を与えa，その極大アトラス A+
M を 1つ固定する．M の部分集合b

S ⊂M を与える．

• S が M の境界あり/なし C∞ 部分多様体 (smooth submanifold) であるとは，S に位相c OS

と C∞ アトラスd AS が与えられていて (S, OS , AS) が境界あり/なし C∞ 多様体になってい
ることを言う．

• 境界あり/なし C∞ 部分多様体 (S, OS , AS) がM にはめ込まれた（境界あり/なし）C∞ 部分
多様体 (immersed submanifold) であるとは，C∞ アトラス AS に関して包含写像 ι : S ↪→M

が C∞ はめ込みになっていることを言う．
• 境界あり/なし C∞ 部分多様体 (S, OS , AS) が M に埋め込まれた（境界あり/なし）C∞ 部
分多様体 (embedded submanifold) であるとは，位相 OS が位相空間 (M, OM ) からの相対位
相であり，かつ C∞ アトラス AS に関して包含写像 ι : S ↪→M が C∞ 埋め込みになっている
ことを言う．

a OM は M の位相
b この時点では S の位相を指定していない．
c 位相空間 (M, OM ) からの相対位相でなくても良い
d AS ⊂ A+

M でなくても良い

M にはめ込まれた C∞ 部分多様体 (S, OS , AS) について，dimM − dimS を S の余次元 (codi-
mension) と呼ぶ．

混乱の恐れがない場合，以下では C∞ 部分多様体の位相と C∞ アトラスを明示しない．また，特に断らず
に部分多様体と言ったら C∞ 部分多様体のことを指すものとする．
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定義 4.18: スライスチャート

境界あり/なし C∞ 多様体 M を与え，その極大アトラス A+
M を 1つ固定する．部分集合 S ⊂M を

与える．

• M のチャート (U, ϕ) =
(
U, (xµ)

)
∈ A+

M が S に関する内部 k-スライスチャートであるとは，

ϕ(S ∩ U) =
{
(x1, . . . , xk, ck+1, . . . , cdimM ) ∈ ϕ(U)

∣∣ ck+1, . . . , cdimM は定数
}

が成り立つことを言う．
• M のチャート (U, ϕ) =

(
U, (xµ)

)
∈ A+

M が S に関する境界 k-スライスチャートであるとは，

ϕ(S ∩ U) =
{
(x1, . . . , xk, ck+1, . . . , cdimM ) ∈ ϕ(U)

∣∣ xk ≥ 0 かつ ck+1, . . . , cdimM は定数
}

が成り立つことを言う．

S に関する境界 k-スライスチャートを考えない場合は，S に関する内部 k-スライスチャートのことを
単に S に関する k-スライスチャートと呼ぶ．

定理 4.9: スライスチャートによる埋め込まれた C∞ 部分多様体の特徴付け

• 境界を持たない C∞ 多様体 M とその極大アトラス A+
M

• C∞ 写像

π : RdimM −→ Rk, (x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xdimM ) 7−→ (x1, . . . , xk)

• 部分集合 S ⊂M

を与える．このとき，以下の 2つが成り立つ．

(1) S が埋め込まれた境界なし C∞ 部分多様体 =⇒ ∀p ∈ S に対して，p を含む S に関する
dimS-スライスチャート (U, ϕ) ∈ A+

M が存在する．
(2) ∀p ∈ S に対して，pを含む S に関する k-スライスチャート (U, ϕ) ∈ A+

M が存在する． =⇒
S は M からの相対位相によって k 次元の位相多様体になり，かつ S の C∞ アトラス

AS :=
{
(S ∩ U, π ◦ ϕ|S∩U )

∣∣ (U, ϕ) ∈ A+
M s.t. S に関する k-スライスチャート

}
が S に与える C∞ 構造に関して S は M に埋め込まれた境界なし C∞ 部分多様体になる．

もしくは，S に境界がある場合は次の通り：

(1) S が埋め込まれた境界付き C∞ 部分多様体 =⇒ ∀p ∈ S に対して，p を含む S に関する内
部 dimS-スライスチャート (U, ϕ) ∈ A+

M が存在するか，p を含む S に関する境界 dimS-スラ
イスチャート (U, ϕ) ∈ A+

M が存在するかのどちらかである．
(2) ∀p ∈ S に対して，p を含む S に関する内部 dimS-スライスチャート (U, ϕ) ∈ A+

M が存在す
るか，p を含む S に関する境界 dimS-スライスチャート (U, ϕ) ∈ A+

M が存在するかのどちら
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かである． =⇒ S は M からの相対位相によって k 次元の境界付き位相多様体になり，か
つ S の C∞ アトラス

AS :=
{
(S ∩ U, π ◦ ϕ|S∩U )

∣∣ (U, ϕ) ∈ A+
M s.t. S に関する k-スライスチャート

}
が S に与える C∞ 構造に関して S は M に埋め込まれた境界付き C∞ 部分多様体になる．

証明 S の包含写像を ι : S ↪→M とおく．まずは S の境界がない場合に示す．

(1) ∀p ∈ S を 1 つ固定する．(S, OS , AS) が埋め込まれた C∞ 部分多様体だとする．このとき ι は
C∞ 埋め込み，従って定ランク写像であるから，局所的ランク定理により p を含む C∞ チャート
(U, ϕ) ∈ OS，(V, ψ) ∈ OM が存在して，∀(x1, . . . , xdimS) ∈ ϕ(U) に対して

ψ ◦ ι|U ◦ ϕ−1(x1, . . . , xdimS) = (x1, . . . , xdimS , 0, . . . , 0)

を充たす．ここで BdimS
ε

(
ϕ(p)

)
⊂ ϕ(U) かつ BdimM

ε

(
ψ(p)

)
⊂ ψ(V ) を充たすような十分小さ

い ε > 0 をとり，U0 := ϕ−1
(
BdimS
ε (ϕ(p))

)
⊂ U, V0 := ψ−1

(
BdimM
ε (ψ(p))

)
⊂ V とおく．する

と U0 ∈ OS であるが，OS は M からの相対位相なので，ある M の開集合 W ⊂ M が存在して
U0 = S ∩W と書ける．このとき (V0 ∩W, ψ|V0∩W ) ∈ A+

M は

ψ|V0∩W
(
(V0 ∩W ) ∩ U

)
= ψ(U0) = ψ ◦ ϕ−1

(
BdimS
ε (ϕ(p))

)
= ψ ◦ ι|U ◦ ϕ−1

(
BdimS
ε (ϕ(p))

)
を充たすので，S に関する dimS-スライスチャートになっている．

(2) まず，S に M からの相対位相 OS を入れて位相空間にしたときにそれが位相多様体になっていること
を示す．位相空間 (S, OS) が第 2可算な Hausdorff空間であることは明らかなので，あとは ∀p ∈ S に
対して

• p の開近傍 p ∈ V ⊂ S
• Rk の開集合 ψ(V ) ⊂ Rk

• 同相写像 ψ : V
≈−→ ψ(V )

が存在することを言えば良い．実際，点 p を含む k-スライスチャート (U, ϕ) ∈ A+
M をとり，

V := U ∩ S, ψ := π ◦ ϕ|V : V −→ ψ(V )

とおくと連続写像 ψ : V −→ ψ(V ) は同相写像である．と言うのも，C∞ 写像

j : Rk −→ RdimM , (x1, . . . , xk) 7−→ (x1, . . . , xk, ck+1, . . . , cdimM )

を使って定義される連続写像

ϕ−1 ◦ j|ψ(V ) : ψ(V ) −→ V

が ψ の逆写像になっているからである．
　次に，AS が位相多様体 (S, OS) に C∞ 構造を定めることを示す．仮定より AS は S の開被覆を与
える．よって座標変換が C∞ 級であることを示せば良い．実際，U ∩ U ′ 6= ∅ を充たす 2つの S に関
する k-スライスチャート (U, ϕ), (U ′, ϕ′) ∈ A+

M をとると，対応する AS の座標変換は

(π ◦ ϕ′|S∩U ′) ◦ (π ◦ ϕS∩U )−1 = π ◦ ϕ′|S∩U ′ ◦ ϕ ◦ j|π(ϕ(S∩U∩U ′))
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であり，C∞ 写像の合成で書けているので C∞ 写像である．
　最後に，C∞ 多様体 (S, OS , AS) が M に埋め込まれた C∞ 部分多様体であることを示す．OS が
M からの相対位相なので包含写像 ι が位相的埋め込みであることは明らか．∀p ∈ S を一つ固定する．
このとき p の近傍における包含写像 ι の座標表示であって

(x1, . . . , xk) 7−→ (x1, . . . , xk, ck+1, . . . , cdimM )

の形のものが必ず存在し，その微分（i.e. Jacobi行列）は単射なので，ι は C∞ はめ込みだと分かった．

S の境界がある場合，(1) において p ∈ ∂S のときは境界がある場合の局所的ランク定理を使えば良い．(2)
は内部スライスチャートの場合と境界スライスチャートの場合とで全く同じ議論ができる． �

境界付き C∞ 多様体 M の境界 ∂M に M からの相対位相を入れると dimM − 1 次元の境界を持たない
位相多様体になることは命題 2.2-(2) で見たが，その際は ∂M の C∞ 構造については何も言及していなかっ
た．ここでそれが明らかになる：

定理 4.10: 境界の C∞ 構造

• 境界付き C∞ 多様体 (M, OM ) とその極大アトラス A+
M

• C∞ 写像

π : RdimM −→ RdimM−1, (x1, . . . , xdimM−1, xdimM ) 7−→ (x1, . . . , xdimM−1)

を与える．このとき，M の境界 ∂M に M からの相対位相 O∂M を入れてできる dimM − 1 次元位
相多様体 (∂M, O∂M ) について以下が成り立つ：

(1) (∂M, O∂M ) は

A∂M :=
{
(∂M ∩ U, π ◦ ϕ|∂M∩U )

∣∣ (U, ϕ) ∈ A+
M s.t. 境界チャート

}
を C∞ アトラスに持つ．

(2) C∞ 多様体 (∂M, O∂M , A∂M ) は M に properにa埋め込まれた C∞ 部分多様体になる．

a つまり，包含写像 ι : ∂M −→M による M の任意のコンパクト集合 K ⊂M の逆像 ι−1(K) ⊂ ∂M がコンパクト

証明 包含写像を ι : ∂M ↪→M と書く．

(1) ∂M の定義から，∀p ∈ ∂M に対して境界チャート (U, ϕ) ∈ A+
M が存在して p ∈ U を充たす．i.e.

A∂M は ∂M の開被覆を与えるので，あとは A∂M の座標変換が C∞ 級であることを示せば良い．実
際，任意の境界チャート (U, ϕ) =

(
U, (xµ)

)
∈ A+

M に関して

ϕ|∂M∩U : p 7−→
(
x1(p), . . . , xdimM−1(p), 0

)
であるから，C∞ 写像

j : RdimM−1 −→ RdimM , (x1, . . . , xdimM−1) 7−→ (x1, . . . , xdimM−1, 0)

を使って

(π ◦ ϕ|∂M∩U )
−1 = ϕ−1 ◦ j|π(ϕ(∂M∩U))
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と書けるので，U ∩ U ′ 6= ∅ を充たす 2つの境界チャート (U, ϕ), (U ′, ϕ′) ∈ A+
M をとると，対応する

A∂M の座標変換は

(π ◦ ϕ′|∂M∩U ′) ◦ (π ◦ ϕ|∂M∩U )
−1 = π ◦ ϕ′|∂M∩U ′ ◦ ϕ−1 ◦ j|π(ϕ(∂M∩U∩U ′))

と C∞ 写像の合成で書けるので C∞ 写像である．
(2) ∀p ∈ ∂M を 1つ固定する．このとき p を含む境界チャート (U, ϕ) ∈ A+

M が存在するので，(V, ψ) :=

(∂M ∩ U, π ◦ ϕ|∂M∩U ) ∈ A∂M と (U, ϕ) ∈ A+
M による包含写像 ι の座標表示は

ϕ ◦ ι ◦ ψ−1 = ϕ ◦ ι ◦ ϕ−1 ◦ j|π(ϕ(∂M∩U)) = j|π(ϕ(∂M∩U))

である．従って Tψ(p)(ϕ ◦ ι ◦ ψ−1) は明らかに単射なので連鎖率および ψ, ϕ が微分同相写像であるこ
とから Tpι は単射だとわかる．よって ι は C∞ はめ込みである．O∂M が M からの相対位相であるこ
とから包含写像 ι が位相的埋め込みであることは明らか．

�

実は，もう少し緻密な考察をすると定理 4.9, 4.10で構成した C∞ 構造は微分同相を除いて一意であること
がわかる [4, p.114, Theorem5.31]が，議論が若干技術的なのでここでは省略する．

4.5.5 C∞ 部分多様体の向き付け

ここでは特に，はめ込まれた or 埋め込まれた境界あり/なし C∞ 部分多様体のみ考える．

• 向きづけられた境界あり/なし C∞ 多様体
(
M,

{
OTpM

}
p∈M

)
• M にはめ込まれた余次元 1 の境界あり/なし C∞ 部分多様体 S ⊂M

が与えられたとき，包含写像を ιS : S ↪→M と書くことにする．
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定義 4.19: 部分多様体に沿ったベクトル場

• 境界あり/なし C∞ 多様体 M

• M にはめ込まれた境界あり/なし C∞ 部分多様体 S ⊂M

を与える．S に沿ったベクトル場とは，接束

RdimM ↪→ TM
π−→M

の部分束

RdimM ↪→
∐
p∈S

TpM︸ ︷︷ ︸
=:TM |S

π−→ S

⊂

TS

の C∞ 切断のことを言うa．

a S の接束 TS の C∞ 切断ではない．また，X(M)|S ( TM |S である．

X ∈ Γ(TM |S) が至る所で S に接さないとは，∀p ∈ S において Xp ∈ TpM \ TpιS(TpS) が成り立つ
ことを言う．

命題 4.9: 余次元 1 の部分多様体の向き

• 向きづけられた境界あり/なし C∞ 多様体
(
M,

{
OTpM

}
p∈M

)
• M にはめ込まれた余次元 1 の境界あり/なし C∞ 部分多様体 S ⊂M

を与える．このとき，S に沿った，至る所で S に接さないベクトル場 N ∈ Γ(TM |S) が存在するなら
ば，以下が成り立つ：

(1) 与えられた M の向きを命題 4.4-(1) の方法で再現する M の向き付け形式 ω ∈ ΩdimM (M) に
対して，ι∗S

(
iN (ω)

)
∈ ΩdimM−1(S) は S の向き付け形式である．

(2) ∀p ∈ S に対して

ONp
:=
{
(e1, . . . , edimM−1) ∈ BTpS

∣∣∣ (Np, TpιS(e1), . . . , TpιS(edimM−1)
)
∈ OTpM

}
と定義すると，族

{
ONp

}
p∈S は S の向きであり，(1) の向き付け形式 ι∗S

(
iN (ω)

)
によって

4.4-(1) の方法で再現される．

証明 (1) ι∗S
(
iN (ω)

)
が ∀p ∈ S において 0 にならないことを示す．

仮定より S がはめ込まれた C∞ 部分多様体でかつN は至る所 S に接さないので，TpιS : TpS −→ TpM

は単射でかつ ∀(e1, . . . , edimM−1) ∈ BTpS に対して
(
Np, TpιS(e1), . . . , TpιS(edimM−1)

)
∈ BTpM
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である．よって

ι∗S
(
iN (ω)

)
|p
(
e1, . . . , edimM−1

)
= ωp

(
Np, TpιS(e1), . . . , TpιS(edimM−1)

)
6= 0

が言えた．
(2) (1) の証明より明らか．

�

S に沿った，至る所で S に接さないベクトル場 N ∈ Γ(TM |S) はいつでも存在するとは限らないので，N
をどのようにして構成するかが問題となる．S = ∂M の場合はいつでも N を作ることができる：

定義 4.20: 境界における内向き/外向きの接ベクトル

境界付き C∞ 多様体 M と，∀p ∈ ∂M を 1つ与える．

• v ∈ TpM が内向きであるとは，ある ε > 0 と C∞ 曲線 γ : [0, ε) −→ M が存在して
γ
(
(0, ε)

)
⊂ IntM, γ(0) = p, γ̇(0) = v を充たすことを言う．

• v ∈ TpM が外向きであるとは，ある ε > 0 と C∞ 曲線 γ : (−ε, 0] −→ M が存在して
γ
(
(−ε, 0)

)
⊂ IntM, γ(0) = p, γ̇(0) = v を充たすことを言う．

点 p ∈ M における内向きの接ベクトル全体の集合を T+
p M，外向きの接ベクトル全体の集合を

T−
p M と書く．

補題 4.2: 内向き/外向きの接ベクトルの特徴付け

境界付き C∞ 多様体 M と，∀p ∈ ∂M を 1つ与える．p を含む境界チャート (U, ϕ) =
(
U, (xµ)

)
を

1つ固定する．

(1) v ∈ TpM が内向き ⇐⇒ v = vµ ∂
∂xµ

∣∣
p
と展開したときに vdimM > 0

(2) v ∈ TpM が外向き ⇐⇒ v = vµ ∂
∂xµ

∣∣
p
と展開したときに vdimM < 0

(3) 集合として

TpM = Tpι∂M
(
Tp(∂M)

)
t T+

p M t T−
p M

が成り立つ．特に v ∈ T+
p M ⇐⇒ −v ∈ T−

p M である．

証明 (1) (=⇒) 　
C∞ 関数

γµ := xµ ◦ γ : [0, ε) −→ R w/ µ 6= dimM

γµ := xµ ◦ γ : [0, ε) −→ H w/ µ = dimM

を考える．このとき

vµ =
dγµ

dt
(0)

なので Taylor の定理より γµ(t) = γµ(0) + tvµ + O
(
t2
)
だとわかるが，p = γ(0) ∈ ∂M なので

γdimM (0) = 0．よって vdimM > 0 でなくてはいけない．
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(⇐=) 　
C∞ 曲線 γ : [0, ε) −→M を

γ(t) := ϕ−1
(
x1(p) + tv1, . . . , tvdimM

)
で定義すると γ

(
(0, ε)

)
⊂ IntM, γ(0) = p, γ̇(0) = v を充たす．

(2) (1) と全く同様
(3) 命題 3.23より，v ∈ Tpι∂M

(
Tp(∂M)

)
⇐⇒ v = vµ ∂

∂xµ

∣∣
p
と展開したときに vdimM = 0 である．

�

命題 4.10: 境界に沿った外向きベクトル場

境界付き C∞ 多様体 M を与える．このとき，∂M に沿ったベクトル場 X ∈ Γ(TM |∂M ) であって，
∀p ∈ ∂M において Xp が外向き（内向き）であるものが存在する．

証明 M の全ての境界チャートの集合を
{(
Uα, (xα

µ)
)}
α∈A と書くと，開集合族 U :=

{
Uα∩∂M

}
α∈A は ∂M

の開被覆である．命題 4.10より ∂M は C∞ 多様体だから，U に従属する 1の分割
{
ψα : ∂M −→ [0, 1]

}
α∈A

をとることができる．
ところで，補題 4.2-(2) より ∀α ∈ A および ∀p ∈ Uα について − ∂

∂xα
dimM

∣∣∣
p
∈ TpM は外向きであるから，

X := −
∑
α∈A

ψα
∂

∂xαdimM

∣∣∣∣
∂M

∈ Γ(TM |∂M )

は ∂M 上至る所外向きである． �

補題 4.2-(3) より ∂M に沿った至る所外向きなベクトル場は至る所 ∂M に接さないので，次のことがわ
かる：

命題 4.11: 境界の向き

1 次元以上の向きづけられた境界付き C∞ 多様体
(
M,

{
OTpM

}
p∈M

)
を与える．このとき dimM −1

次元 C∞ 多様体a ∂M は向き付け可能であり，任意の ∂M に沿った外向きベクトル場 N ∈ Γ(TM |∂M )

が命題 4.9-(2) の方法で ∂M に与える向き
{
ONp

}
p∈∂M は，N の取り方によらずに一意に定まる．

a ∂M の C∞ 構造は命題 4.10によって指定されるものである．

証明 命題 4.10より ∂M が向き付け可能だとわかる．
勝手な 2つの ∂M に沿った外向きベクトル場 N, N ′ をとる．∀p ∈ ∂M を一つ固定し，p を含む境界チャー

ト
(
U, (xµ)

)
を 1つとる．すると(
Np,

∂

∂x1

∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂xdimM−1

∣∣∣∣
p

)
,

(
N ′
p,

∂

∂x1

∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂xdimM−1

∣∣∣∣
p

)
∈ BTpM
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であるが，両者の間の変換行列は 
NdimM (p)/N ′dimM (p) 0 · · · 0

∗ 1 · · · 0
...

. . .
...

∗ 0 · · · 1


の形をしているのでその行列式は NdimM (p)/N ′dimM (p) に等しく，補題 4.2-(2) から正だとわかる．よって
ONp

= ON ′
p
が言えた． �

【例 4.5.1】Hn の境界の向き

Hn に Rn からの標準的な向きを入れたとき，∂Hn に命題 4.11 の向きを入れてみよう．ベクトル場
− ∂

∂xn

∣∣
∂Hn は ∂Hn に沿った外向きベクトル場だから，Hn の向き付け形式 ω ∈ Ωn(Hn) に対して

i− ∂
∂xn

(ω)

(
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn−1

)
= (−1)nω

(
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn−1
,
∂

∂xn

)
が ∂Hn の向きを定めている．i.e. n が偶数のとき Rn−1 の標準的な向きと同一だが，n が奇数のとき
は逆になる．

4.6 微分形式の積分

4.6.1 Rn, Hn の場合

定義 4.21: 積分領域

Rn, Hn の積分領域 (domain of integration) とは，Rn, Hn の有界な部分集合であって境界が零集合
であるようなもののこと．

積分領域 D ⊂ Rn, Hn を 1つ固定する．∀ω = f dx1 ∧ · · · ∧ dxn ∈ Ωn(D) の D 上の積分を∫
D

ω :=

∫
D

dx1 · · · dxn f

で定義する．
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命題 4.12: 微分同相写像による引き戻しの積分

• 開積分領域 D, E ⊂ Rn, Hn

• C∞ 写像 F : D −→ E であって，F |D : D −→ E が向きを保つ or 逆にする微分同相写像であ
るもの

を与える．このとき ∀ω ∈ Ωn(E) に対して∫
D

F ∗ω =

{
+
∫
E
ω, F が向きを保つ

−
∫
E
ω, F が向きを逆にする

が成り立つ．

証明 D, E の標準的な座標をそれぞれ (xµ), (yµ) と書いて区別する．ω = f dy1 ∧ · · · ∧ dyn と書くと，補題
??より

F ∗ω = (f ◦ F ) d(y1 ◦ F ) ∧ · · · ∧ d(yn ◦ F )
= (f ◦ F )(detDF ) dx1 ∧ · · · ∧ dxn

が成り立つ．よって変数変換公式から∫
E

ω =

∫
E

dy1 · · · dyn f

=

∫
D

dx1 · · · dxn |detDF |(f ◦ F )

= ±
∫
D

dx1 · · · dxn (detDF )(f ◦ F )

= ±
∫
D

(f ◦ F )(detDF ) dx1 ∧ · · · ∧ dxn

= ±
∫
D

F ∗ω

�

一般の開集合 U ⊂ Rn, Hn 上の，コンパクト台を持つ ω ∈ Ωn(U) を積分するには，suppω ⊂ D を充たす
積分領域 D に ω の定義域を拡張して ∫

U

ω :=

∫
D

ω

とすれば良い．このとき命題 4.12は任意の Rn, Hn の開集合に対して成り立つ*9．

4.6.2 一般の C∞ 多様体の場合

*9 証明には若干の技術的な注意が必要
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向き付けられた C∞ 多様体 M と，そのチャート (U, ϕ) をとる．コンパクト台を持つ ω ∈ Ωn(U) を与え
たとき，M 上の ω の積分を ∫

M

ω :=

{
+
∫
ϕ(U)

(ϕ−1)∗ω, (U, ϕ) は正の向き
−
∫
ϕ(U)

(ϕ−1)∗ω, (U, ϕ) は負の向き

この定義がチャートの取り方によらないことを示そう．(U, ϕ), (Ũ , ϕ̃) を，suppω ⊂ U ∩ Ũ を充たす M の
チャートとする．どちらのチャートも向きが同じならば，座標変換 ϕ̃ ◦ϕ−1 : ϕ(U ∩ Ũ) −→ ϕ̃(U ∩ Ũ) は向き
を保つ微分同相写像なので，命題 4.12から∫

ϕ̃(Ũ)

(ϕ̃−1)∗ω =

∫
ϕ̃(U∩Ũ)

(ϕ−1 ◦ ϕ ◦ ϕ̃−1)∗ω

=

∫
ϕ̃(U∩Ũ)

(ϕ ◦ ϕ̃−1)∗
(
(ϕ−1)∗ω

)
=

∫
ϕ(U∩Ũ)

(ϕ−1)∗ω

=

∫
ϕ(U)

(ϕ−1)∗ω

が成り立つ．違う向きならば，座標変換 ϕ̃ ◦ϕ−1 : ϕ(U ∩ Ũ) −→ ϕ̃(U ∩ Ũ) が向きを逆にする微分同相写像な
ので命題 4.12から − が出て，定義の − を相殺する．
M 上の積分にするには，正 or 負の向きの座標近傍からなる suppω の有限開被覆 {Ui}i∈I と，それに従属

する 1の分割 {ψi : M −→ [0, 1]}i∈I をとってきて∫
M

ω :=
∑
i∈I

∫
M

ψiω

と定義すれば良い．この定義は 1の分割の取り方によらない．

命題 4.13: 微分同相写像による引き戻しの積分

• 空でない向き付けられた C∞ 多様体 M, N

• 向きを保つ or 逆にする 微分同相写像写像 F : M −→ N

を与える．このときコンパクト台を持つ任意の ω ∈ Ωn(N) に対して∫
M

F ∗ω =

{
+
∫
N
ω, F が向きを保つ

−
∫
N
ω, F が向きを逆にする

が成り立つ．

証明 1の分割を使って貼り合わせれば良いので，単一のチャートについてのみ示す．(U, ϕ) を正の向きの N

のチャートであって suppω ⊂ U を充たすものとする．このとき
(
F−1(U), ϕ ◦ F

)
は，F が向きを保つなら

正の向きの M のチャートであって suppF ∗ω ⊂ F−1(U) を充たし，F が向きを逆にする場合は負の向きの
チャートである．命題 4.12より示された． �
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4.7 ベクトル空間に値をとる微分形式

k-形式 ω ∈ Ωk(M) は ∀p ∈M において多重線型写像

ωp := TpM × · · · × TpM → K

を対応させ，それが p に関して C∞ 級につながっているものであった．ここで，値域 K を一般の K-ベクト
ル空間 V に置き換えてみる*10：

ωp := TpM × · · · × TpM → V

このようなもの全体の集合を Ωk(M ; V ) と書くことにする．V の基底を { êi }1≤i≤r とおくと

ω(X1, · · · , Xk) =

r∑
i=1

ωi(X1, · · · , Xk) êi, ωi ∈ Ωk(M)

と展開できる．êi は A•(M) の演算と無関係である．

4.7.1 外微分

定義 4.5, 4.4による外微分を { êi }1≤i≤r による展開係数に適用するだけである：

d : Ωk(M ; V )→ Ωk+1(M ; V ),

dω :=

r∑
i=1

dωi êi

4.7.2 外積

外積をとった後の値域はテンソル積 V ⊗W である：

∧ : Ωk(M ; V )× Ωl(M ; W )→ Ωk+l(M ; V ⊗W ),

(ω ∧ η)(X1, . . . , Xk+l) :=
1

k! l!

∑
σ∈Sk+l

sgnσω
(
Xσ(1), . . . , Xσ(k)

)
⊗ η
(
Xσ(k+1), . . . , Xσ(k+l)

)
予め ω =

∑r
i=1 ωiêi, η =

∑s
i=1 ηif̂i と展開しておくと

ω ∧ η =
∑
i, j

ωi ∧ ηj êi ⊗ f̂j

と書ける．外微分は基底 { êi ⊗ f̂j } には作用しないので，命題 4.5-(2) はそのまま成り立つ：

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη

*10 この構成をうまく一般化することで，ベクトル束に値を持つ微分形式が定義できる．詳細は第 10章の (10.3.1)を参照．
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4.7.3 ブラケット

双線型写像 [ , ] : V × V → V が Lie代数の公理を充してしているとする．このとき

[ , ] : Ωk(M ; V )× Ωl(M ; V )
∧−→ Ωk+l(M ; V ⊗ V )

[ , ]−−→ Ωk+l(M ; V ),

[ω, η] :=
∑
i, j

ωi ∧ ηj [êi, êj ]

と定義する．命題 4.1-(1), 4.5-(2) から

[η, ω] =
∑
i, j

ηj ∧ ωi[êj , êi] =
∑
i, j

(−1)klωi ∧ ωj · −[êi, êj ] = (−1)kl+1[ω, η]

d[ω, η] =
∑
i, j

d
(
ωi ∧ ηj

)
[êi, êj ] = [dω , η] + (−1)k[ω, dη]

がわかる．
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第 5章

Hodge作用素と Laplacian

5.1 内積と随伴

5.1.1 内積

公理 5.1: 内積の公理

実数体 R 上の n 次元ベクトル空間 V に対して，g : V × V → R は

(I1) g は双線型写像である
(I2) g(v, w) = g(w, v)

(I3) g(v, v) ≥ 0 かつ等号成立は v = 0 のときのみ．

を充たすとき，（正定値）内積 (inner product) と呼ばれる．

双線型写像

〈 , 〉 : V ∗ × V → R, (ω, v) 7→ ω[v]

を双対内積と呼ぶことにする．双対内積を使って，与えられた R 上のベクトル空間 V の上に内積 g を構成
することを考える．
双対ベクトル空間 V ∗ もまたベクトル空間なので，HomR (V, V ∗) を考えることができる．ここで，線型同

型写像 [ ∈ HomR (V, V ∗) を一つとろう．dimV = dimV ∗ = n なので [ ∈ GL(n, R) でもある．このとき，
写像

g : V × V → R, (v, w) 7→ 〈[(v), w〉 (5.1.1)

は明らかに双線型写像なので，内積の公理 (I1) を充たす．この g が内積の公理 (I2), (I3)を充たすように
するにはどのような条件が必要だろうか．
ここで V, V ∗ の基底 { ei }, { ei } をとり，v = viei, w = wiei と成分表示する．テンソル積の構成に従う

と g ∈ T 0
2 (V ) であるから，g の成分表示は gije

i ⊗ ej である．このとき g(v, w) を計算すると

g(v, w) = gij(e
i ⊗ ej)[vkek, wlel] = gije

i[vkek]e
j [wlel] = gij

(
vkei[ek]

)(
wlej [el]

)
= gijv

iwj . (5.1.2)

が成り立つ．
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• 公理 (I2)を充たすには，gijwivj = gijw
jvi でなくてはならない．したがって gij = gji である．

• 公理 (I3)を充たすには，2次形式 gijv
ivj が正定値でなくてはならない．i.e. 行列 [gij ]1≤i, j≤n は正定

値である．

逆に内積 g が与えられると，そこから同型写像 [ ∈ HomK (V, V ∗) の表現行列が自然に定まる*1．[(v) =
hie

i ∈ V ∗ とおくと式 (5.1.2)において

g(v, w) =
(
gijv

i
)
wj

= 〈[(v), w〉 = hjw
j

であるから，

hi = gijv
j

となる．i.e. [ の表現行列は ( gij ) である．
以上の考察から，R 上のベクトル空間 V に対して以下の事実が分かった：

[ ∈ HomR (V, V ∗) であってその表現行列 [gij ] が正定値対称行列であるような [ が存在する
⇐⇒ （正定値）内積を定義できる

5.1.2 随伴

内積 g の定まったベクトル空間 V のことを計量線型空間と呼び，(V, g) と書く．

定義 5.1: 随伴写像

二つの計量線型空間 (V, gV ), (W, gW ) および線型写像 f ∈ HomK (V, W ) を与える．線型写像
f̃ ∈ HomK (W, V ) であって

gW
(
w, f(v)

)
= gV

(
v, f̃(w)

)
, ∀v ∈ V, ∀w ∈W

が成り立つものを f の随伴写像 (adjoint mapping) と呼ぶ．

5.2 Riemann計量

*1 [ の逆写像 [−1 の存在は，内積の公理 (I3)により保証されている．
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定義 5.2: Riemann多様体

C∞ 多様体 M を与える．各点 p ∈M における接空間 TpM に正定値内積

gp : TpM × TpM → R

が与えられ，g = { gp | p ∈ M } が (0, 2) 型テンソル場を作るとき，g を M 上の Riemann 計
量 (Riemannian matric) という．また，Riemann 計量の与えられた多様体を Riemann 多様体
(Riemannian manifold) と呼ぶ．

!
gp が内積の公理 5.1-(I3)の代わりに

(I3’) ∀u ∈ TpM に対して gp(u, v) = 0 =⇒ v = 0

を充たす（非退化; non-degenerate）とき，g を擬 Riemann 計量 (pseudo-Riemannian metric) と
呼ぶ．

チャート (U ; xµ) に対する gp の座標表示は

gp = gµν(p)(dx
µ)p ⊗ (dxν)p

と書かれる．内積の公理 5.1より，gµν(p) は正定値対称行列である．
一般相対性理論で使う計量テンソルの定義との対応を見ておく：
dxµ ∈ R を微小変位（点 p における 1-形式 (dxi)p ではない）として dxµ

(
∂

∂xµ

)
p

∈ TpM のノルムをイ

ンターバル ds と見做すことで，

ds2 = gp

[
dxµ

(
∂

∂xµ

)
p

, dxν
(

∂

∂xν

)
p

]
= dxµ dxν gp

[(
∂

∂xµ

)
p

,

(
∂

∂xν

)
p

]
= gµν dx

µ dxν

を再現する．
行列 ( gµν ) は対称行列なので，その固有値は全て実数である．g が Riemann計量ならば全ての固有値は正

であり，擬 Riemann計量ならば負のものが混ざることがある．

定義 5.3: 計量の指数，Lorentz計量

行列 ( gµν ) の固有値のうち正のものが i 個，負のものが j 個であるとき，対 (i, j) を計量の指数とい
う．j = 1 ならば Lorentz計量と呼ばれる．

5.3 k-形式の内積

ベクトル空間 V に内積 g が定義されると，その双対ベクトル空間にも自然に内積 G が定義される．また，
同型

∧1
(V ∗) ∼= V ∗ を考えることで，V ∗ 上の内積 G を使って

∧k
(V ∗) 上の内積を定義できる．

∧k
(V ∗) 上に

内積が定義されると，
∧k

(V ∗) の正規直交基底を考えることができる．
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5.3.1 計量に誘導される同型写像

!

5.1.1から，内積 gp の成分表示 gµν(p) は同型写像 [ ∈ HomR (TpM, T ∗
pM) を誘導する：

ωµ = gµνv
ν , ∀v = vµ

(
∂

∂xµ

)
p

∈ TpM (5.3.1)

逆写像 [−1 は行列 ( gµν(p) ) の逆行列 ( gµν ) によって表現される．∀ω = ωµ(dx
µ)p ∈ T ∗

pM に対して

vµ = gµνων (5.3.2)

と作用する．式 (5.3.1), (5.3.2)を合わせて添字の上げ下げと呼んだ．

上の注釈を代数的に議論する．以下の議論は接空間に限らず一般の体 K 上の計量線型空間に対して成り立
つので，V = TpM と書く．
まず，線型写像 [ : V → V ∗ を次のように構成する：

[(v)[w] := g(v, w), ∀v, w ∈ V (5.3.3)

補題 5.1:

上で定義した [ は線型写像である．

証明 ∀v, v1, v2 ∈ TpM, ∀λ ∈ R をとる．双対空間の演算規則により

[(v1 + v2)[w] = gp(v1 + v2, w) = gp(v1, w) + gp(v2, w) = [(v1)[w] + [(v2)[w] =
(
[(v1) + [(v2)

)
[w]

[(λv)[w] = gp(λv, w) = λgp(v, w) = λ[(v)[w].

�

補題 5.2:

[ : TpM → T ∗
pM は同型写像である．

証明 内積の公理 (I3)と補題 5.1より，∀v1, v2 ∈ TpM に対して

v1 − v2 6= 0 =⇒
(
[(v1)− [(v2)

)
[v1 − v2] =

(
[(v1 − v2)

)
[v1 − v2] = gp(v1 − v2, v1 − v2) > 0

=⇒ [(v1)− [(v2) 6= 0

i.e. [ は単射である．dimV = dimV ∗ だから示された． �

5.3.2 共役計量に誘導される同型写像

次に，共役計量 gµν による「添字の上げ」を議論する．V の上に内積 g が定まっているとき，V ∗ にも自然
に内積 G が定まる：

G : V ∗ × V ∗ → K, (ω, η) 7→ g([−1(ω), [−1(η)) = 〈ω, [−1(η)〉 (5.3.4)
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この定義の仕方は式 (5.1.1)に対応している．G ∈ T 2
0 (V ) であるから，V の基底 { eµ } を使って

G = Gµνeµ ⊗ eν

と書ける．Gµν = gµν（[ gµν ] の逆行列）であることを確認する．
式 (5.3.3)に倣って線型写像 \ : V ∗ → V ∗∗ を

\(ω)[η] := G(ω, η), ∀ω, η ∈ V ∗

と定義すると，\ は同型写像になる．\ の ω = ωµe
µ ∈ V ∗ に対する作用を成分表示すると次のようになる：

\(ω)[η] = Gµνω[eµ]η[eν ] = Gµνωµην (5.3.5)

ここで，命題 3.8より dimV <∞ のとき

ϕ : V −→ V ∗∗,

v 7→
(
ω 7−→ ϕ(v)

)
は線型同型写像を成す．よって ] := ϕ−1 ◦ \ として線型写像 ] : V ∗ → V を定義すると，] は同型写像になる．
式 (5.3.5)より

(ϕ ◦ ])(ω)[η] = Gµνωµην = ωµG
κνηνe

µ[eκ] = ω
[
(Gκνην)eκ

]
= ϕ

(
(Gκνην)eκ

)
[ω]

であるから，

(] ◦ [)(v) = (Gκνgνλv
λ)eκ

がわかる．定義 (5.3.4)より ] ◦ [ = idV であるから，Gµν = gµν とわかる．

ベクトル空間 V 上の内積

g = gµνe
µ ⊗ eν

が与えられたとき，双対ベクトル空間 V ∗ の内積 G が

G = gµνeµ ⊗ eν

として自然に定まる．このとき，計量 g, G から線型同型写像

[ : V
∼=−→ V ∗,

[(v)[w] = g(v, w).

] : V ∗ ∼=−→ V,

](ω)[η] = G(ω, η)

がそれぞれ自然に定まり，] ◦ [ = idV を充たす，i.e. ] = [−1 である．
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5.3.3 k-形式の内積

前節で述べた双対ベクトル空間 V ∗ 上の内積 G によって，k-形式同士の内積を定義することができる．
まず，命題 4.3から

∧1
(V ∗) ∼= V ∗ なので，内積 G : V ∗× V ∗→ K を G :

∧1
(V ∗)×

∧1
(V ∗)→ K と

見做すことができる．これを 1-形式同士の内積として定義し，∀ω, η ∈
∧1

(V ∗) に対して 〈ω, η〉 := G(ω, η)

と略記する．

! 双対内積 〈 , 〉 : V ∗ × V → R, (ω, v) 7→ ω[v] との混同に注意せよ！！！ 以降，文脈上紛らわしいとき
は k-形式の内積を 〈 , 〉k と書くことにする．

定義 5.4: k-形式の内積

k-形式同士の内積 〈 , 〉 :
∧k

(V ∗)×
∧k

(V ∗)→ K を α1 ∧ · · ·αk, β1 ∧ · · ·βk ∈
∧k

(V ∗) の形をした元
に対して

〈α1 ∧ · · ·αk, β1 ∧ · · ·βk〉 := det
(
〈αµ, βν〉

)
と定義する．

∧k
(V ∗) 全体に対しては，これを線型に拡張する．違う型同士の内積 〈 , 〉 は 0 と定義

する．

命題 5.1:
∧k

(V ∗) の正規直交基底

k-形式全体の集合
∧k

(V ∗) の上に定義 5.4によって内積を定義する．
{ ei } を V の正規直交基底，{ θi } をその双対基底とする．i.e. θi[ej ] = δij．このとき，{

θi1 ∧ · · · ∧ θik
∣∣ 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n

}
は正規直交基底である．

証明 まず，

〈θi, θj〉 = G(θi, θj) = (gµνeµ ⊗ eν)[θi, θj ] = g̊ij

なので { θi } は
∧k

(V ∗) の正規直交基底である．ゆえに

〈θi1 ∧ · · · ∧ θik , θj1 ∧ · · · ∧ θjk〉 = det
(
〈θiµ , θiν 〉

)
= det

(
g̊iµjν

)
であり，添字の集合 { iµ }, { jν } が集合として一致していなければ行列式の行/列で全て 0 のものが少なくと
も 1つ存在して 0 になる．集合として一致している場合は，添字の大小が指定されているので

〈θi1 ∧ · · · ∧ θik , θj1 ∧ · · · ∧ θjk〉

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
g̊i1i1

g̊i2i2

. . .
g̊ikik

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

k∏
µ=1

g̊iµiµ = ±1
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となる． �

!
ここで定義した k-形式の内積は，多様体 M の各点 p における局所的なものである．〈ωp, ηp〉 が定義
されたので，関数 〈ω, η〉 : M → K, p 7→ 〈ωp, ηp〉 を考えることができる．以下，〈ω, η〉 と書いたらこ
のような意味を持つとする．

5.4 Hodge ?

n 次元 C∞ 多様体 M の各点 p において dim
∧k(

T ∗
pM

)
= dim

∧n−k(
T ∗
pM

)
であった．従ってこれらは

抽象ベクトル空間としては同型である．M に Riemann計量が入っており，かつ向き付けられているならば，
同型写像を自然に定めることができる．それが Hodgeの ? 作用素である．

定義 5.5: ?

C∞ 多様体 M は指数 (i, j) の計量を持つとする．θ1, . . . , θk, θk+1, . . . , θn ∈ T ∗
pM を T ∗

pM の任意
の正の向きの正規直交基底とする．このとき，各点 p ∈M において線型写像 ? を

?(θ1 ∧ · · · ∧ θk) :=

(
k∏
a=1

〈θa, θa〉

)
θk+1 ∧ · · · ∧ θn

と定義する．特に k = 0, n のときにそれぞれ

?1 := θ1 ∧ · · · ∧ θn, ?(θ1 ∧ · · · ∧ θn) := (−1)j

であるa．?1 ∈ Ωn(M) を M の体積要素 (volume form) と呼び，volM と書く．
∀p ∈M における上述の線型写像をあわせることでHodgeの作用素

? : Ωk(M)→ Ωn−k(M)

が定義される．

a 計量が正定値のとき, i.e. M が Riemann多様体のときは j = 0 で，青字で示した因子は常に 1 である．
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!

定義 5.5に従うと ?(θµ1 ∧ · · · ∧ θµk) は，集合 {1, . . . , n} の部分集合 {µ1, . . . , µk} の補集合を小さい
方から順に並べた添字の集合 {ν1, . . . , νn−k | 1 ≤ ν1 < · · · < νn−k ≤ n} を得て

?(θµ1 ∧ · · · ∧ θµk) = sgn

(
1 . . . k k + 1 . . . n
µ1 . . . µk ν1 . . . νn−k

)( k∏
a=1

〈θµa , θµa〉

)
θν1 ∧ · · · ∧ θνn−k

として計算される．これは，Levi-Civita記号と Einsteinの規約を利用した

1

(n− k)!
〈θµ1 , θν1〉 · · · 〈θµk , θνk〉 εν1...νkνk+1...νn θ

νk+1 ∧ · · · ∧ θνn

と等しい．いちいちこのように書くのは大変なので，Levi-Civita記号の添字の上げを g̊µν := 〈θµ, θν〉
によって行い次のように略記する：

εµ1...µk
νk+1...νn := g̊µ1ν1 · · · g̊µkνkεν1...νkνk+1...νn

∀ω ∈ Ωk(M) に対して ?ω ∈ Ωn−k(M) が C∞ 級であることを確認する．そのために，正規直交基底によっ
て ?ω を成分表示する：

正規直交基底の構成 　
　M の正のチャート (U ; xµ) をとる．∀p ∈M において，自然基底

Xµ =
∂

∂xµ
∈ X(M)

に Gram-Schmidtの直交化法を施す：

eµ :=
Xµ −

∑µ−1
ν=1 g(Xµ, eν)eν∥∥∥Xµ −

∑µ−1
ν=1 g(Xµ, eν)eν

∥∥∥
{eµ} は U 上の C∞ ベクトル場であり，∀p ∈ U において接空間 TpM の正規直交基底をなす．これを
U 上の正規直交標構 (orthogonal frame) と呼ぶ．

双対基底の構成 　
　 {θµ} を {eµ} の双対基底とする．命題 5.1より，これらは ∀p ∈M において T ∗

pM の正の正規直交
基底をなす．

局所表示の対応 　
　 ω ∈ Ωk(M) が U 上で

ω = ωµ1...µk
θµ1 ∧ · · · ∧ θµk

の局所表示を持つとする．このとき定義 5.5から，各点 p ∈ U において

?ωp = ωµ1...µk
(p) ? (θµ1 ∧ · · · ∧ θµk)

=
1

(n− k)!
ωµ1µ2...µk

(p) εµ1µ2...µk
νk+1νk+2...νn θ

νk+1 ∧ · · · ∧ θνn

である*2．ωµ1...µk
(p) が C∞ 関数なので ?ω は C∞ 級である．

*2 Einsteinの規約により添字 νk+1, νk+2, . . . , νn に関しても和をとることになるので，添字 µ1, µ2, . . . , µk の組み合わせ一つ
につき (n− k)! 個の項が重複する．
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命題 5.2: 体積要素の表示

M のチャート (U ; xµ) に対して以下が成立する：

volM =
√
|det(gµν)|dx1 ∧ · · · ∧ dxn

証明 別の正のチャート (V ; yµ) をとる．このとき

dx1 ∧ · · · ∧ dxn =
∂x1

∂yν1
dyν1 ∧ · · · ∧ ∂xn

∂yνn
dyνn

= εν1...νn
∂x1

∂yν1
· · · ∂x

n

∂yνn
dy1 ∧ · · · ∧ dyn

= det

(
∂xµ

∂yν

)
dy1 ∧ · · · ∧ dyn (5.4.1)

が成立する．一方，g の yµ に関する局所表示を g′µν とおくと

gp = gµν dx
µ ⊗ dxν = gµν

∂xµ

∂yκ
∂xν

∂yλ
dyκ ⊗ dyλ = g′κλ dy

κ dyλ

であるから

g′κλ = gµν
∂xµ

∂yκ
∂xν

∂yλ

である．両辺を行列と見做して行列式をとることで

det(g′κλ) = det(gµν)

(
det

(
∂xµ

∂yν

))2

とわかる．ゆえに式 (5.4.1)から

dx1 ∧ · · · ∧ dxn =
√
|det(g′κλ)|

/
|det(gµν)|dy1 ∧ · · · ∧ dyn

である．ここで (V ; yµ) として正規直交標構 { θa } に対応するチャートをとってくれば*3，|det(g′κλ)| = 1

であるので √
|det(gµν)|dx1 ∧ · · · ∧ dxn = θ1 ∧ · · · ∧ θn = ?1 = volM

�

*3 座標近傍は U，座標変換が直交行列である．
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命題 5.3: ? の性質

多様体 M が指数 (i, j) の計量を持つとする．∀f, g ∈ C∞(M) と ∀ω, η ∈ Ωk(M) に対して以下が成
立する：

(1) ?(fω + gη) = f ? ω + g ? η

(2) ? ? ω = (−1)j+k(n−k)ω

(3) ω ∧ ?η = η ∧ ?ω = 〈ω, η〉volM

(4) ?(ω ∧ ?η) = ?(η ∧ ?ω) = 〈ω, η〉
(5) 〈?ω, ?η〉 = (−1)j〈ω, η〉

ただし，k-形式の内積 〈 , 〉 は定義 5.4によるものとする．

証明 M 上の各点 p において示せば良い．

(1)
∧k

(V ∗) は C∞(M)-加群なので，Hodgeの作用素の定義から明かである．
(2) { θi } を T ∗

pM の正規直交標構とする．命題 5.1より，ωp = θ1 ∧ · · · ∧ θk の場合に示せば十分である．

?ωp =

(
k∏
a=1

〈θa, θa〉

)
θk+1 ∧ · · · ∧ θn

だから，

? ? ωp = sgn

(
1 . . . n− k n− k + 1 . . . n

k + 1 . . . n 1 . . . k

)( k∏
a=1

〈θa, θa〉

)(
n∏

b=k+1

〈θb, θb〉

)
θ1 ∧ · · · ∧ θk

=

(
n∏
a=1

〈θa, θa〉

)
(−1)k(n−k)ωp

= (−1)j+k(n−k)ωp

(3) 線形性から ωp = θ1 ∧ · · · ∧ θk, ηp = θµ1 ∧ · · · ∧ θµk の場合に示せば十分である．

?(θµ1 ∧ · · · ∧ θµk) = sgn

(
1 . . . k k + 1 . . . n
µ1 . . . µk ν1 . . . νn−k

)( k∏
a=1

〈θµa , θµa〉

)
θν1 ∧ · · · ∧ θνn−k

であるから，ωp ∧ ?ηp 6= 0 なのは {1, . . . , k} = {µ1, . . . , µk} の場合のみである．このとき

ωp ∧ ?ηp = sgn

(
1 . . . k
µ1 . . . µk

)( k∏
a=1

〈θa, θa〉

)
θ1 ∧ · · · ∧ θn

である．一方，〈ωp, ηp〉 6= 0 となるのは {1, . . . , k} = {µ1, . . . , µk} の場合のみであり，

〈ωp, ηp〉 = det
(
〈θi, θµj 〉

)
= sgn

(
1 . . . k
µ1 . . . µk

)( k∏
a=1

〈θa, θa〉

)

となる．同様の議論により ω ∧ ?η = η ∧ ?ω = 〈ω, η〉volM とわかる．

132



(4) ?volM = 1 と (3) より従う．
(5) (2), (4) より

〈?ω, ?η〉 = ?(?ω ∧ ? ? η) = (−1)j+k(n−k) ? (?ω ∧ η) = (−1)j ? (η ∧ ?ω) = (−1)j〈ω, η〉

�

!

性質 (3) を ? の定義とすることもできる．その場合，「性質 (3) =⇒ 定義 5.5」は次のようにして示さ
れる：

証明 M の各点 p において示せば良い．{ θi } を正規直交標構として ωp = θ1 ∧ · · · θk とおくと，性質
(3) より

ωp ∧ ?ωp = (θ1 ∧ · · · θk) ∧ ?(θ1 ∧ · · · θk)
= det

(
〈θµ, θν〉k

)
θ1 ∧ · · · ∧ θn

=

(
k∏
a=1

〈θa, θa〉

)
θ1 ∧ · · · ∧ θn.

したがって

?(θ1 ∧ · · · θk) =

(
k∏
a=1

〈θa, θa〉

)
θk+1 ∧ · · · ∧ θn

�

5.4.1 双対基底への作用

命題 5.2と命題 5.3-(3) を用いると

(dx1 ∧ · · · ∧ dxk) ∧ ?(dx1 ∧ · · · ∧ dxk)

= det
(
〈dxµ , dxν〉

)
1≤µ, ν≤k

√∣∣det(gκλ)∣∣dx1 ∧ · · · ∧ dxn

= det
(
gµν
)
1≤µ, ν≤k

√∣∣det(gκλ)∣∣dx1 ∧ · · · ∧ dxn

なので，g := det
(
gκλ
)
とおいて

? (dx1 ∧ · · · ∧ dxk) = det
(
gµν
)
1≤µ, ν≤k

√
|g| dxk+1 ∧ · · · ∧ dxn

=
√
|g| εµ1...µk

gµ11 · · · gµkk dxk+1 ∧ · · · ∧ dxn

=

√
|g|

(n− k)!
ε1...kνk+1...νn dxνk+1 ∧ · · · ∧ dxνn .

ただし 2番目の等号において，添字 {νk+1, . . . νn} に関する和をとるようにしたことで重複する項が (n− k)!
個出現するため，(n− k)! で全体を割っている．{1, . . . , k} の順番を入れ替えることで

?(dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµk) =

√
|g|

(n− k)!
εµ1...µk

νk+1...νn dxνk+1 ∧ · · · ∧ dxνn

である．
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5.5 ラプラシアンと調和形式

この節では，M は指数 (i, j) の計量 g を持った向き付けられた多様体で，コンパクトかつ境界のないもの
とする．コンパクト性は Ωk(M) に内積 5.6を入れて計量線型空間にする場合にのみ必要となる．

定義 5.6: k-形式の内積その 2

k-形式全体が作る無限次元ベクトル空間 Ωk(M) 上の非退化内積 ( , ) : Ωk(M)×Ωk(M)→ R を次の
ように定義する：

(ω, η) :=

∫
M

〈ω, η〉k volM

特に M が Riemann多様体ならば内積 ( , ) は正定値内積である．

証明 非退化（正定値）内積の公理 5.1-(I1), (I2), (I3’)（(I3)）を充たすことを確認すれば良い． �

命題 5.3-(3) より

(ω, η) =

∫
M

ω ∧ ?η =

∫
M

η ∧ ?ω

とも書ける．

5.5.1 随伴外微分作用素

定義 5.7: 随伴外微分作用素

外微分作用素

d : Ωk(M)→ Ωk+1(M)

に対して，随伴外微分作用素

δ : Ωk(M)→ Ωk−1(M)

を次のように定義する：

δ := (−1)k ?−1 ◦ d ◦ ? = (−1)j+n(k+1)+1 ? ◦ d ◦ ?

命題 5.4: 随伴性

C∞(M)-加群 Ωk(M) に定義 5.6の内積 ( , ) を入れて計量線型空間にしたとき，δ は d の随伴作用素
（定義 5.1）である：

(dω , η) = (ω, δη) , ∀ω ∈ Ωk(M), ∀η ∈ Ωk+1(M)
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証明

dω ∧ ?η = d(ω ∧ ?η)− (−1)kω ∧ d(?η) = dω ∧ ?η + ω ∧ ?(δη)

両辺を M 上で積分して Stokesの定理を用いると，M に境界がないことから

(dω , η) =

∫
M

dω ∧ ?η +
∫
M

ω ∧ ?δη = (ω, δη) .

�

命題 5.5:

(1) ?δ = (−1)k d ?
(2) δ? = (−1)k+1 ? d

(3) δ ◦ δ = 0

証明 (1) ?δ = ? ◦ (−1)k ?−1 ◦ d ◦ ? = (−1)k d ? .
(2) δ? = (−1)j+n(n−k+1)+1 ◦ d ◦ ? ◦ ? = (−1)j+n(n−k+1)+1(−1)j+(n−k)k ? ◦d ◦ ?−1 ◦ ? = (−1)k+1 ? d .

(3) δ ◦ δ = (−1)k−1 ?−1 ◦ d ◦ ? ◦ (−1)k ?−1 ◦ d ◦ ? = − ?−1 ◦ d ◦ d ◦ ? = 0.

�

5.5.2 Laplacian

定義 5.8: Laplacian

線型作用素

∆ := dδ + δ d : Ωk(M)→ Ωk(M)

はラプラシアン (Laplacian) もしくは Laplace-Beltrami 作用素 (Laplace-Beltrami operator) と
呼ばれる．
また，

∆ω = 0

となる微分形式 ω ∈ Ω∗(M) を調和形式 (harmonic form) と呼ぶ．

命題 5.6: Laplacianの性質

(1) ?∆ = ∆ ? . i.e. ω が調和形式 =⇒ ?ω も調和形式
(2) ∀ω, η ∈ Ωk(M) に対して (∆ω, η) = (ω, ∆η) . i.e. ∆ はエルミート作用素である．
(3) M が Riemann多様体ならば，∆ω = 0 ⇐⇒ dω = 0, δω = 0

証明 (1) 命題 5.5-(1), (2) より

?∆ = (−1)k+1δ ? δ + (−1)k d ? d = δ d ?+d δ? = ∆ ? .
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(2) 命題 5.4と内積の対称性より

(∆ω, η) = (d δω, η) + (η, δ dω)

= (δω, δη) + (dη , dω) (5.5.1)
= (d δη, ω) + (ω, δ d η)

= (ω, ∆η) .

(3) (⇐=) は明らか．
(=⇒) M が Riemann多様体であるという仮定から，内積 ( , ) は正定値である．式 (5.5.1)より

(∆ω, ω) = (δω, δω) + (dω , dω)

であるから，内積の正定値性から ∆ω = 0 ならば δω = dω = 0 である．
�

5.5.3 Hodgeの定理

この節では，M は向き付けられたコンパクト Riemann多様体で境界がないものとする．
M 上の調和 k-形式全体の集合を

Harmk(M) :=
{
ω ∈ Ωk(M)

∣∣ ∆ω = 0
}

と書く．命題 5.6-(3) により調和形式は必ず閉形式なので

Harmk(M) ⊂ Ker
(
d : Ωk(M)→ Ωk+1(M)

)
であり，後述の de Rhamコホモロジー類 Hk

DR(M) への写像が自然に誘導される：

π : Harmk(M)→ Hk
DR(M), ω 7→ [ω]

ω ∈ Harmk(M) が完全形式である，i.e. ∃η ∈ Ωk−1, ω = dη ならば

(ω, ω) = (dη , ω) = (η, δω) = 0. =⇒ ω = 0.

であることから，π は単射であるとわかる．実は，次の事実が知られている：

定理 5.1: Hodgeの定理

自然な写像 π : Harmk(M)→ Hk
DR(M) は同型写像である．i.e. 向き付けられたコンパクト Riemann

多様体の任意の de Rhamコホモロジー類は，ただ一つの調和形式で代表される．

定理 5.1の証明には，次の定理が有用である：

定理 5.2: Hodge分解

向き付けられたコンパクト Riemann多様体の任意の k-形式は，調和形式，完全形式，双対完全形式
の和として一意的に分解される：

Ωk(M) = Harmk(M)⊕ dΩk−1(M)⊕ δΩk+1(M)
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第 6章

ホモロジー・de Rhamコホモロジーの紹介

6.1 多様体のホモロジー

X を位相空間とする．X の l 次元ホモロジー群 Hl(X) とは，X 中の「l 次元のサイクル」と呼ばれる量
が本質的に何個あるかを示すものである．ホモロジーの定義は何通りか知られているが，一般に l 単体と呼ば
れる単位に分割し，組み合わせ的な構造を利用して定義する．本章ではごく部分的に多様体上のホモロジーと
de Rham コホモロジーを紹介する．詳細は [9, 第 3章]や [4, Chapter 17, 18]を参照されたし．

6.1.1 単体・三角形分割

手始めに，まず l 単体を定義しよう．

定義 6.1: l-単体

RN の l + 1 個の点 v0, v1, . . . , vl は，l 個のベクトル vi − v0 (i = 1, . . . l) が線型独立のとき，一般
の位置にあるという．
一般の位置にある l + 1 個の点の集合 σ = {v0, . . . , vl} に対して，それらの点を含む最小の凸集合

|σ| :=
{
a0v0 + · · ·+ alvl

∣∣ ai ≥ 0, a0 + · · ·+ al = 1
}

を l-単体 (l-simplex) と呼ぶ．σ の空でない部分集合 τ ⊂ σ に対して，単体 |τ | のことを |σ| の辺
(face) と呼ぶ．
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定義 6.2: 単体複体

RN の中の単体の集合K は，次の条件を充たすとき (Euclid)単体複体 (Euclidean simplicial complex)
と呼ぶ：

(1) |σ| ∈ K ならば |σ| の任意の辺はまた K に属する．
(2) 二つの単体 |σ|, |τ | ∈ K が空でない共通部分を持つならば |σ| ∩ |τ | は |σ| と |τ | の共通の辺で
ある．

(3) ∀|σ| ∈ K の任意の点 x ∈ |σ| に対して，x 開近傍 U を適切に取れば U と交わる K の単体は
有限個しか存在しないようにできる．

定義 6.3: 多面体・三角形分割

単体複体 K に対して，集合

|K| :=
⋃

|σ|∈K

|σ|

を定める．|K| ⊂ RN を多面体 (polyhedron) と呼ぶ．
位相空間 X に対して適当な単体複体 K を選び，同相写像 t : |K| ≈−→ X が与えられたとき，同相写像
t を X の三角形分割 (triangulation) と呼ぶ．

6.1.2 ホモロジー群

定義 6.4: 単体の向き

l 単体 |σ| の頂点 {v0, . . . , vl} の順序付き添字 I = (i0, . . . , il) 全体の集合 I に以下の同値関係を定
める：

∼ :=
{
(I, J) ∈ I × I

∣∣ ∃τ ∈ Sl+1 s.t.偶置換, I = τJ
}

このとき，I ∈ I の ∼ による同値類 [I] のことを単体 |σ| の向き (orientation) と呼ぶ．
単体 |σ| に向きが指定されているとき，σ の同値類を向き付けられた単体と呼び，〈σ〉 と表す．頂点
が I = (i0, . . . , il) によって向き付けられているとき，対応する向き付けられた単体を 〈vi0 · · · vil〉 と
書く．

定義 6.5: l-chain

単体複体 K = {|σ|i} の各単体に向きを指定し，それぞれ 〈σi〉 とする．K の l-単体 〈σi〉l 全体によっ
て生成される自由加群を K の l次元鎖群 Cl(K) と呼び，Cl(K) の元を l-チェイン と呼ぶ．

∀c ∈ Cl(K) は形式和として

c =
∑
i∈Il

ci 〈σi〉l , ci ∈ Z
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と書かれる．群 Cl(K) の二項演算 +，単位元 0，逆元 −cはそれぞれ

c+ c′ :=
∑
i

(ci + c′i) 〈σi〉l ,

0 :=
∑
i

0 〈σi〉l ,

−c :=
∑
i

(−ci) 〈σi〉l

である．ただし，〈σi〉l と反対に向き付けられた l 単体は (−1) 〈σi〉l ∈ Cl(K) と同一視する．このとき，自
然に

Cl(K) ∼=
⊕
Il

Z

である．

定義 6.6: 境界作用素

準同型写像

∂l : Cl(K)→ Cl−1(K)

を向き付けられた各 l-単体上

∂l 〈v0v1 · · · vl〉 :=
l∑
i=0

(−1)i 〈v0 · · · v̂i · · · vl〉

と定義する．ただし，v̂i は vi を省くことを意味する．

命題 6.1: 境界の境界

∂l ◦ ∂l+1 = 0

証明 ∂l は Cl(K) 上の線型作用素なので生成元 σ := 〈v0v1 · · · vl+1〉 ∈ Cl+1(K) に対して示せば十分．l = 0

のときは自明なので l > 0 とする．

∂l ◦ ∂l+1σ

=
l+1∑
i=0

(−1)i∂l 〈v0 · · · v̂i · · · vl+1〉

=

l+1∑
i=0

(−1)i
i−1∑
j=0

(−1)j 〈v0 · · · v̂j · · · v̂i · · · vl+1〉+
l+1∑
j=i+1

(−1)j−1 〈v0 · · · v̂i · · · v̂j · · · vl+1〉


=
∑
i>j

(−1)i+j 〈v0 · · · v̂j · · · v̂i · · · vl+1〉 −
∑
i<j

(−1)i+j 〈v0 · · · v̂i · · · v̂j · · · vl+1〉 = 0.

�
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命題 6.1より，

Zl(K) :=
{
c ∈ Cl(K)

∣∣ ∂lc = 0
}
= Ker ∂l

Bl(K) :=
{
∂l+1c ∈ Cl(K)

∣∣ c ∈ Cl+1(K)
}
= Im ∂l+1

とおくと

Bl(K) ⊂ Zl(K)

となる．

! Zl(K) を l-輪体群もしくはサイクル，Bl(K) を l-境界輪体群もしくはバウンダリーと呼ぶ．

定義 6.7: ホモロジー群

上で定義した Zl(K), Bl(K) に対して，部分群の剰余類を考えることにより

Hl(K) := Zl(K)/Bl(K)

は商群を作る．これを K の l 次元ホモロジー群と呼ぶ．

定理 6.1: ホモロジー群は位相不変量

ホモロジー群は位相不変量である．i.e. 位相空間 X, Y が互いに同相であるとし，それぞれの三角形
分割 f : |K| ≈−→ X, g : |L| ≈−→ Y を与える．このとき

Hl(K) ∼= Hl(L) (l = 0, 1, . . . )

が成り立つ．

6.2 de Rhamコホモロジー

6.2.1 特異ホモロジー

定義 6.8: 標準 k-単体

Rk の部分集合

∆k :=
{
(x1, . . . , xk) ∈ Rk

∣∣ xi ≥ 0, x1 + · · ·+ xk ≤ 1
}

は標準 k-単体 (standard k-simplex) と呼ばれる．
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定義 6.9: C∞ 特異 k-単体

C∞ 多様体 M に対して，任意の C∞ 写像

σ : ∆k → X

を X の C∞ 特異 k 単体 (singular k-simplex) と呼ぶ．M の C∞ 特異 k 単体全体によって生成され
る自由加群を Sk(X) と書き，その元を M の C∞ 特異 k-チェインと呼ぶ．

定義 6.10: 境界作用素

i = 0, . . . , k に対して連続写像 εi : ∆
k−1 → ∆k を

ε0(x1, . . . , xk−1) :=

(
1−

k−1∑
i=1

xi, x1, . . . , xk−1

)
,

εi(x1, . . . , xk−1) := (x1, . . . , xi−1, 0, xi, xk−1)

と定義する．このとき，境界作用素

∂ : Sk(M)→ Sk−1(M)

を次のように定義する：

∂σ :=

k∑
i=0

(−1)iσ ◦ εi

サイクル Zk(M) および k-境界輪体群 Bk(M) を

Zk(M) := Ker ∂k

Bk(M) := Im ∂k+1

と定めると，相変わらず ∂ ◦ ∂ = 0 であるから Bk(M) ⊂ Zk(M) が従う．故に部分群の剰余類を考えること
ができる：

定義 6.11: 特異ホモロジー群

Bk(M), Zk(M) に対して，商群

Hk(M) := Zk(M)/Bk(M)

を M の特異ホモロジー群と呼ぶ．

6.2.2 微分形式のチェイン積分と Stokesの定理

M を C∞ 多様体，S•(M) := {Sk(M), ∂} を M の C∞ 特異チェイン複体とする．
M の特異 k 単体

σ : ∆k →M

141



は C∞写像であるから，k-形式 ω ∈ Ωk(M) の引き戻し（命題 4.2付近を参照）σ∗ω ∈ Ωk(∆k) が定義される．

定義 6.12: 特異 k 単体上の積分

ω ∈ Ωk(M) の σ 上の積分を ∫
σ

ω :=

∫
∆k

σ∗ω

により定義する．右辺はただの k-中積分である．
一般の C∞ 特異 k-チェイン c ∈ Sk(M) が c =

∑
i aisi と表示されているときは∫

c

ω :=
∑
i

ai

∫
σi

ω

と定義する．

定理 6.2: チェイン上の Stokesの定理

C∞ 多様体 M の特異 k-チェイン c ∈ Sk(M) と k − 1-形式 ω ∈ Ωk−1(M) に対し，以下の等式が成
立する： ∫

c

dω =

∫
∂c

ω.

6.3 de Rhamの定理

6.3.1 de Rhamコホモロジー

定義 6.13: 閉形式・完全形式

k-形式 ω ∈ Ωk(M) は

• dω = 0 のとき閉形式 (closed form)
• ∃η ∈ Ωk−1(M), ω = dη のとき完全形式 (exact form)

と呼ばれる．

M 上の閉じた k -形式全体を Zk(M) ，完全な k-形式全体を Bk(M) と書く：

Zk(M) := Ker
(
d : Ωk(M)→ Ωk+1(M)

)
,

Bk(M) := Im
(
d : Ωk−1(M)→ Ωk(M)

)
.

d ◦ d = 0 なので，Bk(M) ⊂ Zk(M) である．
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定義 6.14: de Rhamコホモロジー群

Ωk(M) の部分ベクトル空間 Bk(M), Zk(M) に対して，商空間

Hk
DR(M) := Zk(M)/Bk(M)

はM の k 次 de Rhamコホモロジー群と呼ばれる．
k -形式 ω ∈ Ωk(M) に対し，それを代表元に持つ剰余類 [ω] ∈ Hk

DR(M) を ω の表す de Rhamコ
ホモロジー類と呼ぶ．

H•
DR(M) :=

n⊕
k=0

Hk
DR(M)

を M の de Rhamコホモロジー群と呼ぶ．

x ∈ Hk
DR(M), y ∈ H l

DR(M) が ω ∈ Ωk(M), η ∈ Ωl(M) によって x = [ω], y = [η] と書かれるとき，
H•

DR(M) 上の積 · : H•
DR(M)×H•

DR(M)→ H•
DR(M) を以下のように定義する：

x · y := [ω ∧ η] ∈ Hk+l
DR (M)

このとき二項演算 · は well-definedである，i.e. ω, η の取り方によらない．
上で定義した積構造の入った

(
H•

DR(M), ·
)
のことを M の de Rhamコホモロジー代数と呼ぶ．

6.3.2 de Rhamの定理

コホモロジー群とホモロジー群は，Stokesの定理によって双対性を持つ．
C∞多様体M およびM の C∞特異 r-チェイン Sk(M)を与える．∀c ∈ Sk(M), ∀ω ∈ Ωk(M) (1 ≤ k ≤ n)

をとる．ここで双対内積 (duality pairing) を

〈 , 〉 : Sk(M)× Ωk(M)→ R, (c, ω) 7→
∫
c

ω

と定義する．このとき 〈c, ω〉 は双線型であり，〈 , ω〉 : Sk(M)→ R, 〈c, 〉 : Ωk(M)→ R はどちらも線型写像
である：

〈c1 + c2, ω〉 =
∫
c1+c2

ω =

∫
c1

ω +

∫
c2

ω = 〈c1, ω〉+ 〈c2, ω〉

〈c, ω1 + ω2〉 =
∫
c

(ω1 + ω2) =

∫
c

ω1 +

∫
c

ω2 = 〈c, ω1〉+ 〈c, ω2〉

Stokesの定理は

〈c, dω〉 = 〈∂c, ω〉

と書かれ，この意味で d と ∂ は互いに随伴写像である．
duality pairing 〈 , 〉 は内積 Λ: Hk(M)×Hk

DR(M)→ R を誘導する．それは以下のように定義される：

Λ
(
[c], [ω]

)
:= 〈c, dω〉
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定義 6.3.2は well-definedである．

定理 6.3: Poincaré双対

M がコンパクトな C∞ 多様体ならば Hk(M), Hk
DR(M) はともに有限次元である．さらに写像

Λ: Hk(M)×Hk
DR(M)→ R

は双線型かつ非退化である．i.e. Hr(M) =
(
Hk

DR(M)
)∗（双対ベクトル空間）である．

補題 6.1: Poincaréの補題

Rn の de Rhamコホモロジーは自明である：

Hk
DR(Rn) = Hk

DR(一点 p0 ∈ Rn) =

{
R : k = 0

0 : k > 0

i.e. ω ∈ Ωk(R) を任意の閉形式とすると，ある k − 1 形式 η が存在して ω = dη を充たす．
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第 7章

Riemann幾何学の紹介

7.1 多脚場

計量 g の表現行列 [ gµν ] は多様体 M の各点 p ∈M において対称行列なので，直交行列を用いて対角化す
ることができる．さらにスケール変換を施すことで，指数 (i, j) の計量テンソルは

gµν = g̊abe
a
µe
b
ν (7.1.1)

g̊ab = diag
(
−1, . . . , −1︸ ︷︷ ︸

i

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
j

)
と分解される．eaµ は多脚場 (vierbein) と呼ばれる．この分解は双対基底 { (dxµ)p } の取り替えに対応する：

gp = gµν(dx
µ)p ⊗ (dxν)p = g̊ab

(
eaµ(dx

µ)p
)
⊗
(
ebν(dx

ν)p
)

こうして得られた T ∗
pM の新しい基底を { θ̂a } と書こう．

{ θ̂a } に双対的な TpM の基底 { êb } を θ̂a
[
êb
]
= δab を充たす接ベクトルとして定義する．自然基底からの

基底の取り替えを êa = Ea
ν

(
∂

∂xν

)
p

とおくと

δab = θ̂a
[
êb
]
= eaµ(dx

µ)p

[
Eb

ν

(
∂

∂xν

)
p

]
= eaµEb

ν(dxµ)p

[(
∂

∂xν

)
p

]
= eaµEb

νδµν = eaµEb
µ

であることがわかる．i.e. [ eaµ ] と [Eb
ν ] は互いに逆行列である*1．この事実と [ gµν ] の逆行列 [ gµν ] を使

うと，式 (7.1.1)から

Ea
µ = gµν g̊abe

b
ν

であることがわかる．さらに，共役計量に対しては

gµν = g̊abEa
µEb

ν

が成立する．

*1 逆行列の存在は，det(eaµ) =
√

(−1)i det(gµν) 6= 0 であることによって保証されている．

145



{
êa
}
は正規直交系をなす：

gp[êa, êb] = Ea
µEb

νgp

[
∂

∂xµ
,
∂

∂xν

]
= gµνEa

µEb
ν = g̊ab.

この意味で { êa } と { θ̂a } を正規直交標構 (orthonormal frame) と呼ぶ．

7.2 接続形式・曲率形式

7.2.1 接束の接続・曲率

ベクトル束 π : E → M に対して，π ◦ ξ = idM となるような C∞ 写像 ξ : M → E を切断 (section) と呼
ぶ．ベクトル束の切断全体の集合を Γ(E) と書くと，Γ(E) は C∞(M)-加群となる．
開集合 U ⊂ M 上の n 個の切断の組 { ξi | ξi : U → E } であって，∀p ∈ U において { ξi(p) } が Ep の基

底となっているものを U 上のフレーム (frame) と呼ぶ．

定義 7.1: 接続

C∞ 多様体 M のベクトル束 π : E →M の接続 (connection) とは，C∞(M)-双線型写像

∇ : X(M)× Γ(E)→ Γ(E)

であって，∀f ∈ C∞(M), ∀X ∈ X(M), ∀ξ ∈ Γ(E) に対して

(1) ∇fXξ = f∇Xξ
(2) ∇X(fξ) = f∇Xξ + (Xf)ξ

を充たすもののことを言う．∇Xξ を ξ の X による共変微分 (covariant differential) と呼ぶ．

定義 7.2: 曲率

∇ をベクトル束 π : E →M 上の接続とする．このとき，∀X, Y ∈ X(M) に対して

R(X, Y ) := ∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ]

を対応付ける写像 R を，接続 ∇ の曲率 (curvature) と呼ぶ．

補題 7.1: 曲率の性質

∀X, Y ∈ X(M), ∀f, g, h ∈ C∞(M), ∀ξ ∈ Γ(E) に対して以下が成立する：

(1) R(Y, X) = −R(X, Y )

(2) R(fX, gY )(hξ) = fghR(X, Y )(ξ)

証明 (1) Lie括弧積の定義より [Y, X] = −[X, Y ] であることと接続の定義 7.1-(2) から明らか．
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(2) 　まず，f = g ≡ 1 の場合を示す．接続の定義 7.1から

∇X∇Y (hξ) = ∇X
(
h∇Y ξ + (Y h)ξ

)
= h∇X∇Y ξ + (Xh)∇Y ξ + (Y h)∇Xξ + (XY h)ξ.

同様にして

∇Y∇X(hξ) = h∇Y∇Xξ + (Y h)∇Xξ + (Xh)∇Y ξ + (Y Xh)ξ.

となる．一方，

∇[X,Y ](hξ) = h∇[X,Y ]ξ +
(
[X,Y ]h

)
ξ = h∇[X,Y ]ξ + (XY h)ξ − (Y Xh)ξ

であるから，

R(X, Y )(hξ) = ∇X∇Y (hξ)−∇X∇Y (hξ)−∇[X,Y ](hξ)

= h
(
∇X∇Y ξ −∇Y∇Xξ −∇[X,Y ]ξ

)
= hR(X, Y )(ξ) . (7.2.1)

　次に，一般の f, g を考える．接続の定義 7.1から

R(fX gY ) = ∇fX∇gY −∇gY∇fX −∇[fX,gY ]

= f∇X
(
g∇Y

)
− g∇Y

(
f∇X

)
−∇[fX,gY ]

= fg∇X∇Y + f(Xg)∇Y − gf∇Y∇X − g(Y f)∇X −∇[fX,gY ].

Lie括弧積の公式 [fX, gY ] = fg[X,Y ] + f(Xg)Y − g(Y f)X と接続の双線型性を使うと

∇[fX,gY ] = fg∇[X,Y ] + f(Xg)∇Y − g(Y f)∇X

だから，

R(fX gY ) = fg
(
∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ]

)
= fg R(X, Y ).

式 (7.2.1)と併せて R(fX, gY )(hξ) = fghR(X, Y )(ξ) を得る．
�

! 特に Γ(TM) = X(M) であるから，接束上の接続 ∇ に対して R(X, Y )Z
(
∀X, Y, Z ∈ X(M)

)
は

(1, 3)-型テンソル場を成す．これを接続 ∇ の曲率テンソルと呼ぶ．

定義 7.3: 捩率

∇ を接束 π : TM →M 上の接続とする．このとき ∀X, Y ∈ X(M) に対して

T (X, Y ) := ∇XY −∇YX − [X,Y ] ∈ X(M)

を対応させる写像 T を捩率 (torsion) と呼ぶ．T が定義する (1, 2)-型テンソル場を捩率テンソルと
呼ぶ．
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7.2.2 微分形式による ∇, R の局所表示

∇ をベクトル束 π : E →M の接続，R をその曲率とする．

定義 7.4: 接続 1-形式

開集合 M ⊂ U 上のフレーム { ξi } ⊂ Γ(E
∣∣
U
) が与えられているとする．このとき，∀X ∈ X(U) に

対して

ωij(X)ξi := ∇Xξj

によって n2 個の ωij(X) ∈ C∞(U) を定義する．
n2 個の ωij : X(M)→ R をまとめて

ω :=
(
ωij
)

と書き，接続形式 (connection form) と呼ぶ．

接続の定義 7.1-(1)より，∀f ∈ C∞(U) に対して

ωij(fX)ξi = ∇fXξj = f∇Xξi = f ωij(X)si

が成り立つ．i.e. ωij(fX) = f ωij(X) である．X に関する加法準同型性も同様に従うので，ωij : X(U) → R
は C∞(U)-線型写像である．従って命題 4.1から ωij ∈ Ω1(U) となる．これが ω が接続 1-形式と呼ばれる所
以である．

! ω 自身は n× n 正則行列全体が作る Lie代数 gl(n) に値をとる 1-形式と見做される．

定義 7.5: 曲率 2-形式

開集合 M ⊂ U 上のフレーム { ξi } ⊂ Γ(E
∣∣
U
) が与えられているとする．このとき，∀X, Y ∈ X(U)

に対して

Ωij(X, Y )ξi := R(X, Y )(ξj)

によって n2 個の Ωij(X, Y ) ∈ C∞(U) を定義する．
n2 個の Ωij : X(M)× X(M)→ R をまとめて

Ω :=
(
ωij
)

と書き，曲率形式 (curvature form) と呼ぶ．

補題 1.1より，∀f, g ∈ C∞(U) に対して

(1) Ωij(X, Y )ξi = R(X, Y )(ξi) = −R(Y, X)(ξi) = −Ωij(Y, X)ξi

(2) Ωij(fX, gY )ξi = R(fX, gY )(ξi) = fgR(X, Y )(ξi) = fgΩij(X, Y )ξi

が成り立つ．i.e. Ωij(X, Y ) = −Ωij(X, Y ), Ωij(fX, gY ) = fgΩij(X, Y )である．従って Ωij : X(U)×X(U)→
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R は C∞(U)-双線型線型かつ交代的な写像である．故に命題 4.1 から Ωij ∈ Ω2(U) となる．この意味で
ω : X(U)× X(U)→ gl(n) は 2-形式である．

定理 7.1: Cartanの構造方程式

ベクトル束の接続形式 ω と曲率形式 Ω は以下の等式をみたす：

dω = −ω ∧ ω +Ω

成分表示で

dωij = −ωik ∧ ωkj + ωij .

証明 曲率形式の定義 7.4から

R(X, Y )(ξj) = Ωij(X, Y )ξj

一方，曲率の定義 7.2から

R(X, Y )(ξj) =
(
∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ]

)
(ξj)

= ∇Xωij(Y )ξi −∇Y ωij(X)ξi − ωij([X,Y ])ξi

= ωkj (Y )ωik(X)ξi +
(
Xωij(Y )

)
ξi

− ωkj (X)ωik(Y )ξi −
(
Y ωij(X)

)
ξi

− ωij([X,Y ])ξi

外微分の公式 4.5と外積の性質 4.1から

dωij (X, Y ) = (Xωij)(Y )− (Y ωij)(X)− ωij([X,Y ]),

ωik ∧ ωkj (X, Y ) = ωik(X)ωkj (Y )− ωik(Y )ωkj (X)

なので，

Ωij(X, Y )ξj = R(X, Y )(ξj) =
(
dωij (X, Y ) + ωik ∧ ωkj (X, Y )

)
ξi.

�

系 7.2:（第 2）Bianchiの恒等式

接続形式 ω と曲率形式 Ω に対して以下の恒等式が成り立つ：

dΩ + ω ∧ Ω− Ω ∧ ω = 0

成分表示で

dΩij + ωik ∧ Ωkj − Ωik ∧ ωkj = 0

証明 構造方程式 7.1の両辺の外微分をとることで，

0 = −dω ∧ ω − (−1)ω ∧ dω + dΩ

= ω ∧ ω ∧ ω − Ω ∧ ω − ω ∧ ω ∧ ω + ω ∧ Ω+ dΩ

= dΩ + ω ∧ Ω− Ω ∧ ω.
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�

7.3 Levi-Civita接続

定義 7.6: 計量接続

（擬）Riemann多様体M が計量 〈 , 〉 : X(M)×X(M)→ C∞(M)を持つとする．M の接束 π : TM →
M 上の接続 ∇ が計量と両立する (compatible) 接続，あるいは計量接続 (metric connection) である
とは，∇ が ∀X, Y, Z ∈ X(M) に対して以下の条件を充たすことを言う：

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y, ∇XZ〉

命題 7.1:

（擬）Riemann多様体M と，その座標近傍 U をとる．{ êa }を TU の正規直交標構，{ θ̂a } ⊂ Ω1(U)を
その双対基底とする．このとき以下の 2条件を充たすような U 上の 1-形式 ω := (ωab) : X(U)→ gl(n)

がただ一つ存在する：

(1) ωab = −ωba
(2) dθ̂a = −ωab ∧ θ̂b

証明 まず，dθ̂a ∈ Ω2(U) を命題??の正規直交基底で展開する：

dθ̂a =
1

2
αabc θ̂

b ∧ θ̂c, αabc = −αacb

θ̂b ∧ θ̂c の線型独立性から，展開係数 αabc は一意に定まる．
次に，ωab を

ωab = βabc θ̂
c

と表示し，命題の条件を充たすように βabc を決めることにする．まず，条件 (1) から

βabc = −βbac (7.3.1)

が必要である．また，

ωab ∧ θ̂b = −βabc θ̂b ∧ θ̂c

だから，条件 (2) を充たすには

1

2
αabc θ̂

b ∧ θ̂c = βabc θ̂
b ∧ θ̂c

⇐⇒ αabc = βabc − βacb (7.3.2)

が必要である．
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ここで，式 (7.3.2)の添字を交換することで

αabc = βabc − βacb
αbac = βbac − βbca
αcba = βcba − βcab

を得る．式 (7.3.1)を用いて整理すると

αabc = βabc − βacb
αbac = −βabc − βbca
αcba = −βbca + βacb

だから，これを βabc について解くと

βabc =
1

2

(
αabc − αbac + αcba

)
を得る．右辺は一意に定まるので左辺も一意に定まる，i.e. ωab は一意に定まる． �

命題 7.1で存在が示された 1-形式 ω = (ωab) を接続形式とする TU 上の接続 ∇ : X(U) × X(U) → X(U)

が

∇êb := ωab ⊗ êa

と定義される．命題 7.1の条件 (1) より，このとき ∇ は計量と両立する．
接束 TU の接続 ∇ は，余接束 T ∗U の接続 ∇∗ を誘導する．今回の場合は

∇∗θ̂a := −ωab ⊗ θ̂b

である．従って，命題 7.1の条件 (2) は合成写像

Γ(T ∗U) = Ω1(U)
∇∗

−−→ Γ(T ∗U ⊗ T ∗U)
∧−→ Γ

(
Ω2(T ∗U)

)
= Ω2(U)

が θ̂a を dθ̂a に移すことを主張している．

定理 7.3: Levi-Civita接続（接続形式）

任意の（擬）Riemann 多様体の接束は，その（擬）Riemann 計量と両立し，かつ合成写像 ∧ ◦ ∇∗

が外微分 d と一致するようなただ一つの接続 ∇ を持つ．この ∇ を Levi-Civita接続 (Levi-Civita
connection) と呼ぶ．

7.4 接続係数による定式化
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定理 7.4: Levi-Civita接続（接続係数）

任意の（擬）Riemann多様体 M には，その（擬）Riemann計量 〈 , 〉 : X(M) × X(M) → C∞(M)

と両立する対称接続 ∇ がただ一つ存在する．i.e. ∇ は ∀X, Y, Z ∈ X(M), ∀f ∈ C∞(M) に対して

(1) ∇XY −∇YX − [X,Y ] = T (X, Y ) = 0

(2) X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y, ∇XZ〉

を充たす．このような ∇ を Levi-Civita接続と呼ぶ．

補題 7.2:

(0, 1)-型テンソル場 α : X(M) → C∞(M) が α ∈ HomC∞(M)

(
X(M), C∞(M)

)
であるならば，

V ∈ X(M) であって α(X) = 〈V, X〉, ∀X ∈ X(M) であるものがただ一つ存在する．

証明 M のチャート (U ; xµ) に対して α を α = αµ dx
µ と局所表示する．このとき，V := gµναν∂µ が求め

るベクトル場である． �

証明 題意を充たす接続 ∇ が存在すると仮定する．このとき条件 (2) より

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y, ∇XZ〉
Y 〈Z, X〉 = 〈∇Y Z, X〉+ 〈Z, ∇YX〉
Z〈X, Y 〉 = 〈∇ZX, Y 〉+ 〈X, ∇ZY 〉

が成立する．これを 〈∇XY, Z〉 について解いて条件 (1) を用いると

〈∇XY, Z〉 =
1

2

(
X〈Y, Z〉+ Y 〈Z, X〉 − Z〈X, Y 〉

+ 〈[X,Y ], Z〉 − 〈[Y, Z], X〉+ 〈[Z,X], Y 〉
)

(7.4.1)

となるから，補題 7.2より ∇XY は一意である．
次に，∇ が存在することを示す．実際，∀X, Y ∈ X(M) に対して α : X(M)→ C∞(M) を，α(Z) として

式 (7.4.1)の右辺によって定義する．この α は C∞(f)-線型なので α(Z) = 〈∇XY, Z〉 なる ∇XY ∈ X(M)

が存在する．この ∇XY が接続の定義 7.1および条件 (1), (2) を充たすことは，Lie括弧積の性質から直接示
される． �

Levi-Civita接続 ∇ に対して，

X(M)× X(M)→ X(M), (X, Y ) 7→ ∇XY

と定義される写像は Y に関して C∞(M)-線型でないため，C∞(M)-加群としては (1, 2)-型テンソル場
ではない．
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定義 7.7: 接続係数

M のチャート (U ; xµ) に対して，n3 個の C∞ 関数 Γµνλ : U → R が

Γµνλ∂µ := ∇∂ν∂λ

として定まる．これを接続係数，もしくは Christoffel記号と呼ぶ．

Christoffel記号を使って共変微分 ∇XY を成分表示すると，接続の定義 7.1-(2) に注意*2して

∇XY = ∇Xµ∂µ(Y
ν∂ν) = Xµ∇∂µ(Y ν∂ν)

= Xµ(∂µY
ν)∂ν +XµY ν∇∂µ∂ν

=
(
X(Y ν) + Γ νµλX

µY λ
)
∂ν

となる．

7.4.1 テンソル場の共変微分

（擬）Riemann多様体 M を与える．U を M の開集合とし，T(U) :=
⊕∞

r, s=0 T
r
s(U) を U 上のテンソル

場（定義 3.13）全体が作る C∞(U)-多元環とする．C : Trs(U)→ Tr−1
s−1(U) で縮約を表す．

命題 7.2: 共偏微分の一般化

X ∈ X(U) に対して，写像

∇X : T(U)→ T(U)

であって次の条件を充たすものが一意に存在する：

(1) ∇X はテンソル場の型を保つ R-線型写像であり，∀T, T ′ ∈ T(U) に対して

∇X
(
T ⊗ T ′) = ∇XT ⊗ T ′ + T ⊗∇XT ′,

∇XC(T ) = C
(
∇XT

)
を充たす．i.e. ∇X は微分である．

(2) ∇X は T0
0(U) = C∞(U) 上

∇Xf := Xf, ∀C∞(U)

であり，T1
0(U) = X(U) 上は Levi-Civita接続による共変微分である．

(3) V ⊂ U を開集合とすると， (∇XT )
∣∣
V
= ∇X|

V

(
T
∣∣
V

)
証明 まず，T0

1(U) = Ω1(U) への作用を構成する．duality pairing 〈 , 〉 : Ω1(U)×X(U)→ C∞(U) は (1, 1)-

*2 X, Y はベクトル場なので，自然基底ベクトル場 ∂µ ∈ X(U) による展開係数は C∞ 関数である．
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型テンソル場を作り，定義から ∀ω ∈ Ω1(U), ∀Y ∈ X(U) に対して 〈ω, Y 〉 = ω ⊗ Y であるから，条件 (1)
により

∇X〈ω, Y 〉 = 〈∇Xω, Y 〉+ 〈ω, ∇XY 〉

でなくてはならない．一方，条件 (2) から

∇X〈ω, Y 〉 = X
(
〈ω, Y 〉

)
である．従って ∇Xω ∈ Ω1(U) は，与えられた ω に対して 〈ω, Y 〉 := ω(Y ) であったから

(∇Xω)(Y ) := X
(
ω(Y )

)
− ω

(
∇XY

)
, ∀Y ∈ X(U)

と定義される．これは一意的であり，(3) を充たす．
次に，ω ∈ T0

s(U) の場合を構成する．s = 1 の場合と同様に ∀Y1, . . . , Ys ∈ X(U) に対して(
∇Xω

)
(Y1, . . . , Ys) := X

(
ω(X1, . . . , Xs)

)
−

s∑
i=1

ω
(
Y1, . . . , ∇XYi, . . . , Ys

)
と ∇Xω ∈ T0

s(U) を定義すればよい．
最後に，T ∈ Trs(U)の場合を構成する．定義??から ω1, . . . , ωr ∈ Ω1(U)に対して T (ω1, . . . , ωr) ∈ T0

s(U)

になることを考慮して (
∇XT

)
(ω1, . . . , ωr) := ∇XT

(
ω1, . . . , ωr

)
−

r∑
i=1

T
(
ω1, . . . , ∇Xωi, . . . , ωs

)
と
(
∇XT

)
(ω1, . . . , ωr) ∈ T0

s(U) を定義すればよい． �

7.4.2 曲線に沿った共変微分

C∞ 曲線 c : [a, b]→M を与える．
C∞ 曲線 c に沿ったベクトル場 Y (t) を考える．i.e. ∀t ∈ [a, b] に対して

Y (t) ∈ Tc(t)M

であり，かつ

Y (t) ◦ c : [a, b]→ TM

が C∞ 級写像である状況である．このとき ċ(t) ∈ TM だから ∇ċ(t) を考えることができる．各点 c(t) ∈ M
において丁寧に計算すると(

∇ċ(t)Y
)(
c(t)
)

=
d

dt
(xµ ◦ c)(t)

(
∂

∂xµ

)
c(t)

[Y ν(t)]

(
∂

∂xν

)
c(t)

+ Γ νµλ
(
c(t)
) d
dt

(xµ ◦ c)(t)Y λ(t)
(

∂

∂xν

)
c(t)

=

(
dY ν

dt
(t) + Γ νµλ

(
c(t)
)
ẋµ(t)Y λ(t)

)
(∂ν)c(t)
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なので，結局

∇ċ(t)Y =

(
dY ν

dt
+ Γ νµλẋ

µY λ
)
∂ν

とわかった．

定義 7.8: 平行

C∞ 曲線 c : [a, b]→M に沿ったベクトル場 Y (t) が c に沿って平行であるとは，

∇ċ(t)Y ≡ 0

であることを言う．

定義 7.8をチャート (U ; xµ) に関して局所表示すると

dY ν

dt
+ Γ νµλẋ

µY λ = 0 (µ = 1, . . . , n)

なる 1階線形常微分方程式系が得られる．常微分方程式の一般論から，c に沿って平行な C∞ 級のベクトル場
Y (t) であって，初期条件 Y (a) = u ∈ Tc(a)M を充たすものがただ一つ存在する．解の線形性も考慮すると，
写像

Tc(a)M 3 u 7→ Y ∈ TM

は単射な線型写像である．特に，線型写像

P (c) : Tc(a)M → Tc(b)M, u 7→ Y (b)

を c に沿った平行移動と呼ぶ．P (c) は全単射であり，これによって Tc(a)M ∼= Tc(b)M である．また，
Levi-Civita接続の定義 7.4-(2) から P (c) は内積を保つ．

異なる 2点 p, q ∈M を結ぶ C∞ 曲線 c が与えられれば，Levi-Civita接続により接空間 TpM, TqM

の間に計量同型写像が存在する．

7.4.3 測地線

定義 7.9: 測地線

（擬）Riemann多様体の上に Levi-Civita接続 ∇ を与える．C∞ 曲線 c : [a, b]→M が以下の条件を
充たすとき，c は測地線 (geodesic) と呼ばれる：

∇ċ(t)ċ(t) = 0.

定義 7.9は，「接ベクトル場 ċ が c 自身に沿って平行である」ことを定式化したものである．
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第 8章

複素多様体の紹介

この章の内容は [2, 3.4]によるところが大きい．
複素関数 f : Cm → Cが正則 (holomorphic)であるとは，f(z1, . . . , zm) = f1(x

1, . . . , xm; y1, . . . , ym)+

if2(x
1, . . . , xm; y1, . . . , ym) が各変数 zµ = xµ + iyµ に関して Cauchy-Riemann の関係式

∂f1
∂xµ

=
∂f2
∂yµ

,
∂f2
∂xµ

= − ∂f1
∂yµ

を充たすことを言う．
写像 (f1, . . . , fn) : Cm → Cn は，各関数 fλ が正則であるとき正則であると言う．
複素多様体の定義を再掲する：

定義 8.1: 複素多様体（再掲）

M を位相空間とする．集合族 S = {(Uλ, ϕλ) | ϕλ : Uλ
≈−→ Cm}λ∈Λ が与えられ，{Uλ }λ∈Λ が M の

開被覆になっており，かつその全ての座標変換 fβα = ϕβ ◦ ϕ−1
α が正則であるとき，M は複素多様体

と呼ばれる．
座標近傍が Cm と同相のとき，m を複素次元と呼んで dimCM = m と書く．実次元 2m は単に
dimM = 2m と書く．

M のアトラスの上には，定義 2.6で定めた同値関係が定まる．

定義 8.2: 複素構造

複素多様体 M のアトラス S を与える．定義 2.6で定めた同値関係による S の同値類 [S] を M の複
素構造 (complex structure) と呼ぶ．

8.1 複素化の概要
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複素次元 m の複素多様体 M のチャート (U ; zµ) をとる．2m 個の接ベクトルを

∂

∂zµ
:=

1

2

(
∂

∂xµ
− i

∂

∂yµ

)
∂

∂z̄µ
:=

1

2

(
∂

∂xµ
+ i

∂

∂yµ

)

と定義し，対応する双対ベクトルを

dzν := dxν + i dyν

dz̄ν := dxν − i dyν

と定義する．このとき，C∞ 関数 f の外微分は

df =
∑
µ

(
∂f1
∂xµ

dxµ +
∂f1
∂yµ

dyµ
)
+ i
∑
µ

(
∂f2
∂xµ

dxµ +
∂f2
∂yµ

dyµ
)

=
∑
µ

∂f

∂zµ
dzµ +

∑
µ

∂f

∂z̄µ
dz̄µ

と書かれる．

∂f :=
∑
µ

∂f

∂zµ
dzµ

∂f :=
∑
µ

∂f

∂z̄µ
dz̄µ

とおけば df = ∂f + ∂f である．1変数正則関数 f(z) の場合，Cauchy-Riemannの関係式から

∂f =
∂f

∂z̄
dz̄ = 0

であった．これは m 変数正則関数 f の場合に一般化され，

∂f

∂z̄µ
= 0 (1 ≤ ∀µ ≤ m)

あるいは ∂f = 0 となる．
別のチャート (V ; wν) をとると，座標変換は正則である．故に U ∩ V 上で

dwµ = ∂wµ + ∂wµ = ∂wµ =
∑
ν

∂wµ

∂zν
dzν ,

dw̄µ = ∂w̄µ + ∂w̄µ = ∂w̄µ =
∑
ν

∂w̄µ

∂z̄ν
dz̄ν

が成立する．従って，

T 1, 0M := Span

{
∂

∂zµ

}
, T 0, 1M := Span

{
∂

∂z̄µ

}
T 1, 0∗M := Span {dzµ} , T 0, 1∗M := Span {dz̄µ}
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と定義すると直和分解

TM ⊗ C = T 1, 0M ⊕ T 0, 1M

TM∗ ⊗ C = T 1, 0∗M ⊕ T 0, 1∗M

が成立する．

8.1.1 Dolbeault作用素

複素 r-形式の基底は p 個の dzµ と q 個の dz̄µ がWedge積で結合したものである（ただし r = p + q）．
対 (p, q) のことを双次数と呼ぶ．双次数 (p, q) の複素 r 形式全体の集合を Ωp, q(M) と書くと，直和分解

Ωr(M)C =
⊕
p+q=r

Ωp, q(M)

が成り立つ．
先ほど定義した ∂ : Ω0, 0(M)→ Ω1, 0(M), ∂̄ : Ω0, 0(M)→ Ω0, 1(M) は，次のように一般化される：

∂ : Ωp, q(M)→ Ωp+1, q(M), ∂̄ : Ωp, q(M)→ Ωp, q+1(M)

このような ∂, ∂̄ は Dolbeault 作用素と呼ばれる．Dolbeault 作用素によって，複素 p + q-形式の外微分
d : Ωp+q(M)C → Ωp+q+1(M)C は

d = ∂ + ∂̄

と分解される．
Hodge作用素は

? : Ωp, q(M)→ Ωm−p,m−q

と作用する．定義 5.7を参照すると，複素 Riemann多様体 M の外微分 d の随伴作用素は

δ = − ? d ? : Ωp+q(M)C → Ωp+q−1(M)C

と定義される．Dolbeaut作用素の随伴

∂† : Ωp, q(M)→ Ωp−1, q(M), ∂̄† : Ωp, q(M)→ Ωp, q−1(M)

によって

δ = ∂† + ∂̄†

と書かれる．このとき，3通りの Laplacianが定義できる：

∆ := (d + δ)2

∆∂ := (∂ + ∂†)2

∆∂̄ := (∂̄ + ∂̄†)2

一般に，これらの間に特別な関係はない．
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8.1.2 概複素構造

多様体 M は，線型写像 J : TM → TM であって J2 = −1 を充たす J が大域的に存在するとき，概複素
構造 (almost complex structure) を持つという．奇数次元の多様体が概複素構造を持つことはない．
任意の複素多様体 M が概複素構造を持つことを確認する．M の各点 p と，それを含むチャート (U ; zµ) =

(U ; xµ; yµ) をとる．において，線型写像 Jp : TpM → TpM を

Jp

(
∂

∂xµ

)
:=

∂

∂yµ
, Jp

(
∂

∂yµ

)
= − ∂

∂xµ

で定義する．定義から (Jp)
2 = −1p であることは明らか．

別のチャート (V ; wµ) = (V ; uµ, vµ) をとり wµ = uµ + ivµ とすると，Cauchy-Riemannの関係式から

Jp

(
∂

∂uµ

)
= Jp

(
∂xν

∂uµ
∂

∂xν
+
∂yν

∂uµ
∂

∂yν

)
=
∂xν

∂vµ
∂

∂yν
+

(
−∂y

ν

∂vµ

)(
− ∂

∂xν

)
=

∂

∂vµ

Jp

(
∂

∂vµ

)
= Jp

(
∂xν

∂vµ
∂

∂xν
+
∂yν

∂vµ
∂

∂yν

)
= −∂x

ν

∂uµ
∂

∂yν
+
∂yν

∂uµ

(
− ∂

∂xν

)
= − ∂

∂uµ

が成立するため，Jp の作用はチャートの取り方によらない．ゆえに，Jp の表現行列はチャートの取り方によ
らずに (

0 Im
−Im 0

)
である．Jp は，その構成からわかるように ∀p ∈ M で定義でき，それらを集めた J = { Jp | p ∈ M } は M

上至る所 C∞ 級である．故に J ∈ T2
0(M) であり，M の外複素構造を定める．

8.1.3 Kähler多様体

複素多様体 M の Riemann計量 g が，∀p ∈M と ∀X, Y ∈ TpM に対して

gp(JpX, JpY ) = gp(X, Y )

を充たすとき，g はHermite計量と呼ばれる．このとき，組 (M, g) をHermite多様体と呼ぶ．任意の複
素多様体 (M, g) は，

ĝp(X, Y ) :=
1

2

(
gp(X, Y ) + gp(JpX, JpY )

)
として新しい計量 ĝ を定義することで Hermite多様体になる．

複素多様体 =⇒ Hermite多様体

Hermite多様体 (M, g) 上には自然に

K :=
i

2
gµν̄ dz

µ ∧ dz̄ν

なる 2-形式が定義される．K をKähker形式と呼ぶ．K は実形式である．
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定義 8.3: Kähker多様体

Hermite多様体 (M, g) であって，その Kähler形式 K が閉形式であるものを言う．i.e. dK = 0. こ
のとき，計量 g は M の Kähler計量と呼ばれる．

例えば，dimC M = 1 の任意の複素多様体 (M, g) は Kähler多様体である．M の Kähler形式 K は実 2-
形式だから，その外微分 dK は 3-形式であり，dimM = 2 であることから 0 になるのである．1次元コンパ
クト複素多様体はRiemann面と呼ばれる．
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第 9章

ファイバー束

二つの C∞ 多様体 B, N が与えられたとしよう．B を底空間，F をファイバーと呼ぶことにする．このと
き，大雑把に言うと，局所的に積多様体*1 B × F と同一視される C∞ 多様体 E のことを F をファイバーと
する B 上のファイバー束と呼ぶ．もう少し真面目に言うと，M のチャート (Ui, ϕ) をとってきたときに積多
様体

Ui × F (9.0.1)

と E の開集合との間に微分同相写像が存在することである．
しかし，これだけだと E の大域的な幾何構造が見えてこない．情報の欠落をなんとかするには M の開被

覆 {Ui} に関して局所的な積多様体 (9.0.1) の構造を張り合わせる必要がある．そのために，我々は全ての
Ui ∩ Uj 6= ∅ 上において，変換関数 {Φij} を

Φij : F |Ui
→ F |Uj

として用意する．変換関数の構成の如何によっては，ファイバー束 E の大域的な幾何構造は極めて複雑なも
のになりうる．
これだけだとよくわからないので，まず手始めに S1 を底空間とするファイバー束を具体的に構成してみよ

う．1次元実多様体 S1 の C∞ アトラス {(U+, ϕ+), (U−, ϕ−)} を次のようにとる：

U+ :=
{
eiθ
∣∣ θ ∈ (−ε, π + ε)

}
, ϕ+ : U+ → R, eiθ 7→ θ

U− :=
{
eiθ
∣∣ θ ∈ (π − ε, 2π + ε)

}
, ϕ− : U− → R, eiθ 7→ θ

ファイバー F としては 1 次元実多様体

F := [−1, 1] ⊂ R

を選ぶ．このときファイバー束 E は積多様体 U+ × F および U− × F の二部分からなり，それぞれチャート(
U+; θ, t+

)
,
(
U−; θ, t−

)
を持つ（当然だが t± ∈ [−1, 1] である）．なお，この時点では U+ × F, U− × F の「つながり方」は未定義で
ある．

*1 位相は積位相（定義 1.12）を入れるのだった．

161



ところで，S1 の開被覆 U+, U− は 2ヶ所で重なっている：

ϕ±(U+ ∩ U−) = (−ε, 0] ∪ [2π, 2π + ε) ∪ (π − ε, π + ε)

ここで，変換関数を

Φ+− : F |U− → F |U+
,

{
t+ = t− : θ ∈ (−ε, 0] ∪ [2π, 2π + ε)

t+ = t− : θ ∈ (π − ε, π + ε)

と定義することでファイバー束 E は円筒と同相に，

Φ+− : F |U− → F |U+ ,

{
t+ = t− : θ ∈ (−ε, 0] ∪ [2π, 2π + ε)

t+ = −t− : θ ∈ (π − ε, π + ε)

と定義することでファイバー束 E はMöbiusの帯と同相になる．前者は特に E ≈ S2 × F と言うことだが，
このような状況を指してファイバー束 E は自明束であると表現する．

9.1 定義の精密化

ファイバー束のイメージが掴めたところで，数学的に厳密な定義を与える．まずは変換関数を入れる前の段
階までの定式化である：
C∞ 多様体 M の微分同相群 (diffeomorphism group) DiffM とは，

• 台集合 DiffM :=
{
f : M −→M

∣∣ 微分同相写像}
• 単位元を恒等写像
• 積を写像の合成

として構成される群のことを言う．

定義 9.1: Lie群の作用

• Lie群 G の C∞ 多様体 M への左作用とは，群準同型 ρ : G −→ DiffM であって写像

I : G×M −→M, (g, x) 7−→ ρ(g)(x)

が C∞ 写像となるようなもののこと．g III x :=I (g, x) と略記する．
• Lie群 G の C∞ 多様体 M への右作用とは，群準同型 ρ : Gop −→ DiffM であって写像

J : M ×G −→M, (x, g) 7−→ ρ(g)(x)

が C∞ 写像となるようなもののこと．x JJJ g :=J (g, x) と略記する．
• Lie 群の左（resp. 右）作用が自由 (free) であるとは，∀x ∈ X, ∀g ∈ G \ {1G}, g I x 6=
x (resp. x J g 6= x) を充たすことを言う．

• Lie 群 の 左 （resp. 右） 作 用 が 効 果 的 (effective) で あ る と は， ρ : G −→
DiffM (resp. ρ : Gop −→ DiffM) が単射であることを言う．
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定義 9.2: C∞ ファイバー束

Lie群 G が C∞ 多様体 F に効果的に作用しているとする．C∞ ファイバー束 (fiber bundle) とは，

• C∞ 多様体 E, B, F

• C∞ の全射 π : E −→ B

• Lie群 G と，G の F への左作用 I : G× F −→ F

• B の開被覆
{
Uλ
}
λ∈Λ

• 微分同相写像の族 {
ϕλ : π

−1(Uλ) −→ Uλ × F
}
λ∈Λ

であって，∀λ ∈ Λ に対して図 9.1を可換にするもの．

π−1(Uλ) Uλ × F

Uλ

π

ϕ

proj1

図 9.1: 局所自明性

• C∞ 写像の族{
tαβ : B −→ G

∣∣ ∀(p, f) ∈ (Uα ∩ Uβ)× F, ϕ−1
β (p, f) = ϕ−1

α

(
p, tαβ(p) I f

) }
α, β∈Λ

の 6つのデータの組みのこと．記号としては (E, π, B, F ) や F ↪→ E
π−→ B と書く．

以下ではファイバー束と言ったら C∞ ファイバー束のことを指すようにする．ファイバー束 (E, π, B, F )

に関して，

• E を全空間 (total space)
• B を底空間 (base space)
• F をファイバー (fiber)
• π を射影 (projection)
• ϕλ を局所自明化 (local trivialization)
• tαβ を変換関数 (transition map)

と呼ぶ*2．また，射影 π による 1点集合 {b} の逆像 π−1({b}) ⊂ E のことを点 b のファイバー (fiber) と呼
び，Eb と書く．

9.2 ベクトル束

*2 紛らわしくないとき，ファイバー束 (E, π, B, F ) のことを π : E → B ，または単に E と略記することがある．
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定義 9.3: ベクトル束

ファイバーを n 次元 K-ベクトル空間 V とし，構造群を GL(n, K) とするようなファイバー束
V ↪→ E

π−→M であって，その局所自明化
{
ϕλ : π

−1(Uλ) −→ Uλ × V
}
λ∈Λ

が以下の条件を充たすも
ののことを階数 n のベクトル束 (vector bundle of rank n) と呼ぶ：

(vect-1) 　
∀λ ∈ Λ および ∀x ∈ Uλ に対して，proj2 ◦ ϕα|π−1({x}) : π

−1({x}) −→ V は K-ベクトル空間
の同型写像である．

【例 9.2.1】接束

n 次元 C∞ 多様体 M の接束は，構造群を GL(n, R) とするベクトル束 Rn ↪→ TM
π−→M である．実

際，M のチャート
(
Uλ, (x

µ)
)
に対して局所自明化は

ϕλ : π
−1(Uλ) −→ Uλ × Rn,

(
p, vµ

∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

)
7−→

(
p,

v
1

...
vn

)
となり，チャート

(
Uα, (x

µ)
)
,
(
Uβ , (y

µ)
)
に対して

ϕ−1
β

(
p, (v1, . . . , vn)

)
= ϕ−1

α

(
p,


∂x1

∂y1 (p) · · · ∂x1

∂yn (p)
...

. . .
...

∂xn

∂y1 (p) · · · ∂xn

∂yn (p)


v

1

...
vn

)

となる．故に変換関数は

tαβ(p) :=


∂x1

∂y1 (p) · · · ∂x1

∂yn (p)
...

. . .
...

∂xn

∂y1 (p) · · · ∂xn

∂yn (p)

 ∈ GL(n, R)

で，ファイバーへの構造群の左作用とはただ単に n 次元の数ベクトルに行列を左から掛けることで
ある．

9.3 束写像と C∞ 切断

定義 9.4: 束写像

ファイバー F と構造群 G を共有する二つのファイバー束 ξi = (Ei, πi, Bi, F ) を与える．

• ξ1 から ξ2 への束写像 (bundle map) とは，二つの C∞ 写像 f : B1 → B2, f̃ : E1 → E2 の組
であって図 9.2
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E1 E2

B1 B2

π1

f̃

π2

f

図 9.2: 束写像

を可換にし，かつ底空間 B1 の各点 b において，点 b のファイバー π−1
1 ({b}) ⊂ E1 への f̃ の

制限

f̃ |π−1
1 ({b}) : π

−1
1 ({b})→ f̃

(
π−1
1 ({b})

)
⊂ E2

が微分同相写像になっているもののことを言う．
• ファイバー束 ξ1 と ξ2 が同型 (isomorphic)であるとは，B1 = B2 = B であってかつ f : B → B

が恒等写像となるような束写像 f̃ : E1 → E2 が存在することを言う．記号としては ξ1 ' ξ2 と
かく．

E1 E2

B

π1

f̃

π2

図 9.3: ファイバー束の同型

• 積束 (B × F, proj1, B, F ) と同型なファイバー束を自明束 (trivial bundle) と呼ぶ．

ファイバー束 (E, π, B, F ) は，射影 π によってファイバー F の情報を失う．F を復元するためにも，
s : B → E なる写像の存在が必要であろう．

定義 9.5: C∞ 切断

ファイバー束 ξ = (E, π, B, F ) の C∞ 切断 (cross section) とは，C∞ 写像 s : B → E であって
π ◦ s = idB となるもののことを言う．

ξ の切断全体の集合を Γ(B, E) あるいは Γ(E) と書く．

9.4 変換関数によるファイバー束の構成

ξ = (E, π, B, F ) をファイバー束とする．底空間 B の開被覆 {Uλ}λ∈Λ をとると，定義 9.2 から，どの
α ∈ Λ に対しても局所自明性（図 9.4a）が成り立つ．ここでもう一つの β ∈ Λ をとり，Uα ∩ Uβ に関して局
所自明性の図式を横に並べることで，自明束 proj1 : (Uα ∩Uβ)×F → Uα ∩Uβ の束の自己同型（図 9.4c）が
得られる．
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Uα × F π−1(Uα)

Uα

proj1

ϕα

π

(a) Uα に関する局所自明性

π−1(Uβ) Uβ × F

Uβ

π

ϕβ

proj1

(b) Uβ に関する局所自明性

(Uα ∩ Uβ)× F (Uα ∩ Uβ)× F

Uα ∩ Uβ
proj1

ϕβ◦ϕ−1
α

proj1

(c) 自明束 (Uα ∩ Uβ)× F の自己同型

図 9.4: 局所自明性の結合

全ての Uα ∩ Uβ に関する変換関数の族 {tαβ} が ∀b ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ に対して条件

tαβ(b)tβγ(b) = tαγ(b) (9.4.1)

を充たすことは図式 9.4より明かである．次の命題は，ファイバー束 (E, π, B, F ) を構成する「素材」には

• 底空間となる C∞ 多様体 B

• ファイバーとなる C∞ 多様体 F

• Lie群 G と，その F への左作用 I : G× F −→ F

• B の開被覆 {Uλ}
• (9.4.1)を充たす C∞ 写像の族 {tαβ : Uβ ∩ Uα → G}α, β∈Λ

があれば十分であることを主張する：

命題 9.1: ファイバー束の構成

• C∞ 多様体 B, F

• Lie群 G と，G の F への左作用 I : G× F −→ G

• B の開被覆 {Uλ}λ∈Λ

• コサイクル条件 (9.4.1)を充たす C∞ 関数の族 {tαβ : Uβ ∩ Uα → G}

を与える．このとき，構造群 G と変換関数 {tαβ}α, β∈Λ を持つファイバー束 ξ = (E, π, B, F ) が存
在する．

証明 まず手始めに，cocycle条件 (9.4.1)より

tαα(b)tαα(b) = tαα(b), ∀b ∈ Uα

だから tαα(b) = 1G であり，また

tαβ(b)tβα(b) = tαα(b) = 1G, ∀b ∈ Uα ∩ Uβ
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だから tβα(b) = tαβ(b)
−1 である．

開被覆 {Uλ} の添字集合を Λ とする．このとき ∀λ ∈ Λ に対して，Uλ ⊂ B には底空間 B からの相対位相
を入れ，Uλ × F にはそれと F の位相との積位相を入れることで，直和位相空間

E :=
∐
λ∈Λ

Uλ × F

を作ることができる*3．E の任意の元は (λ, b, f) ∈ Λ× Uλ × F と書かれる．
さて，E 上の二項関係 ∼ を以下のように定める：

(α, b, f) ∼
(
β, b, tαβ(b) I f

)
∀b ∈ Uα ∩ Uβ , ∀f ∈ F

∼ が同値関係の公理を充たすことを確認する：

反射律 冒頭の議論から tαα(b) = 1G なので良い．
対称律 冒頭の議論から tβα(b) = tαβ(b)

−1 なので，

(α, b, f) ∼ (β, c, h)

=⇒ b = c ∈ Uα ∩ Uβ かつ f = tαβ(b) I h

=⇒ c = b ∈ Uα ∩ Uβ かつ h = tαβ(b)
−1 I f = tβα(b) I f

=⇒ (β, c, h) ∼ (α, b, f).

推移律 cocycle条件 (9.4.1)より

(α, b, f) ∼ (β, c, h) かつ (β, c, h) ∼ (γ, d, k)

=⇒ b = c ∈ Uα ∩ Uβ かつ c = d ∈ Uβ ∩ Uγ かつ f = tαβ(b) I h, h = tβγ(c) I k

=⇒ b = d ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ かつ f =
(
tαβ(b)tβγ(b)

)
I k = tαγ(b) I k

=⇒ (α, b, f) ∼ (γ, d, k).

したがって ∼ は同値関係である．∼ による E の商集合を E と書き，商写像を pr: E → E, (α, b, f) 7→
[(α, b, f)] と書くことにする．
集合 E に商位相を入れて E を位相空間にする．このとき商位相の定義から開集合 {α} × Uα × F ⊂ E は

pr によって E の開集合 pr({α} × Uα × F ) ⊂ E に移される．ゆえに E は
{
pr({α} × Uα × Vβ)

}
を座標近

傍にもつ C∞ 多様体である（ここに {Vβ} は，C∞ 多様体 F の座標近傍である）．
次に C∞ の全射 π : E −→ B を

π
(
[(α, b, f)]

)
:= b

と定義すると，これは ∀α ∈ Λ に対して微分同相写像*4

ϕα : π
−1(Uα) −→ Uα × F, [(α, b, f)] 7−→ (b, f)

による局所自明性を持つ．従って組 ξ := (E, π, B, F ) は構造群 G，局所自明化 {ϕα}α∈Λ，変換関数
{tαβ}α, β∈Λ を持つファイバー束になり，証明が終わる． �

*3 E はいわば，「貼り合わせる前の互いにバラバラな素材（局所自明束 Uα × F）」である．証明の以降の部分では，これらの「素材」
を Uα ∩ Uβ 6= ∅ の部分に関して「良い性質 (9.4.1)を持った接着剤 {tαβ}」を用いて「貼り合わせる」操作を，位相を気にしな
がら行う．

*4 逆写像は ϕ−1
α : Uα × F −→ π−1(Uα), (b, f) 7−→ [(α, b, f)] である．ϕα も ϕ−1

α も C∞ 写像の合成で書けるので C∞ 写像
である．
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9.5 主束とその同伴束

この節で導入する主束の同伴ベクトル束は，次章でゲージ場を導入する舞台となる．

定義 9.6: 主束

構造群を G に持つファイバー束 ξ = (P, π, M, G) が主束 (principal bundle) であるとは，G の G

自身への左作用が自然な左作用aであることを言う．

a つまり，g I x := gx（Lie群の積）である．

次の命題は証明の構成が極めて重要である：

命題 9.2: 主束の全空間への右作用

ξ = (P, π, M, G) を主束とする．このとき，G の全空間 P への自由な右作用が自然に定義され，そ
の軌道空間 (orbit space) P/G が M になる．

証明 ξ の局所自明化を {ϕλ }λ∈Λ，変換関数を {tαβ : Uα ∩ Uβ → G}α, β∈Λ と書く．∀u ∈ P, ∀g ∈ G をと
る．π(u) ∈ Uα となる α ∈ Λ を選び，対応する局所自明化 ϕα による u の像を ϕα(u) =: (p, h) ∈ Uα ×G
とおく*5．このとき G の P への右作用 J : P ×G −→ P を次のように定義する*6：

u J g := ϕ−1
α (p, hg) (9.5.1)

J の well-definedness 　
β 6= α に対しても π(u) ∈ Uβ であるとする．このとき ϕβ(u) = (p, h′) ∈ (Uα ∩ Uβ) × G と書けて，
また変換関数の定義から

h′ = tαβ(p)h
(
tαβ(p) ∈ G

)
である．したがって

ϕ−1
β (p, h′g) = ϕ−1

β

(
p,
(
tαβ(p)h

)
g
)
= ϕ−1

β

(
p, tαβ(p)hg

)
= ϕ−1

β ◦ (ϕβ ◦ ϕ
−1
α )(p, hg) = ϕ−1

α (p, hg)

が分かり，式 (9.5.1)の右辺は局所自明化の取り方によらない．
J は右作用 　写像 ρ : Gop −→ Diff P, g 7−→ (u 7−→ u J g) が群準同型であることを示す．

(1) u J 1G = ϕ−1
α (p, h1G) = ϕ−1

α (p, h) = u

(2) ∀g1, g2 ∈ G をとる．

u J (g1g2) = ϕ−1
α

(
p, (hg1)g2

)
= ϕ−1

α (p, hg1) J g2 = (u J g1) J g2

J は自由 　

*5 つまり，p := π(u), h := proj2 ◦ ϕα(u) と言うことである．
*6 右辺の hg は Lie群の乗法である．
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∀α ∈ Λ に対して ∀u = (p, g) ∈ π−1(Uα) をとる．u J g′ = u ならば

u J g′ = ϕ−1
α (p, gg′) = u = ϕ−1

α (p, g1G)

が成り立つが，局所自明化は全単射なので gg′ = g が言える．g は任意なので g′ = 1G が分かった．
軌道空間が M 　

∀α ∈ Λ に対して，G の右作用 (9.5.1)による U ×G の軌道空間は (U ×G)/G = U × {1G} = U と
なる．故に P 全域に対しては P/G = B となる．

�

定理 9.1:

コンパクト Hausdorff空間 P と，P に自由に作用しているコンパクト Lie群 G を与える．この時，
軌道空間への商写像

π : P −→ P/G

は主束である．

証明 �

構造群を G とするファイバー束 F ↪→ E
π−→ M が与えられたとき，命題 9.1を使うと，変換関数が共通の

主束 G ↪→ P
p−→ M が存在することがわかる．このようにして得られる主束をファイバー束 F ↪→ E

π−→ M

に同伴する (associated) 主束と呼ぶ．

【例 9.5.1】フレーム束

変換関数 {tαβ : M −→ GL(N, K)} を持つ階数 N のベクトル束 KN ↪→ E
π−→M に同伴する主束は，

例えば次のようにして構成できる：∀x ∈M に対して

Px :=
{
f ∈ Hom (KN , Ex)

∣∣ 同型写像}
とし，

P :=
∐
x∈M

Px, $ : P −→M, (x, f) 7−→ x

と定める．GL(N, K) ↪→ P
$−→M に適切な局所自明化を入れて，変換関数が {tαβ : M −→ GL(N, K)}

となるような主束を構成する．
　 ∀(x, f) ∈ Px をとる．このとき KN の標準基底を e1, . . . , eN とすると，f ∈ Hom (Kn, Ex) は
Ex の基底 f(e1), . . . , f(eN ) と同一視されるaことに注意しよう．このことに由来して，fµ := f(eµ)

とおいて f = (f1, . . . , fN ) ∈ Px と表すことにする．
　 E の局所自明化 {ϕα : π−1(Uα) −→ Uα × Kn} を与える．このとき，n 個の E の局所切断
sα1, . . . sαN ∈ Γ(E|Uα) を

sαµ(x) := ϕ−1
α (x, eµ)
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と定義すると，∀x ∈ Uα に対して sα1(x), . . . , sαN (x) が Ex の基底となるb．故に，P の局所切断
pα ∈ Γ(P |Uα

) を

pα(x) :=
(
x,
(
sα1(x), . . . , sαN (x)

))
∈ Px

により定義できる．このとき，∀(x, f) =
(
x, (f1, . . . , fN )

)
∈ $−1(Uα) に対してある g ∈ GL(N, K)

が存在して f = pα(x)g と書ける．ただし g は基底の取り替え行列で，ただ単に行列の積として右か
ら作用している．
ここで，目当ての P の局所自明化を

ψα : $
−1(Uα) −→ Uα ×GL(n, K), (x, f) =

(
x, pα(x)g

)
7−→ (x, g)

と定義する．変換関数を計算すると

ψ−1
β (x, g) =

(
x, pβ(x)g

)
=
(
x,
(
sβ1(x), . . . , sβN (x)

)
g
)

=
(
x,
(
ϕ−1
β (x, e1), . . . , ϕ

−1
β (x, eN )

)
g
)

=

(
x,
(
ϕ−1
α

(
x, tαβ(x)e1

)
, . . . , ϕ−1

α

(
x, tαβ(x)eN

))
g

)
となるが，eµ が標準基底なので

tαβ(x)eµ =


tαβ(x)

1
µ

tαβ(x)
2
µ

...
tαβ(x)

n
µ

 = eνtαβ(x)
ν
µ

が成り立つこと，およびベクトル束の定義から proj2 ◦ ϕα|Ex
: Ex −→ KN が K-ベクトル空間の同型

写像であることに注意すると(
x,
(
ϕ−1
α

(
x, tαβ(x)e1

)
, . . . , ϕ−1

α

(
x, tαβ(x)eN

))
g

)
=

(
x,
(
ϕ−1
α

(
x, eν

)
tαβ(x)

ν
1, . . . , ϕ

−1
α

(
x, eν

)
tαβ(x)

ν
N

)
g

)
=

(
x,
(
ϕ−1
α

(
x, e1

)
, . . . , ϕ−1

α

(
x, eN

))
tαβ(x)g

)
=

(
x,
(
sα1(x), . . . , sαN (x)

)
tαβ(x)g

)
=
(
x, pα(x)tαβ(x)g

)
= ψ−1

α (x, tαβ(x)g)

だとわかり，目標が達成された．この GL(N, K) ↪→ P
π−→M のことをフレーム束と呼ぶ．

a 実際 ∀v = vµeµ ∈ Kn に対して f(v) = vµf(eµ) が成り立つので，f(e1), . . . , f(eN ) ∈ Ex が指定されれば f が一
意的に決まる．

b ベクトル束の定義から proj2 ◦ ϕα|Ex : Ex −→ KN が K-ベクトル空間の同型写像であるため．
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逆に，与えられた主束を素材にして，変換関数を共有するファイバー束を構成することができる．

命題 9.3: Borel構成

G ↪→ P
π−→ M を主束とし，Lie群 G の C∞ 多様体への左作用 I : G× F −→ F を与える．(9.5.1)

で定義された G の P への右作用を J : P ×G −→ P と書く．

• 積多様体 P × F への G の新しい右作用 J : (P × F )×G −→ P × F を

(u, f)J g := (u J g, g−1 I f)

と定義し，この右作用による P × F の軌道空間を P ×G F := (P × F )/G と書く．
• 商写像 $ : P × F −→ P ×G F, (u, f) 7−→ (u, f)JG による (u, f) ∈ P × F の像を
u×G f ∈ P ×G F と書く．このとき写像

q : P ×G F −→M, u×G f 7−→ π(u)

が well-definedになる．

このとき，F ↪→ P ×G F
q−→M は構造群 G をもち，変換関数が G ↪→ P

π−→M のそれと同じである
ようなファイバー束である．

証明 q の well-definednessは，(9.5.1)で定義した右作用 J が π(u) を不変に保つので明らか．
主束 G ↪→ P

π−→ M の開被覆，局所自明化，変換関数をそれぞれ {Uλ}λ∈Λ, {ϕλ : π−1(Uλ) −→ Uλ ×
G}λ∈Λ,

{
tαβ : M −→ G

}
α, β∈Λ

と書く．また，∀λ ∈ Λ に対して局所切断 sλ ∈ Γ(P |Uα) を

sλ : M −→ π−1(Uα), x 7−→ ϕ−1
λ (x, 1G)

と定義する．
このとき，∀λ ∈ Λ に対して C∞ 写像

ψλ : q
−1(Uλ) −→ Uλ × F, sλ(x)×G f 7−→

(
x, f

)
(9.5.2)

が well-definedな*7 微分同相写像になる*8 ので，族{
ψλ : q

−1(Uλ) −→ Uλ × F
}
λ∈Λ

*7 ∀u ×G f ∈ q−1(Uλ) をとる．このとき q(u ×G f) = π(u) ∈ Uλ なので u ∈ P に主束 G ↪→ P
π−→M の局所自明化

ϕλ : π−1(Uλ) −→ Uλ × F を作用させることができる．従って g(u) := proj2 ◦ ϕλ(u) ∈ G とおけば，G の P への
右作用の定義 (9.5.1) から u = ϕ−1

λ

(
π(u), g(u)

)
= ϕ−1

λ

(
π(u), 1G

)
J g(u) = sλ

(
π(u)

)
J g(u) が成り立ち，u ×G

f =
(
sλ

(
π(u)

)
J g(u)

)
×G f = sλ

(
π(u)

)
×G

(
g(u) I f

)
と書くことができる．よって ψλ の定義 (9.5.2) におい

て ψλ(u ×G f) =
(
π(u), g(u) III f

)
であり，全ての q−1(Uλ) の元の行き先が定義されていることがわかった．次に

u×Gf = u′×Gf
′ ∈ q−1(Uλ)であるとする．このとき右作用 Jの定義からある h ∈ Gが存在して u′ = ϕ−1

λ

(
π(u′), g(u′)

)
=

u J h = ϕ−1
λ

(
π(u), g(u)h

)
, f ′ = h−1 I f が成り立つので，π(u′) = π(u), g(u′) = g(u)h, f ′ = h−1 I f が言える．従って

ψλ(u
′ ×G f ′) =

(
π(u′), g(u′) I f ′

)
=

(
π(u),

(
g(u)h

)
I

(
h−1 I f

))
=

(
π(u), g(u) I h I h−1 I f

)
=

(
π(u), g(u) I

f
)
= ψλ(u×G f) が成り立ち，ψλ が well-definedであることが示された．

*8 π : P −→ M, g := proj2 ◦ ϕλ : q−1(Uλ) −→ G, I : G × F −→ F は全て C∞ 写像の合成の形をしているので C∞

写像であり，ψλ :=
(
π × (I ◦(g × idF ))

)
もこれらの合成として書けている（写像 ×, idF はもちろん C∞ 級である）の

で C∞ 写像である．well-definedness の証明と同じ議論で ψλ の単射性がわかる．全射性は定義 (9.5.2) より明らか．逆写像
(x, f) 7−→ sλ(x)×G f も，C∞ 写像たちの合成 q ◦ (sλ × idF ) なので C∞ 写像である．
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を F ↪→ P ×G F
q−→M の局所自明化にとる．すると ∀α, β ∈ Λ, ∀(x, f) ∈ (Uα ∩ Uβ)× F に対して

ψ−1
β (x, f) = sβ(x)×G f

= ϕ−1
β (x, 1G)×G f

= ϕ−1
α (x, tαβ(x)1G)×G f

= ϕ−1
α (x, 1Gtαβ(x))×G f

=
(
ϕ−1
α (x, 1G) J tαβ(x)

)
×G f

=
(
sα(x) J tαβ(x)

)
×G f

=
((
sα(x) J tαβ(x)

)
J tαβ(x)

−1
)
×G

(
tαβ(x) I f

)
= sα(x)×G

(
tαβ(x) I f

)
= ψ−1

α (x, tαβ(x) I f)

が成り立つので F ↪→ P ×G F
q−→M の変換関数は{

tαβ : M −→ G
}
α, β∈Λ

である． �

【例 9.5.2】同伴ベクトル束

主束 G ↪→ P
π−→M を任意に与える．Lie群 G の，N 次元 K ベクトル空間 V への左作用とは，Lie

群 G の N 次元表現 ρ : G −→ GL(V ) のことに他ならないa．このとき，命題 9.3の方法によって構成
される階数 N のベクトル束のことを P ×ρ V と書き，同伴ベクトル束 (associated vector bundle)
と呼ぶ．

a EndV に標準的な C∞ 構造を入れて Lie群と見做したものを GL(V ) と書いた．
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第 10章

ゲージ場の数学

10.1 物理学的なゲージ場の導入

時空の多様体をM と書く．
場*1 ϕ :M −→ KN , x 7−→

(
ϕ1(x), . . . , ϕN (x)

)
が行列 Lie群 G ⊂ GL(N, K) で記述される*2内部対称

性を持っているような系を考える．つまり，ゲージ原理を要請し，任意の C∞ 写像 U :M −→ G に対し
て*3，系のラグランジアン密度の場に関する項 L[ϕµ(x)] が L

[
[U(x)]jiϕj(x)

]
= L[ϕi(x)] を充たすとする．

もしくは，場 ϕ :M−→ KN であって，時空の各点 x ∈ M および任意の C∞ 写像 U :M−→ G に対して
ϕ(x) −→ U(x)ϕ(x) と変換する*4 ものを考えると言っても良い．
この系を経路積分により量子化することを見据えて，このような変換性を充たす全ての場がなす空間の幾何

学を考察すると見通しが良いだろう．そのため，まず時空上の無限小だけ離れた 2点 xi, xf ∈M における場
の配位 ϕ(xi), ϕ(xf) を比較しよう．内部自由度による変換性を議論したいので，ϕ(xf)− ϕ(xi) なる量を調べ
ても意味がない．xi, xf を結ぶ C∞ 曲線 γ : [ti, tf ] −→M を持ってきて，γ に沿って ϕ(xi) を xf まで流し
てやるのが良い．つまり，場の配位を記述する空間 KN 上の C∞ 曲線 ϕ(γ) := ϕ ◦ γ : [ti, tf ] −→ KN を考え
れば，量 ϕ(xf)− ϕ(γ)(tf) は U(xf) ∈ G による変換を受けるはずである．xi, xf の両方を含むM のチャー
ト
(
V, (xµ)

)
を持ってきて成分計算すると，dx := xf − xi が*5微小なので Taylor展開において dx の 1次の

項まで残すことで

ϕ
(γ)
i (tf) =: ϕi(xi)− [Aµ(xi) ]

j
iϕj(xi) dx

µ (10.1.1)
ϕ(xf) = ϕ(xi) + ∂µϕ(x) dx

µ

と書けるはずである．ただし，式 (10.1.1) の右辺によって dimM 個の成分を持つ新しい場 Aµ : M −→
GL(N, K) を定義した．この場はゲージ場と呼ばれる．

*1 この段階では，場とはその配位を記述する空間 F（これは C∞ 多様体だったりベクトル空間だったりする）と C∞ 写像
ϕ : M −→ F の組のことと考える．この描像は後にファイバー束の C∞ 切断として定式化される．

*2 ここでは K = R, C としておく．
*3 内部対称性という言葉を使うのは，U が定数写像とは限らないことを意味する．
*4 一般相対論の数学的定式化におけるテンソル場の変換性は，時空の多様体 M 上の一般座標変換（i.e. チャートの取り替え）に由
来するものであった．同じように，ここで考えている場の変換性はどのような数学的定式化に由来するのかということを考えると，
時空M を底空間とする主束 G ↪→ P

π−→ M の同伴ベクトル束 KN ↪→ P ×ρ KN q−→ M における，M のチャートの取り替え
に伴う局所自明化の取り替え（i.e. 変換関数のファイバーへの作用）の概念に行き着くのである．詳細は次の小節で議論する．

*5 厳密にはこれは座標関数の差 dxµ := xµ(xf)− xµ(xi) の絶対値が小さいことを主張している．
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ゲージ場 Aµ を時空の各点 x ∈M における変換性によって特徴付けよう．そのためには，量

ϕ(xf)− ϕ(γ)(tf) =
(
∂µϕ(xi) +Aµ(xi)ϕ(xi)

)
dxµ

が U(xf) ∈ G による変換を受けることに注目すれば良い．つまり，共変微分と呼ばれる線型写像を
Dµ(x) := ∂µ +Aµ(x) で定義すると，∀x ∈M における，内部対称性による変換

ϕ(x) −→ ϕ̃(x) := U(x)ϕ(x) (10.1.2)

に伴って Dµ(x)ϕ(x) は

Dµ(x)ϕ(x) −→ D̃µ(x)ϕ̃(x) := U(x)Dµ(x)ϕ(x)

の変換を受ける．このことから，場 ϕ の変換 (10.1.2)に伴う共変微分自身の変換則は

Dµ(x) −→ D̃µ(x) = U(x)Dµ(x)U(x)−1 (10.1.3)

となる．従って場 Aµ :M−→ GL(N, K) の，場 ϕ の変換 (10.1.2)に伴う変換則が

Aµ(x) −→ U(x)
(
∂µ +Aµ(x)

)
U(x)−1 (10.1.4)

だと分かった．このような場の変換則をゲージ変換 (gauge transformation) と呼ぶ．

10.1.1 内部対称性の定式化

前節で考えた内部対称性を持つ場 ϕ :M−→ KN を数学の言葉に翻訳すると，主束

G ↪→ P
π−→M

の，行列 Lie群 G の N 次元表現

ρ : G −→ GL(KN ), U 7−→ (v 7−→ Uv)

による同伴ベクトル束

KN ↪→ P ×ρ KN
q−→M

の局所切断 φ : Vα −→ P ×ρ KN を，ある一つの局所自明化 σα : q
−1(Vα) −→ Vα ×KN によって座標表示し

たもの（の第 2成分を取り出してきたもの）

ϕ = proj2 ◦ σα ◦ φ : Vα −→ KN

ということになる．と言うのも，こう考えることで場の変換性 (10.1.2)

ϕ(x) −→ ϕ̃(x) := U(x)ϕ(x)

が，時空Mの 2つのチャート
(
V, (xµ)

)
,
(
Ṽ , (x̃µ)

)
の共通部分 V ∩Ṽ 上における，局所自明化 σ, σ̃ : q−1(V ∩

Ṽ ) −→ (V ∩ Ṽ ) × KN の取り替え（内部自由度に関する一般座標変換のようなもの）に伴う変換関数
UṼ , V :M−→ G の作用

σ̃ ◦ σ−1 : (V ∩ Ṽ )×KN −→ (V ∩ Ṽ )×KN ,(
x, ϕ(x)

)
7−→

(
x, ρ

(
UṼ , V (x)

)(
ϕ(x)

))
=
(
x, UṼ , V (x)ϕ(x)

)
(10.1.5)
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として上手く定式化できているのである*6．ここまでは，ゲージ変換 (10.1.4)に従う場 Aµ(x) を導入するた
めの舞台の定式化である．以降の節では，ゲージ場 Aµ(x) そのものの数学的定式化について解説する．最初
に答えを言ってしまうと，Aµ(x) は，主束の接続形式を主束 G ↪→ P

π−→ M の局所切断によって引き戻した
ものとして定式化できる．

10.2 Lie群の指数写像と基本ベクトル場

主束の接続の話に入る前に，Lie群の Lie代数についての準備をしなくてはいけない．この節は [4, Chapter
20]，[6, 第 6章]による．道具としてベクトル場のフローを使うので，必要に応じて付録 Bの該当箇所を参照
することにしよう．

Lie群 G の上の微分同相写像*7

Lg : G −→ G, x 7−→ gx,

Rg : G −→ G, x 7−→ xg,

のことをそれぞれ左移動，右移動と言う．

定義 10.1: 左不変ベクトル場

Lie群 G の左不変ベクトル場 (left-invariant vector field) とは，R-ベクトル空間

XL(G) :=
{
X ∈ X(G)

∣∣ ∀g ∈ G, (Lg)∗X = X
}

の元のこと．i.e. ∀g ∈ G に対して自分自身と Lg-related な C∞ ベクトル場のことを言う．

∀g ∈ G と ∀X, Y ∈ XL(G) をとる．このとき (Lg)∗X = X, (Lg)∗Y = Y なので，命題 B.11の後半から

(Lg)∗[X,Y ] = [(Lg)∗X, (Lg)∗Y ] = [X,Y ]

が言える．i.e. XL(G) は Lieブラケットについて閉じるので，体 R 上の Lie代数になる．

命題 10.1:

G を Lie群とする．このとき評価写像

ev1G : XL(M) −→ T1GG, X 7−→ X1G

はベクトル空間の同型写像である．

証明 ev1G が R-線型写像であることは明らか．

*6 物理では変換性によって場を定義するので，数学的定式化はこれで良い．なお，この定式化は主束の全空間 P の情報を一切使って
いないが，これは命題 9.1の表れである．実際，この節の冒頭の議論で顕に登場したのは時空M，場の配位を記述する空間 KN，
内部対称性を表す Lie群 G とその表現 ρ : G −→ GL(N, K)，場の局所的変換を表す C∞ 写像 U : M −→ G だけだったので，
その数学的定式化が P によらないのは妥当だと思う．

*7 従って，命題 B.9から Lg , Rg によるベクトル場の押し出しが一意的に存在する．
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ev1G が単射 　
Ker ev1G = {0} を示す．∀X ∈ Ker ev1G に対して ev1G(X) = X1G = 0 が成り立つ．一方 X ∈ XL(G)

でもあるので，∀g ∈ G に対して Xg = XLg(1G) = (T1GLg)(X1G) = 0 が言える*8．
ev1G が全射 　

∀v ∈ T1GG を 1つとり，C∞ ベクトル場 vL ∈ X(G) を

vL : G −→ TG, g 7−→ T1G(Lg)(v) (10.2.1)

と定義する*9．∀g ∈ G に対して vL が自分自身と Lg-related であることを示す．実際，∀h ∈ G に対
して

Th(Lg)(v
L|h) = Th(Lg) ◦ T1G(Lh)(v) = T1G(Lg ◦ Lh)(v) = T1G(Lgh)(v) = vL|gh = vL|Lg(h)

が言える．i.e. vL ∈ XL(G) である．従って vL に ev1G を作用させることができ，ev1G(vL) = vL|1G =

T1GL1G(v) = v ∈ Im ev1G が言えた．

�

ここで g := T1GG とおき，命題 10.1の (10.2.1)を使って g 上の Lieブラケットを

[X,Y ] :=
[
XL, Y L

]
1G
∈ g

と定義すれば ev1G は Lie代数の同型写像となる．この意味で g のことを Lie群 G の Lie代数と呼ぶ．

【例 10.2.1】一般線型群とその Lie代数

一般線型群 GL(n, K) ⊂ M(n, K) の Lie代数 gl(n, K) := T1n
GL(n, K) を，GL(n, K) のチャート(

GL(n, K), (xµν)
)
の下で考える．まず，K-線型写像

α : gl(n, K) −→ M(n, K),

aµν
∂

∂xµν

∣∣∣∣
1n

7−→
[
aµν

]
1≤µ, ν≤n

は明らかに K-ベクトル空間の同型写像である．∀a = aµν
∂

∂xµ
ν

∣∣∣
1n

, b = bµν
∂

∂xµ
ν

∣∣∣
1n

∈ gl(n, K) をと

る．このとき ∀g =
[
gµν
]
1≤µ, ν≤n ∈ GL(n, K) に関する左移動は

Lg
([
xµν

]
1≤µ, ν≤n

)
=
[
gµρx

ρ
ν

]
1≤µ, ν≤n

*8 2つ目の等号で Lg-relatedの定義を使った．
*9 vL が C∞であることは次のようにしてわかる：∀f ∈ C∞(G)をとる．γ(0) = 1G, γ̇(0) = v を充たす C∞曲線 γ : (−δ, δ) −→
G をとると，∀g ∈ G に対して (vLf)(g) = v(f ◦Lg) = γ̇(0)(f ◦Lg) =

d
dt

∣∣∣
t=0

(f ◦Lg ◦γ)(t) と書ける．f ◦Lg ◦γ : (−δ, δ)×
G −→ R と見做すとこれは C∞ 写像の合成なので C∞ 写像であり，右辺は g に関して C∞ 級である．
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なる C∞ 写像だから

aLg = T1G(Lg)(a) = aµν T1G(Lg)

(
∂

∂xµν

∣∣∣∣
1n

)

= aµν
∂[Lg ]

ρ
σ

∂xµν
(1n)

∂

∂xρσ

∣∣∣∣
Lg(1n)

= gρµa
µ
ν

∂

∂xρν

∣∣∣∣
g

と計算できる．i.e. 第 (µ, ν) 成分を取り出す C∞ 関数を prµν : GL(n, K) −→ K とおくと ∀f ∈
C∞(GL(n, K)

)
に対して aLf ∈ C∞(GL(n, K)

)
は

aLf(g) = aµν pr
ρ
µ(g)

∂f

∂xρν
(g)

と書ける．よって

[a, b]f =
[
aL, bL

]
f(1n)

= aµν pr
ρ
µ(1n)

∂

∂xρν

(
bαβ pr

γ
α
∂f

∂xγβ

) ∣∣∣∣
1n

− bµν prρµ(1n)
∂

∂xρν

(
aαβ pr

γ
α
∂f

∂xγβ

) ∣∣∣∣
1n

= aµνb
ν
β

∂f

∂xµβ
(1n) +

����������

aµνb
α
β

∂2f

∂xµν∂xαβ
(1n)

− bµνaνβ
∂f

∂xµβ
(1n)−

����������

bµνa
α
β

∂2f

∂xµν∂xαβ
(1n)

=

(
(aµρb

ρ
ν − bµρaρν)

∂

∂xµν

∣∣∣∣
1n

)
f

であり，

α([a, b]) =
[
aµρb

ρ
ν − bµρaρν

]
1≤µ, ν≤n

i.e. α は Lie代数の同型写像だと分かった．

定理 10.1: 誘導される Lie代数の準同型

Lie群 G, H と Lie群の準同型 F : G −→ H を与える．

(1) このとき，∀X ∈ g に対して Y ∈ h がただ一つ存在して，XL と Y L が F -relatedになる．i.e.
Y L = F∗X

L である．
(2) T1GF : g −→ h, X 7−→ T1GF (X) は Lie代数の準同型である．

証明 (1) Y = T1GF (X) ∈ h に対して XL と Y L が F -relatedであることを示す．実際，F が Lie群の準
同型であることから ∀g, h ∈ G について

F ◦ Lg(h) = F (gh) = F (g)F (h) = LF (g) ◦ F (h)
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が成り立つこと，i.e. F ◦ Lg = LF (g) ◦ F に注意すると ∀g ∈ G に対して

TgF (X
L|g) = TgF

(
T1GLg(X)

)
= T1G(F ◦ Lg)(X)

= T1G(LF (g) ◦ F )(X)

= T1H (LF (g)) ◦ T1GF (X)

= T1H (LF (g))(Y )

= YF (g)

が言える．系 B.10より F∗X
L = Y L がわかるので Y は一意的に定まる．

(2) ∀X, Y ∈ g をとる．(1) と命題 B.11-(1) より
[
F∗X

L, F∗Y
L
]
は
[
XL, Y L

]
と F -related であるが，(1)

で示した一意性から

F∗
[
XL, Y L

]
=
[
F∗X

L, F∗Y
L
]

が言える．両辺の 1H ∈ H における値をとることで

T1GF ([X,Y ]) = (F∗
[
XL, Y L

]
)1G = (

[
F∗X

L, F∗Y
L
]
)1G = [X,Y ]

が示された．
�

定義 10.2: 1パラメータ部分群

Lie 群の準同型写像 R −→ G のことを Lie 群 G の 1 パラメータ部分群 (one-parameter subgroup)
と呼ぶa．

a 1パラメータ部分群自身は部分 Lie群ではない．

命題 10.2: 1パラメータ部分群の特徴付け

Lie群 G を与える．

(1) G の任意の 1パラメータ部分群 γ : R −→ G に対して，γ を初期条件 γ(0) = 1G を充たす極大
積分曲線として持つ左不変ベクトル場 X ∈ XL(G) が一意的に存在する．

(2) ∀X ∈ XL(G) に対して，初期条件 γ(0) = 1G を充たす唯一の X の極大積分曲線 γ : R −→ G

は G の 1パラメータ部分群である．

上述の対応によって X ∈ XL(G) から一意的に定まる 1パラメータ部分群のことをX が生成する 1
パラメータ部分群と呼ぶ．

!
命題 10.1の同型と併せると{

G の 1パラメータ部分群
} ∗←→ XL(G)

ev1G←→ T1GG

の 1対 1対応がある．i.e. G の任意の 1パラメータ部分群 γ は，その初速度 γ̇(0) ∈ T1GG により完全
に決定される．
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証明 (1) G の 1 パラメータ部分群 γ : R −→ G を与える． d
dt ∈ XL(R) なので，定理 10.1 より，X :=

γ∗
(

d
dt

)
∈ XL(G) は d

dt と γ-related な唯一の左不変ベクトル場である．このとき ∀t0 ∈ R に大して

Xγ(t0) = Tt0γ

(
d

dt

∣∣∣∣
t=t0

)
= γ̇(t0)

が成り立ち，γ は初期条件 γ(0) = 1G を充たす X の極大積分曲線である．
(2) 定理 B.15より ∀X ∈ XL(G) は完備なので，X は大域的なフローを生成する．従って γ(0) = 1G を充
たす X の極大積分曲線 γ が唯一存在し，その定義域が R になる．
　 ∀g ∈ G をとる．左不変ベクトル場の定義より X ∈ XL(G) は X 自身と Lg-related なので，
命題 B.13 から Lg ◦ γ : R −→ G もまた X の積分曲線である．従って ∀s ∈ R に対して曲線
Lγ(s) ◦ γ : t 7−→ Lγ(s)

(
γ(t)

)
= γ(s)γ(t) は t = 0 において点 γ(s) ∈ G を通過する X の積分曲線であ

る．然るに補題 B.5-(2) より曲線 t : t 7−→ γ(s+ t) もまた同一の初期条件を充たす X の積分曲線なの
で，定理 B.11よりこれらは ∀t ∈ R において一致しなくてはならない：

γ(s)γ(t) = γ(s+ t)

i.e. γ : R −→ G は 1パラメータ部分群である．
�

定義 10.3: 指数写像

Lie群 G を与える．g を G の Lie代数とする．G の指数写像 (exponential map) を

exp: g −→ G, X 7−→ γ(X)(1)

と定義する．ただし，γ(X) : R −→ G は XL ∈ XL(G) が 生成する 1パラメータ部分群である．
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命題 10.3: 指数写像の性質

Lie群 G を与える．g を G の Lie代数とする．

(1) exp: g −→ G は C∞ 写像
(2) ∀X ∈ g に対して，

γ(X) : R −→ G, t 7−→ exp(tX)

は XL ∈ XL(G) が生成する 1パラメータ部分群である．
(3) ∀X ∈ g, ∀s, t ∈ R に対して

exp
(
(s+ t)X

)
= exp(sX) exp(tX)

(4) ∀X ∈ g に対して

(expX)−1 = exp(−X)

(5) H を別の Lie群，F : G −→ H を任意の Lie群の準同型とするとき，以下の図式が可換になる：

g h

G H

T1G
F

exp exp

F

(6) ∀X ∈ g に対して，左不変ベクトル場 XL ∈ XL(G) が生成するフロー θ(X) : R ×G −→ G に
対して

θ(X)(t, g) = g exp(tX)
(
=: Rexp(tX)(g)

)
が成り立つ．

(7) T0(exp) : T0g −→ g は恒等写像である．
(8) 点 0 ∈ g の近傍 U ⊂ g および点 1G ∈ G の近傍 V ⊂ G が存在して，exp |U : U −→ V が微分
同相写像になる．

証明 (1) [4, p.519, Proposition 20.8-(1)]
(2) γ : R −→ G を XL ∈ XL(G) が生成する 1 パラメータ部分群とする．これは命題 10.2-(2) により

γ(0) = 1G を充たす XL の唯一の極大積分曲線である．
　 ∀t ∈ R をとる．このとき補題 B.5-(1) より，C∞ 曲線 γ̃ : R −→ G, s 7−→ γ(ts) は初期条件
γ̃(0) = 1G を充たすベクトル場 tXL の極大積分曲線なので，その一意性から

γ(X)(t) = exp(tX) = γ̃(1) = γ(t)

が成り立つ．i.e. γ(X) = γ が言えた．
(3) (2) より γ(X) が 1パラメータ部分群なので

exp
(
(s+ t)X

)
= γ(X)(s+ t) = γ(X)(s)γ(X)(t) = exp(sX) exp(tX)
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(4) (2) より γ(X) が 1パラメータ部分群なので

expX exp(−X) = γ(X)(1)γ(X)(−1) = γ(X)(0) = 1G

exp(−X) expX = γ(X)(−1)γ(X)(1) = γ(X)(0) = 1G

が言える．i.e. (expX)−1 = exp(−X) である．
(5) ∀X ∈ g を 1 つ固定する． (2) より C∞ 写像 t 7−→ exp

(
t T1GF (X)

)
は左不変ベクトル

場
(
T1GF (X)

)L
= F ∗(X

L) ∈ XL(G) が生成する 1 パラメータ部分群である．ここで，
σ : R −→ H, t 7−→ F

(
exp(tX)

)
とおいたとき

σ̇(0) = T0
(
F ◦ exp(tX)

)( d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
= T1GF ◦ T0

(
exp(tX)

)( d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
= T1GF

(
˙γ(X)(0)

)
= T1GF (X)

が成り立つので σ もまた左不変ベクトル場
(
T1GF (X)

)L ∈ XL(G) が生成する 1パラメータ部分群で
あり，その一意性から σ(t) = exp

(
tT1GF (X)

)
が言える．

(6) ∀(t, g) ∈ R × G をとる．左不変ベクトル場の定義より XL ∈ XL(G) は XL 自身と Lg-related
なので，命題 B.13 から Lg ◦ γ(X) : R −→ G, t 7−→ exp(tX) もまた XL の極大積分曲線である．
Lg ◦ γ(X)(0) = g なので，極大積分曲線の一意性から Lg ◦ γ(X) = θ

(g)
(X) が言える．従って

g exp(tX) = Lg(exp(tX)) = Lg ◦ γ(X)(t) = θ
(g)
(X)(t) = θ(X)(t, g).

(7) ∀X ∈ T0g を 1つとる．g 上の C∞ 曲線 γ : R −→ g, t 7−→ tX は γ̇(0) = X を充たすので

T0(exp)(X) = T0(exp)
(
γ̇(0)

)
= T0(exp) ◦ T0γ

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
= T0(exp ◦γ)

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tX)

= X

(8) (7) より点 0 ∈ g において T0(exp) : T0g −→ g = T1GG が全単射なので，C∞ 多様体に関する逆関数
定理が使える．

�

定義 10.4: 微分表現

V を K-ベクトル空間とする．Lie群 Gの表現 ρ : G −→ GL(V )の，1G ∈ Gにおける微分 T1Gρ : g −→
gl(V ) は Lie 代数の表現である．この T1Gρ のことを ρ の微分表現 (differential representation) と
呼ぶ．
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【例 10.2.2】随伴表現

∀g ∈ G に対して準同型 Fg : G −→ G, x 7−→ gxg−1 を考えると Fgh = Fg ◦ Fh が成り立つ．故に，
1G ∈ G における微分

T1G(Fg) : g −→ g

は，T1G の関手性から T1G(Fgh) = T1G(Fg) ◦ T1G(Fh) を充たす．よって

Ad: G −→ GL(g), g 7−→ T1G(Fg)

は Lie群 G の表現となるa．これを Lie群 G の随伴表現 (adjoint representation) と呼ぶ．
　 Ad の微分表現を指数写像を使って計算してみよう．∀X ∈ g をとる．命題 10.3-(2) により曲線
γ(X) : t 7−→ exp(tX) は X が生成する 1パラメータ部分群なので，命題 B.15から ˙γ(X)(0) = X であ
る．従って ∀Y ∈ g に大して(

T1G(Ad)(X)
)
Y =

(
T1G(Ad)

(
˙γ(X)(0)

))
Y

= T1G(Ad) ◦ T0γ(X)

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
Y

= T0(Ad ◦γ(X))

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
Y

=

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Ad
(
exp(tX)

))
Y

=

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Ad
(
exp(tX)

)
(Y )

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
T1G

(
Fexp(tX)

)
(Y )
)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
T1G

(
R(exp(tX))−1 ◦ Lexp(tX)

)
(Y L

1G)
)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
TLexp(tX)(1G)

(
Rexp(−tX)

)
◦ T1G

(
Lexp(tX)

)
(Y L

1G)
)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
Texp(tX)

(
Rexp(−tX)

)(
Y L
exp(tX)

))
ここで，命題 10.3-(6) より XL ∈ XL(G) が生成するフローが θt(g) = Rexp(tX)(g) と書かれることを
思い出すと，

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
Texp(tX)

(
Rexp(−tX)

)(
Y L
exp(tX)

))
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Tθt(1G)

(
θ−t
)(
Y L
θt(1G)

)
= lim
t→0

Tθt(1G)

(
θ−t
)(
Y L
θt(1G)

)
− Y L

1G

t

= (LXLY L)1G

=
[
XL, Y L

]
1G

= [X,Y ]
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となる．ただし 3つ目の等号で Lie微分の定義を使った．結局

ad := T1G(Ad): g −→ gl(g), X 7−→ (Y 7→ [X,Y ])

であることが分かった．

a 厳密には Ad の C∞ 性を示さなくてはならない．証明は [4, p.534, Proposition 20.24]を参照．

【例 10.2.3】一般線型群の随伴表現

G = GL(n, K) としたときの随伴表現を考える．GL(n, K) のチャート
(
GL(n, K), (xµν)

)
をとると

∀g =
[
gµν

]
1≤µ, ν≤n ∈ GL(n, K) に関して C∞ 写像 Fg : G −→ G は

Fg
([
xµν

]
1≤µ, ν≤n

)
=
[
gµρx

ρ
σ[g

−1]σν
]
1≤µ, ν≤n

と座標表示されるので，∀cµν ∂
∂xµ

ν

∣∣∣
1n

∈ gl(n, K) の自然基底に関して

Ad(g)

(
cµν

∂

∂xµν

∣∣∣∣
1n

)
= cµν T1n

(
∂

∂xµν

∣∣∣∣
1n

)

= cµν
∂[Fg ]

ρ
σ

∂xµν
(1n)

∂

∂xρσ

∣∣∣∣
Fg(1n)

= gρµc
µ
ν [g

−1]νσ
∂

∂xρσ

∣∣∣∣
1n

がわかる．【例 10.2.1】の Lie代数の同型写像 α : gl(n, K) −→ M(n, K) を使うと，これは行列の積
の意味で

α ◦Ad(g) ◦ α−1(X) = gXg−1

を意味する．以上の議論は G が GL(n, K) の部分 Lie 群の場合にも成立するが，
大抵の場合 Lie代数の同型写像 α は省略される．

定理 B.11によって，C∞多様体M 上の完備なベクトル場 X が Lie群 R のM への作用 θ : R×M −→M

を一意に定めることが分かる．そしてこのような状況を指して，ベクトル場 X は Lie群 R の作用 θ の無限
小生成子であると言うのだった．この考えを任意の Lie群 G の，任意の M への右作用に拡張することがで
きる．つまり，任意の Lie群 G の任意の右作用 J : M ×G −→M は，ただ一つの無限小生成子を持つ．
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定義 10.5: 基本ベクトル場

Lie群 G が C∞ 多様体 M に右から作用しているとする．この右作用を J : M ×G −→M と書く．

• ∀X ∈ g に対して，基本ベクトル場 (fundamental vector field) X# ∈ X(M) を次のように定
める：

X#
x :=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
x J exp(tX)

)
∈ TxM

• 写像

J# : g −→ X(M), X 7−→ X#

のことを右作用 J の無限小生成子と呼ぶ．

上の状況下で

• ∀g ∈ G に対して右作用移動 Rg : M −→M を Rg(x) := x J g と定義する．
• ∀x ∈M に対して右作用軌道 R(x) : G −→M を R(x)(g) := x J g と定義する．

∀X ∈ g に対して，C∞ 写像*10

θ(X) : R×M −→M, (t, x) 7−→ x J exp(tX) = Rexp(tX)(x)

は大域的フローである*11 ．この大域的フローの無限小生成子はベクトル場

x 7−→
(
x,

˙
θ
(x)
(X)(0)

)
=

(
x, T0

(
θ
(x)
(X)

)( d

dt

∣∣∣∣
t=0

))
であるが*12，これがまさに X# ∈ X(M) になっている．つまり，基本ベクトル場は ∀x ∈ M において，
∀f ∈ C∞(M) に

X#
x f = T0

(
θ
(x)
(X)

)( d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
f =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
f ◦ θ(x)(X)

)
(t) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
x J exp(tX)

)
と作用する．

*10 これは命題 10.3-(6)からの類推だと言える．
*11 実際，命題 10.3から

θ(X)(0, x) = x J 1G = x,

θ(X)(t+ s, x) = x J exp
(
(s+ t)X

)
= x J

(
exp(sX) exp(tX)

)
= x J exp(sX) J exp(tX)

= θ(X)

(
t, θ(X)(s, x)

)
が成り立つ．

*12 強引に書くと θ
(x)
(X)

= R(x) ◦ exp(-X) : R −→M と言うことになる．
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もしくは，次のように考えることもできる：曲線 γ(X) : t 7−→ exp(tX) は初速度 ˙γ(X)(0) = X なので，

T1G(R
(x))(X) = T1G(R

(x))
(

˙γ(X)(0)
)

= T1G(R
(x)) ◦ T0(γ(X))

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
= T0(R

(x) ◦ γ(X))

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
= T0(θ

(x)
(X))

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
= X#

x . (10.2.2)

このことから J# が R-線型写像だとわかる．なお，等式 (10.2.2)は主束の接続形式を調べる際に極めて重要
な役割を果たす．

補題 10.1:

Lie群 G の C∞ 多様体 M への右作用 J : M ×G −→M を与える．
このとき ∀x ∈M および ∀X ∈ g に対して，XL ∈ XL(G) とその基本ベクトル場 X# は R(x)-related
である

証明 ∀g, h ∈ G に対して

R(xJg)(h) = x J g J h = x J (gh) = x J Lg(h) = R(x) ◦ Lg(h)

が成り立つことに注意する．∀g ∈ G をとり，y := R(x)(g) = x J g とおく．XL が左不変ベクトル場である
ことから

X#
y = T1G(R

(y))(X)

= T1G(R
(xJg))(XL

1G)

= T1G(R
(x) ◦ Lg)(XL

1G)

= TLg(1G)(R
(x)) ◦ T1G(Lg)(XL

1G)

= Tg(R
(x))(XL

g )

が言えた． �

命題 10.4: J# は Lie代数の準同型

Lie群 G の C∞ 多様体 M への右作用 J : M ×G −→ M を与える．このとき右作用 J の無限小生
成子

J# : g −→ X(M), X 7−→ X#

は Lie代数の準同型である．

証明 ∀X, Y ∈ gをとる．補題 10.1と Lieブラケットの自然性から ∀x ∈M に対して
[
XL, Y L

]
と
[
X#, Y #

]
が R(x)-relatedだと分かる．i.e.[

X#, Y #
]
x
=
[
X#, Y #

]
R(x)(1G)

= T1G(R
(x))(

[
XL, Y L

]
1G

) = T1G(R
(x))([X,Y ]) = [X,Y ]

#
x
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が言えた． �

しばらくの間 Lie群 G（もしくはその部分群）の Lie代数を Lie(G) := g と書くことにする*13．

命題 10.5: 基本ベクトル場の零点

Lie群 G の C∞ 多様体 M への右作用 J : M ×G −→M を与える．このとき，以下の 2つは同値で
ある：

(1) X ∈ g の基本ベクトル場 X# が点 x ∈M において X#
x = 0 になる

(2) X ∈ Lie
(
Stab(x)

)
ただし，Stab(x) ⊂ G は点 x ∈M の安定化部分群aである．

a つまり，Stab(x) :=
{
g ∈ G

∣∣ x J g = x
}

証明 (1) ⇐= (2) 　
X ∈ Lie

(
Stab(x)

)
ならば ∀t ∈ R に対して exp(tX) ∈ Stab(x) である．従って x ∈M の近傍上で定

義された任意の C∞ 関数 f に対して

X#
x f =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
x J exp(tX)

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(x) = 0.

と計算できる*14

(1) =⇒ (2) 　
X#
x = 0 とする．このとき定数写像 γ : R −→M, t 7−→ x が

γ̇(t) = 0 = X#
γ(t)

を充たすので，初期条件 γ(0) = x を充たす X# ∈ X(M) の極大積分曲線となる．一方，θ(x)(X) : R −→
M, t 7−→ x J exp(tX) もまた同一の初期条件をみたす X# の極大積分曲線だったので，その一意性
から θ

(x)
(X) = γ ⇐⇒ x J exp(tX) = x ∀t ∈ R ⇐⇒ exp(tX) ∈ Stab(x) ∀t ∈ R が言えた．

従って X ∈ Lie(Stab(x)) である．
�

*13 例えば [4]では，Lie(G) := XL(G) と定義しているので注意．同型なので然程問題にはならないが...
*14 f

(
x J exp(tX)

)
が t に関して定数関数なので．
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系 10.2:

Lie群 G の C∞ 多様体 M への右作用 J : M ×G −→M を与える．
このとき，∀x ∈M の右作用軌道 R(x) : G −→M の微分

T1G(R
(x)) : g −→ TxM

に対して

Ker
(
T1G(R

(x))
)
= Lie

(
Stab(x)

)
が成り立つ．

証明 ∀X ∈ g をとる．(10.2.2)と命題 10.5から

X ∈ Ker
(
T1G(R

(x))
)
⇐⇒ T1G(R

(x))(X) = 0

⇐⇒ X#
x = 0

⇐⇒ X ∈ Lie
(
Stab(x)

)
�

10.3 主束の接続

与えられた C∞ 多様体 M 上の k-形式 (k-form) とは，外積代数束（これはベクトル束になる）

∧k
T ∗M :=

∐
p∈M

(∧k
T ∗
pM

)
の C∞ 切断のことであった．k-形式全体の集合を

Ωk(M) := Γ
(∧k

T ∗M
)

と書く．
任意の K-ベクトル空間 V, W に関して，自然な K-ベクトル空間の同型

V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
k

⊗W ∼=
{
f : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸

k

−→W
∣∣ 多重線型写像}

がある（系 3.1）．M を底空間とする任意のベクトル束 E
π−→ M が与えられたとき，この同型を念頭におい

て，E 値 k-形式 (E-valued k form) をテンソル積束(∧k
T ∗M

)
⊗ E (10.3.1)

の C∞ 切断として定義する．E 値 k-形式全体の集合を

Ωk(M ; E) := Γ
((∧k

T ∗M

)
⊗ E

)
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と書く*15．特に E があるベクトル空間 V に対して E =M × V の形をした自明束の場合，代わりに

Ωk(M ; V ) := Ωk(M ; M × V )

と書き，V 値 k-形式と呼ぶ*16．
さて，Lie 群に関する準備が終わったのでいよいよ主束の接続を定義する．この節の内容は [6, 第 6

章], [5, §28]が詳しい．

定義 10.6: 主束の接続（Ehresmann接続）

G ↪→ P
π−→M を主束とする．∀g ∈ G に対して，命題 9.2の右作用によって右作用移動を Rg : P −→

P, u 7−→ u J g と定義する．

• 分布
{
Hu ⊂ TuP

∣∣ u ∈ P } が P 上の接続 (connection) であるとは，以下の 2条件が成り立
つことを言う：
(C-1) ∀u ∈ P に対して

TuP = Ker(Tuπ)⊕Hu

(C-2) ∀u ∈ P, ∀g ∈ G に対して

Tu(Rg)(Hu) = HRg(u)

が成り立つ（分布 {Hu} は G-不変）．
KerTu(π), Hu をそれぞれ TuP の垂直部分空間, 水平部分空間と呼ぶ．

• g 値 1-形式 ω ∈ Ω1(P ; g) が接続形式であるとは，次の 2条件を充たすことをいう：
(CF-1) ∀X ∈ g に対して

ω(X#) = X

(CF-2) ∀g ∈ G に対して

(Rg)
∗ω = Ad(g−1)(ω)

ただし Ad: G −→ GL(g) は Lie群 G の随伴表現である．

本題に入る前に，微分幾何学の風習への注意をしておく．境界あり/なし C∞ 多様体 M とその部分多様体
S ⊂M を与える．このとき包含写像を ι : S ↪→M と書くと，∀p ∈ S ⊂M に対して TpS を Tpι(TpS) と同
一視する*17 ことで TpM の部分ベクトル空間と見做すのである [4, p.116]．
さて，主束 G ↪→ P

π−→ M において ∀u ∈ P を 1 つ固定する．Gπ(u) := π−1({π(u)}) とおいたとき，
∀X ∈ TuGπ(u) ⊂ TuP（i.e. 点 u ∈ P におけるファイバー方向の接空間）の，π : P −→ M の微分による像

*15 Ω0(M ; E) = Γ(E) に注意．
*16 V が有限次元ベクトル空間ならば，Ωk(M ; V ) ∼= Ωk(M)⊗R V が成り立つ．
*17 つまり ∀v ∈ TpS は ∀f ∈ C∞(S) に v(f) として作用するが，v ∈ TpS ⊂ TpM と見做す時は ∀f ∈ C∞(M) に，

Tpι(v)f = v(f ◦ ι) = v(f |S) として作用する．
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Tuπ(X) ∈ Tπ(u)M は，上述の注意より勝手な C∞ 関数 f ∈ C∞(M) に対して

Tuπ(X)f = X(f ◦ π|Gπ(u)
)

と作用する．然るに C∞ 写像 f ◦ π|Gπ(u)
は常に値 f(π(u)) を返す定数写像なので，Tuπ(X)f = 0 が言え

る*18．i.e. X ∈ Ker(Tuπ) であり，

TuGπ(u) ⊂ Ker(Tuπ)

が言えた．一方，Tuπ : TuP −→ Tπ(u)M は明らかに全射なので dim Im(Tuπ) = dimTπ(u)M であり，故に
ファイバー束の局所自明性と階数-退化次元の定理から

dimKer(Tuπ) = dimTuP − dimTπ(u)M = dimTuGπ(u) = dimG (10.3.2)

が言える．結局

TuGπ(u) = Ker(Tuπ)

だと分かった．さらに次の非常に重要な補題がある．この補題のために基本ベクトル場を導入したと言っても
過言ではない：

補題 10.2:

G ↪→ P
π−→ M を主束とする．命題 9.2で与えた Lie群 G の全空間 P への右作用 J : P ×G −→ P

の無限小生成子 J# : g −→ X(P ), X 7−→ X# について，

∀u ∈ P, Ker(Tuπ) =
{
X#

u ∈ TuP
∣∣X ∈ g

}
が成り立つ．

証明 ∀u ∈ P を 1つ固定する．

Ker(Tuπ) ⊃
{
X#

u ∈ TuP
∣∣X ∈ g

}
　

∀X ∈ g をとる．このとき (10.2.2)より X#
u = T1G(R

(u))(X) だが，π ◦R(u) は定数写像なので

Tuπ(X
#
u ) = Tuπ ◦ T1G(R(u))(X)

= T1G(π ◦R(u))(X)

= 0

が分かる．i.e. X#
u ∈ Ker(Tuπ) である．

Ker(Tuπ) ⊂
{
X#

u ∈ TuP
∣∣X ∈ g

}
　

まず，R-線型写像

T1G
(
R(u)

)
: g −→ Ker(Tuπ)

がベクトル空間の同型写像であることを示す．系 10.2から KerT1G
(
R(u)

)
= Lie

(
Stab(u)

)
だが，命

題 9.2 より右作用 J は自由なので Stab(u) = {1G} である．従って KerT1G
(
R(u)

)
= {0} であり，

*18 定数関数に接ベクトルを作用させると 0 になる：Leibniz則より，定数関数 1: M −→ R, p 7−→ 1 に対して v(1) = v(1 · 1) =
v(1) + v(1) =⇒ v(1) = 0．v の線型性から一般の定数関数に対しても 0 になることが言える．
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T1G
(
R(u)

)
は単射．(10.3.2)より dim g = dimG = dimKer(Tuπ) なので T1G

(
R(u)

)
はベクトル空間

の同型写像である．
　以上より，∀v ∈ Ker(Tuπ) に対して

(
T1G(R

(u))
)−1

(v) ∈ g であり，(10.2.2)から

v = T1G(R
(u))
((
T1G(R

(u))
)−1

(v)
)
=
((
T1G(R

(u))
)−1

(v)
)#
u

が言えた．

�

接続の定義は幾何学的イメージがわかりやすいが，計算は絶望的である．幸いにして主束の接続を与えるこ
とと，全空間上の接続形式を与えることは同値なのでなんとかなる：

定理 10.3: 接続と接続形式の関係

G ↪→ P
π−→M を主束とする．

(1) ω ∈ Ω1(P ; g) が接続形式ならば，分布{
Kerωu ⊂ TuP

∣∣ u ∈ P }
は P 上の接続である．

(2) (1) は P 上の接続形式全体の集合から P 上の接続全体の集合への 1対 1対応を与える．

証明 (1) ∀u ∈ P を 1つ固定する．命題 9.2で与えた Lie群 G の全空間 P への右作用 J : P ×G −→ P

の無限小生成子 J# : g −→ X(P ), X 7−→ X# を考える．
(C-1) 　
　接続形式の定義から ∀X ∈ g に対して ω(X#) = X が成り立つ．i.e. ωu : TuP −→ g は全射で
あり，R-線型写像の系列*19

0 −→ Kerωu
i−→ TuP

ωu−−→ g −→ 0

は短完全列になる．さらにこれは補題 10.2の証明で与えた線型写像 T1G(R
(u)) : g −→ Ker(Tuπ) ⊂

TuP によって分裂するので

Tu ∼= g⊕Kerωu ∼= Ker(Tuπ)⊕Kerωu

がわかる．
(C-2) 　
∀v ∈ Kerωu をとる．このとき (CF-2)より ∀g ∈ G に対して

ωuJg
(
Tu(Rg)(v)

)
= ((Rg)

∗ω)u(v) = Ad(g−1)
(
ωu(v)

)
= 0

が従い，Tu(Rg)(Kerωu) ⊂ KerωuJg が言えた．両辺の次元が等しいので Tu(Rg)(Kerωu) =

KerωuJg が言えた．

*19 i は包含準同型なので Kerωu = Im i．ωu が全射なので Imωu = g = Ker 0．
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(2) 　
(単射性) 　
接続形式 ω, η ∈ Ω1(P ; g) に対して

{
Kerωu

∣∣ u ∈ P
}

=
{
Ker ηu

∣∣ u ∈ P
}
が成り立つと

する．このとき ∀u ∈ P に対して Kerωu = Ker ηu が成り立つ．補題 10.2 および (1) から
TuP = Ker(Tuπ)⊕Kerωu =

{
X#
u

∣∣ X ∈ g
}
⊕Kerωu の直和分解があり，∀v ∈ TuP に対して

V ∈ g, vH ∈ Kerωu = Ker ηu が一意的に存在して v = V #
u + vH と書ける．よって (CF-1)から

ωu(v) = ωu(V
#
u ) = V = ηu(V

#
u ) = ηu(v)

が分かった．i.e. ωu = ηu である．u は任意だったので ω = η が言えた．
(全射性) 　
主束 G ↪→ P

π−→ M の接続
{
Hu ⊂ TuP

∣∣ u ∈ P
}
を与える．∀u ∈ P に対して直和分解

TuP = Ker(Tuπ)⊕Hu の垂直，水平部分空間成分への射影をそれぞれ

i1 : TuP −→ Ker(Tuπ), v
V + vH 7−→ vV

i2 : TuP −→ Hu, v
V + vH 7−→ vH

と書き，ω ∈ Ω1(P ; g) を，∀u ∈ P に対して補題 10.2の証明で与えた同型写像 T1G(R
(u)) : g −→

Ker(Tuπ) を用いて

ωu :=
(
T1G(R

(u))
)−1 ◦ i1 : TuP

i1−→ Ker(Tuπ)

(
T1G

(R(u))
)−1

−−−−−−−−−−→ g

と定義する．この ω が (CF-1), (CF-2)を充たすことを示す：
(CF-1) 　 ∀u ∈ P を 1つ固定する．∀X ∈ g をとる．補題 10.2より X#

u ∈ Ker(Tuπ) だから，
(10.2.2)より

ωu(X
#
u ) =

(
T1G(R

(u))
)−1 ◦ i1(X#

u )

=
(
T1G(R

(u))
)−1

(X#
u )

=
(
T1G(R

(u))
)−1(

T1G(R
(u))(X)

)
= X (10.3.3)

が言えた．
(CF-2) 　
∀u ∈ P を 1つ固定する．∀g ∈ G をとる．示すべきは ∀v ∈ TuP に対して(

(Rg)
∗ω
)
u
(v) = ωRg(u)

(
Tu(Rg)(v)

)
= Ad(g−1)

(
ωu(v)

)
が成り立つことである．実際 i1(v) ∈ Ker(Tuπ) に対しては，補題 10.2からある V ∈ g が一
意的に存在して i1(v) = V #

u と書けるので

ωRg(u)

(
Tu(Rg)

(
i1(v)

))
= ωuJg

(
Tu(Rg)

(
V #
u

))
= ωuJg

(
Tu(Rg) ◦ T1G(R(u))(V )

)
∵ (10.2.2)

= ωuJg

(
T1G(Rg ◦R(u))(V )

)
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となるが，∀x ∈ G に対して

Rg ◦R(u)(x) = u J x J g = u J (xg) = u J (gg−1xg)

= (u J g) J (g−1xg) = R(uJg) ◦ Fg−1(x)

が成り立つ*20ことから

ωuJg

(
T1G(Rg ◦R(u))(V )

)
= ωuJg

(
TFg−1 (1G)(R

(uJg)) ◦ T1G(Fg−1)(V )
)

= ωuJg
(
T1G(R

(uJg)) ◦Ad(g−1)(V )
)

∵ Ad の定義

= ωuJg

((
Ad(g−1)(V )

)#
uJg

)
∵ (10.2.2)

=
(
T1G(R

(uJg))
)−1 ◦ T1G(R(uJg)) ◦Ad(g−1)(V ) ∵ (10.3.3)

= Ad(g−1)(V )

= Ad(g−1)ωu(V
#
u ) ∵ (10.3.3)

= Ad(g−1)ωu
(
i1(v)

)
が言える．i2(v) ∈ Hu に関しては，(C-2)から Tu(Rg)

(
i2(v)

)
∈ HuJg なので

ωRg(u)

(
Tu(Rg)

(
i2(v)

))
=
(
T1G(R

(uJg))
)−1 ◦ i1

(
Tu(Rg)

(
i2(v)

))
= 0

= Ad(g−1)
(
ωu
(
i2(v)

))
が言える．v = i1(v) + i2(v) なので証明が完了した．

�

10.4 同伴ベクトル束上の共変微分

定義 10.7: tensorial form

• 主束 G ↪→ P
π−→M

• 有限次元 K-ベクトル空間 V

• Lie群 G の有限次元表現 ρ : G −→ GL(V )

を与える．∀g ∈ G に対して，命題 9.2の右作用によって右作用移動を Rg : P −→ P, u 7−→ u J g と
定義する．全空間 P 上の V -値 k 形式 φ ∈ Ωk(P ; V ) を与える．

• φ が水平 (horizontal) であるとは，∀X ∈ g に対して

iX#(φ) = 0

*20 記号は【例 10.2.2】を参照
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が成り立つことを言うa．
• φ が ρ 型の右同変b (right equivalent of type ρ) であるとは，∀g ∈ G に対して

(Rg)
∗φ = ρ(g−1)(φ)

が成り立つことを言う．
• φ が ρ 型の tensorial k-form (tensorial form of type ρ) であるとは，φ が水平かつ ρ 型の
右同変であることを言う．

a iX# : Ωk(P ; V ) −→ Ωk−1(P ; V ) は微分形式の内部積 (interior product) である．
b equivalent の訳語には同変があてられることが多い．何かしらの群作用を考えると言う意味があるようだ：http:

//pantodon.jp/index.rb?body=equivariant_topology

ρ 型の tensorial k-form全体がなす K-ベクトル空間を Ωk
ρ(P ; V ) と書く．

!

補題 10.1より，φ ∈ Ωk(P ; V ) が水平であることは任意の k-個の C∞ベクトル場 X1, . . . , Xk ∈ X(P )

に対して

∃l s.t. Xl が垂直 =⇒ φ(X1, . . . , Xk) = 0

が成り立つことと同値である．また，P 上の任意の 0-形式は引数を持たないので，自動的に水平という
ことになる．

補題 10.3: 同伴ベクトル束のファイバーの構造

• 主束 G ↪→ P
π−→M

• 有限次元 K-ベクトル空間 V

• Lie群 G の有限次元表現 ρ : G −→ GL(V )

• 主束 P の同伴ベクトル束 V ↪→ P ×ρ V
q−→M

を与える．このとき，∀u ∈ P に対して K-線型写像

fu : V −→ q−1({π(u)}), v 7−→ u×ρ v

はベクトル空間の同型写像である．

証明 v, w ∈ V について u ×ρ v = u ×ρ w とする．このとき ×ρ の定義から，ある g ∈ G が存在して
(u, w) = (u J g, g−1 I v) とかける．右作用 J は自由なので u = u J g =⇒ g = 1G が言える．従って
w = 1−1

G I v = v が言えた．i.e. fu は単射である．
　 ∀x×ρ w ∈ (P ×ρ V )π(u) を 1つとる．このとき x ∈ π−1({π(u)}) でもあるので，ある g ∈ G が存在し

て x = u J g と書ける．従って

x×ρ w = (u J g)×ρ w = u×ρ g I w = fu(g I w)

だとわかる．i.e. fu は全射である． �

命題 9.3 を思い出すと，主束 G ↪→ P
π−→ M の開被覆，局所自明化，変換関数をそれぞれ
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{
Uα
}
α∈Λ

,
{
ϕα : π

−1(Uα) −→ Uα ×G
}
α∈Λ

,
{
tαβ : M −→ G

}
α, β∈Λ

とおき，P の局所切断の族{
sα : Uα −→ π−1(Uα), x 7−→ ϕ−1

α (x, 1G)
}
α∈Λ

(10.4.1)

を与えてから，同伴ベクトル束 V ↪→ P ×ρ V
q−→M の局所自明化を{

ψα : q
−1(Uα) −→ Uα × V, sα(x)×ρ v 7−→ (x, v)

}
α∈Λ

(10.4.2)

として定義するのだった．

命題 10.6: tensorial formと同伴ベクトル束上の微分形式の対応

• 主束 G ↪→ P
π−→M

• 有限次元 K-ベクトル空間 V

• Lie群 G の有限次元表現 ρ : G −→ GL(V )

• 主束 P の同伴ベクトル束 V ↪→ P ×ρ V
q−→M

を与える．∀φ ∈ Ωk(M ; P ×ρ V ) に対して φ] ∈ Ωk(P ; V ) を

φ] : u 7−→ f−1
u ◦ π∗φ|u

と定義する．また，∀ψ ∈ Ωkρ(P ; V )に対して ψ[ ∈ Ωk(M ; P×ρV )を，∀x ∈M, ∀w1, . . . , wk ∈ TxM
に対して次のように定義する：

ψ[|x(w1, . . . , wk) := u×ρ ψu(v1, . . . , vk) (10.4.3)

ただし u ∈ π−1({x}) および vi ∈ (Tuπ)
−1({wi}) は任意にとって良い．

(1) φ] ∈ Ωkρ(P ; V ) である．
(2) 写像

] : Ωk(M ; P ×ρ V ) −→ Ωkρ(P ; V ), φ 7−→ φ]

はベクトル空間の同型写像であり，その逆写像は

[ : Ωkρ(P ; V ) −→ Ωk(M ; P ×ρ V ), ψ 7−→ ψ[

である．
(3) ∀s ∈ Ωk(M), ∀η ∈ Ωl(M ; P ×ρ V ) に対して

](s ∧ η) = (π∗s) ∧ ]η

が成り立つ．
(4) ∀φ ∈ Ωk(M ; P ×ρ V ) に対して

proj2 ◦ ψα ◦ φ = s∗α(φ
]) ∈ Ωk(Uα; V )

が成り立つ．ただし ψα : q
−1(Uα) −→ Uα×V は (10.4.2)で定義された局所自明化，sα : M −→

π−1(Uα) は (10.4.1)で定義された局所切断とする．
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証明 ∀φ ∈ Ωk(M ; P ×ρ V ) を 1つ固定する．

(1) φ] が ρ 型の tensorial k-formであることを示す．
φ] が水平であること 　
∀u ∈ P を 1つ固定すると，∀X ∈ g および ∀v2, . . . , vk ∈ TuP に対して(

iX#(φ])
)
u
(v2, . . . , vk) = f−1

u ◦ (π∗φ)u(X
#
u , v2, . . . , vk)

= f−1
u

(
φu
(
Tuπ(X

#
u ), Tuπ(v2), . . . , Tuπ(vk)

))
= f−1

u

(
φu
(
0, Tuπ(v2), . . . , Tuπ(vk)

))
∵ 補題 10.2

が成り立つが，φu は多重線型写像なので最右辺は 0 になる．よって iX#(φ]) = 0 が言えた．
φ] が ρ-型の右同変であること 　
∀u ∈ P を 1つ固定し，∀v1, v2, . . . , vk ∈ TuP をとる．右作用移動の定義を思い出すと ∀g ∈ G
に対して π ◦Rg = π が成り立つので(

(Rg)
∗φ]
)
u
(v1, . . . , vk)

= (φ])Rg(u)

(
Tu(Rg)(v1), . . . , Tu(Rg)(vk)

)
= f−1

uJg

(
φπ(uJg)

(
TuJgπ ◦ Tu(Rg)(v1), . . . , TuJgπ ◦ Tu(Rg)(vk)

))
= f−1

uJg

(
φπ(u)

(
Tu(π ◦Rg)(v1), . . . , Tu(π ◦Rg)(vk)

))
= f−1

uJg

(
φπ(u)

(
Tuπ(v1), . . . , Tuπ(vk)

))
= f−1

uJg

(
(π∗φ)u(v1, . . . , vk)

)
= f−1

uJg

(
fu ◦ f−1

u ◦ (π∗φ)u(v1, . . . , vk)
)

= f−1
uJg

(
fu
(
φ]u(v1, . . . , vk)

))
∵ φ] の定義

= f−1
uJg

(
u×ρ φ]u(v1, . . . , vk)

)
∵ fu の定義

= f−1
uJg

(
(u J g)×ρ ρ(g)−1

(
φ]u(v1, . . . , vk)

))
∵ ×ρ の定義

= ρ(g−1)
(
φ]u(v1, . . . , vk)

)
∵ fu の定義

i.e. (Rg)
∗φ] = ρ(g−1)(φ]) が言えた．

(2) K-線型写像 ] : Ωk(M ; P ×ρ V ) −→ Ωkρ(P ; V ) がベクトル空間の同型写像であることを示す．
] の単射性 　

φ, η ∈ Ωk(M ; P ×ρ V ) に対して φ] = η] が成り立つとする．このとき ∀u ∈ P を 1つ固定する
と，fu は全単射なので (π∗φ)u = (π∗η)u が言える．i.e. ∀v1, . . . , vk ∈ TuP に対して

0 =
(
π∗(φ− η)

)
u
(v1, . . . , vk) = (φπ(u) − ηπ(u))

(
Tuπ(v1), . . . , Tuπ(vk)

)
が成り立つ．Tuπ : TuP −→ Tπ(u)M は全射なので φ− η = 0 ⇐⇒ φ = η が言えた．

] の全射性 　
∀ψ ∈ Ωkρ(P ; V ) を 1 つ固定する．まず，ψ[ ∈ Ωk(M ; P ×ρ V ) が well-defined であることを示
す．そのためには ∀x ∈ M, ∀w1, . . . , wk ∈ TxM を固定し，(10.4.3)の右辺が u ∈ π−1({x}) お
よび vi ∈ (Tuπ)

−1({wi}) の取り方によらずに定まることを示せば良い．
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ψ[ は well-defined 　
まず u ∈ π−1({x}) を 1 つ固定する．このとき vi, v

′
i ∈ (Tuπ)

−1({wi}) に対して v′i − vi ∈
Ker(Tuπ) なので，ψ ∈ Ωkρ(P ; V ) が水平であることおよび ψu の多重線型性から

ψu(v
′
1, . . . , v

′
k) = ψu

(
v1 + (v′1 − v1), . . . , vk + (v′k − vk)

)
= ψu(v1, . . . , vk) + (少なくとも 1つの iについて引数が v′i − vi)
= ψu(v1, . . . , vk)

が言える．i.e. ψu は vi の取り方によらない．
　次に，他の u′ ∈ π−1({x}) をとる．このときある h ∈ G が存在して u′ J h = u となる．*21

TuJhπ ◦ Tu(Rh)(vi) = Tuπ(vi) = wi かつ ψ が vi の取り方によらないこと，および ψ の右
同変性を使うと

ψu′(v1, . . . , vk) = ψuJh
(
Tu(Rh)(v1), . . . , Tu(Rh)(vk)

)
=
(
(Rh)

∗ψ
)
u
(v1, . . . , vk)

= ρ(h−1)
(
ψu(v1, . . . , vk)

)
だとわかるので，×ρ の定義から

u′ ×ρ ψu′(v1, . . . , vk) = u′ ×ρ ρ(h−1)
(
ψu(v1, . . . , vk)

)
= (u′ J h)×ρ ρ(h) ◦ ρ(h−1)

(
ψu(v1, . . . , vk)

)
= u×ρ ψu(v1, . . . , vk)

が言える．i.e. ψ[|x は u ∈ π−1({x}) の取り方にもよらない．
fu の定義および φx の well-definednessから，

fu
(
ψu(v1, . . . , vk)

)
= ψ[|π(u)(w1, . . . , wk) = π∗(ψ[)|u(v1, . . . , vk)

⇐⇒ ψu = f−1
u ◦ π∗(ψ[)|u = (ψ[)]|u

i.e. ψ = (ψ[)] が言えた．
(3) ∀u ∈ P および ∀v1, . . . , vk+l ∈ TuP に対して

](s ∧ η)u(v1, . . . , vk+l)
= f−1

u ◦
(
π∗(s ∧ η)

)
u
(v1, . . . , vk+l)

= f−1
u

(
(π∗s ∧ π∗η)u(v1, . . . , vk+l)

)
= f−1

u

 1

k!l!

∑
σ∈Sk+l

sgnσ (π∗s)u(vσ(1), . . . , vσ(k))︸ ︷︷ ︸
∈K

⊗(π∗η)u(vσ(k+1), . . . , vσ(k+l))


=

1

k!l!

∑
σ∈Sk+l

sgnσ (π∗s)u(vσ(1), . . . , vσ(k))f
−1
u

(
(π∗η)u(vσ(k+1), . . . , vσ(k+l))

)
=
(
(π∗s) ∧ ]η

)
u
(v1, . . . , vk+l)

が成り立つ．ただし最後から 2番目の等号では f−1
u の K-線型性を使った．

*21 x ∈ Uα ⊂ M に対する P の局所自明化 ϕα について g′ := proj2 ◦ ϕα(u′), g := proj2 ◦ ϕα(u) とおけば，h := g′−1g ∈ G

に対して u′ J h = u となる．
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(4) ∀x ∈ Uα, ∀w1, . . . , wk ∈ TxM に対して

(proj2 ◦ ψα ◦ φ)x(w1, . . . , wk)

= f−1
sα(x)

(
φx(w1, . . . , wk)

)
∵ fsα(x) の定義

= f−1
sα(x)

(
φx
(
Tx(π ◦ sα)(w1), . . . , Tx(π ◦ sα)(wk)

))
∵ π ◦ sα = idUα

= f−1
sα(x)

(
φx
(
Tsα(x)π ◦ Tx(sα)(w1), . . . , Tsα(x)π ◦ Tx(sα)(wk)

))
= f−1

sα(x) ◦ (π
∗φ)sα(x)

(
Tx(sα)(w1), . . . , Tx(sα)(wk)

)
= (φ])sα(x)

(
Tx(sα)(w1), . . . , Tx(sα)(wk)

)
∵ φ] の定義

=
(
s∗α(φ

])
)
x
(w1, . . . , wk)

が成り立つ．

�

定義 10.8: ベクトル束上の接続

V ↪→ E
π−→M をベクトル束とする．

• ベクトル束 E 上の接続 (connection) とは，K-線型写像

∇E : Γ(E) −→ Ω1(M ; E)

であって，∀f ∈ C∞(M) = Ω0(M), ∀s ∈ Γ(E) = Ω0(M ; E) に対して Leibniz則

∇E(fs) = df ⊗ s+ f∇Es

を充たすもののこと．
• X ∈ Γ(TM) = X(M) に対して定まる K-線型写像

∇E
X : Γ(E) −→ Γ(E),

s 7−→ (∇Es)(X)

のことをX に沿った共変微分 (covariant derivative along X) と呼ぶ．
• ∀ω ∈ Ω•(M), ∀s ∈ Γ(E) に対して

d∇
E

(ω ⊗ s) := dω ⊗ s+ (−1)degωω ∧∇Es

と定義することで定まる写像

d∇E

: Ω•(M ; E) −→ Ω•+1(M ; E)

のことを共変外微分 (exterior covariant derivative) と呼ぶ．

【例 9.5.2】を思い出すと，主束に与えられた接続形式が自然に同伴ベクトル束上の接続と結び付くような
気がしてくる．実際それは正しい [6, p.150, 命題 6.3.3]：
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定理 10.4: 同伴ベクトル束上の接続

• 主束 G ↪→ P
π−→M

• 接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g)

• 有限次元 K-ベクトル空間 V と Lie群 G の dimV 次元表現 ρ : G −→ GL(V )

• 同伴ベクトル束 V ↪→ P ×ρ V
q−→M

を与える．ρ∗ := T1Gρ : g −→ gl(V ) を ρ の微分表現とする．このとき，次が成り立つ：

(1) (
d + ρ∗(ω)∧

)
Ωkρ(P ; V ) ⊂ Ωk+1

ρ (P ; V )

(2) E := P ×ρ V とおく．命題 10.6で定めた同型写像 ] : Ωk(M ; E) −→ Ωkρ(P ; V ) を用いて定義
した写像

∇E := ]−1 ◦
(
d + ρ∗(ω)

)
◦ ] : Γ(E) −→ Ω1(M ; E)

はベクトル束 E 上の接続である．
(3) (10.4.2)によって定義された局所自明化 ψα : E|Uα −→ Uα × V に対して

proj2 ◦ ψα ◦ ∇E = d + ρ∗(s
∗
αω)

とかける．
(4) (2) の接続について共変外微分 d∇

E

: Ωk(M ; E) −→ Ωk+1(M ; E) を考えると，以下の図式が
可換になる：

Ωk(M ; E) Ωk+1(M ; E)

Ωkρ(P ; V ) Ωk+1
ρ (P ; V )

d∇E

] ]

d+ρ∗(ω)∧

!

ω ∈ Ω1(P ; g), s̃ ∈ Ωk(P ; V ) に対して ρ∗(ω)∧ s̃ ∈ Ωk+1(P ; V ) の意味するところは，通常の ∧ とは
微妙に異なることに注意．正確には ∀X1, . . . , Xk+1 ∈ X(P ) に対して

(
ρ∗(ω) ∧ s̃

)
(X1, . . . , Xk+1) :=

1

1!k!

∑
σ∈Sk+1

sgnσ ρ∗
(
ω(Xσ(1))

)︸ ︷︷ ︸
∈gl(V )

(
s̃(Xσ(2), . . . , Xσ(k+1))︸ ︷︷ ︸

∈V

)
として新しく定義したものである．

証明 (1) ∀s̃ ∈ Ωkρ(P ; V ) を 1つ固定する．(
d+ ρ∗(ω)∧

)
s̃ が水平 　

∀X ∈ g を 1 つとる．基本ベクトル場 X# ∈ Γ(P ) が生成するフローは θ : R × M −→
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M, (t, u) 7−→ Rexp(tX)(u) だったので，Lie微分の定義から

LX# s̃ =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(Rexp(tX))
∗s̃

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ
(
exp(tX)

−1)
(s̃) ∵ s̃ の右同変性

=

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ
(
exp(−tX)

))
s̃

= −T1Gρ(X)(s̃)

= −ρ∗(X)(s̃)

がわかる．従って Lie微分の公式 (Cartan magic formula) から

iX#

((
d + ρ∗(ω)∧

)
s̃
)
= iX#(ds̃) + iX#

(
ρ∗(ω)

)
∧ s̃+ (−1)degωρ∗(ω) ∧����iX#(s̃)

= LX# s̃− d
(
����iX#(s̃)

)
+ ρ∗

(
iX#(ω)

)
∧ s̃

= −ρ∗(X)(s̃) + ρ∗(X)(s̃)

= 0

が言える．(
d+ ρ∗(ω)∧

)
s̃ が右同変 　

∀g ∈ G をとる．ρ∗
(
Ad(g−1)(ω)

)
= ρ(g−1) ◦ ρ∗(ω) ◦ ρ(g) なので*22

(Rg)
∗
((

d + ρ∗(ω)∧
)
s̃
)
= (Rg)

∗ds̃+ (Rg)
∗(ρ∗(ω) ∧ s̃)

= d
(
(Rg)

∗s̃
)
+ ρ∗

(
(Rg)

∗ω
)
∧ (Rg)

∗s̃

= d
(
ρ(g−1)s̃

)
+ ρ∗

(
Ad(g−1)(ω)

)
∧ ρ(g−1)s̃

= ρ(g−1)
((

d + ρ∗(ω)∧
)
s̃
)

が言える．
(2) ∀f ∈ C∞(M), ∀s ∈ Γ(E) = Ω0(M ; E) に対して Leibniz則が成り立つことを示す．外微分と引き戻

*22 【例 10.4】と大体同じ議論をすれば良い：∀X ∈ g をとる．このとき命題 10.3-(2) より C∞ 曲線 γ : t 7−→ exp(tX) は X が
生成する 1パラメータ部分群なので，

ρ∗
(
Ad(g−1)(X)

)
= T1Gρ

(
Ad(g−1)

(
γ̇(0)

))
= T1Gρ ◦ T1G (Fg−1 ) ◦ T0γ

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
= T0(ρ ◦ Fg−1 ◦ γ)

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ
(
g−1 exp(tX)g

)
= ρ(g−1) ◦

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
ρ
(
exp(tX)

))
◦ ρ(g)

= ρ(g−1) ◦ ρ∗(X) ◦ ρ(g)

ただし最後から 2番目の等号では ρ : G −→ GL(V ) が Lie群の準同型であることを使った．ω は g に値を取るので示された．
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しが可換であることに注意すると

∇E(fs) = ]−1 ◦
(
d
(
](fs)

)
+ ρ∗(ω)

(
](fs)

))
= ]−1 ◦

(
d
(
(π∗f) ]s

)
+ ρ∗(ω)

(
(π∗f) ]s

))
∵ 命題 10.6-(3)

= ]−1 ◦
(
d(π∗f)⊗ ]s+ (π∗f) d(]s) + (π∗f) ρ∗(ω)(]s)

)
= ]−1 ◦

(
π∗(df)⊗ ]s+ (π∗f)

(
d + ρ∗(ω)

)
(]s)

)
= ]−1 ◦

(
](df ⊗ s) + (π∗f) ]

(
∇E(s)

))
∵ 命題 10.6-(3)

= df ⊗ s+ f∇Es ∵ 命題 10.6-(3)

が言えた．
(3) ∀s ∈ Γ(E) に対して，命題 10.6-(4) より

proj2 ◦ ψα ◦ (∇Es) = s∗α
(
](∇Es)

)
= s∗α

((
d + ρ∗(ω)

)
(]s)

)
= s∗α

(
d(]s)

)
+ s∗α

(
ρ∗(ω)(]s)

)
= d

(
s∗α(]s)

)
+ ρ∗

(
s∗αω

)(
s∗α(]s)

)
=
(
d + ρ∗(s

∗
αω)

)
s∗α(]s)

=
(
d + ρ∗(s

∗
αω)

)(
proj2 ◦ ψα(s)

)
が言える．

(4) ∀s ∈ Ωk(M ; E) をとる．局所自明化 ψα : E|Uα
−→ Uα × V について，命題 10.6-(4) より

proj2 ◦ ψα ◦
(
]−1 ◦ (d + ρ∗(ω)∧) ◦ ](s)

)
= s∗α

(
(d + ρ∗(ω)∧)(]s)

)
= s∗α

(
d(]s)

)
+ s∗α

(
ρ∗(ω) ∧ ]s

)
= d

(
s∗α(]s)

)
+ ρ∗

(
s∗α(ω)

)
∧ s∗α(]s)

=
(
d + ρ∗(s

∗
αω)∧

)
s∗α(]s)

=
(
d + ρ∗(s

∗
αω)∧

)(
proj2 ◦ ψα(s)

)
が言える．また，∀s ∈ Ωk(M), ∀t ∈ Γ(E) に対して

proj2 ◦ ψα
(
ds⊗ t+ (−1)deg ss ∧∇Et

)
= s∗α

(
](ds⊗ t)

)
+ (−1)deg ss∗α

(
](s ∧∇Et)

)
= s∗α

(
π∗(ds)⊗ ]t

)
+ (−1)deg ss∗α

(
π∗(s) ∧ ](∇Et)

)
∵ 命題 10.6-(3)

= d
(
s∗α(π

∗s)
)
⊗ s∗α(]t) + (−1)deg ss∗α(π∗s) ∧ s∗α

(
](∇Et)

)
= d

(
s∗α(π

∗s)
)
⊗ s∗α(]t) + (−1)deg ss∗α(π∗s) ∧ d

(
s∗α(]t)

)
+ (−1)deg ss∗α(π∗s) ∧ ρ∗(s∗αω)(s∗α(]t))

= d
(
s∗α(π

∗s)⊗ s∗α(]t)
)
+ ρ∗(s

∗
αω) ∧ (s∗α(π

∗s)⊗ s∗α(]t))
=
(
d + ρ∗(s

∗
αω)∧

)
s∗α
(
(π∗s)⊗ (]t)

)
=
(
d + ρ∗(s

∗
αω)∧

)
s∗α
(
](s⊗ t)

)
∵ 命題 10.6-(3)

=
(
d + ρ∗(s

∗
αω)∧

)(
proj2 ◦ ψα(s⊗ t)

)
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であるが，共変外微分の定義から最左辺は proj2 ◦ ψα ◦ d∇
E

(s⊗ t) と等しい．よって

d∇
E

(s⊗ t) = ]−1 ◦
(
d + ρ∗(ω)∧

)
◦ ](s⊗ t)

が言えた．共変外微分の定義から，d∇E が一般の Ωk(M ; E) の元に作用する場合についても示された．
�

命題 10.4-(3) がまさに我々の良く知るゲージ場になっていることを確認しよう．
まずは状況設定である．主束

G ↪→ P
π−→M

は

• 開被覆
{
Uα
}
α∈Λ

• 局所自明化
{
ϕα : π

−1(Uα) −→ Uα ×G
}
α∈Λ

• 変換関数
{
tαβ : Uα ∩ Uβ −→ G

}
α, β∈Λ

を持つとする．P の局所切断
{
sα : Uα −→ π−1(Uα)

}
α∈Λ

を，(10.4.2)の通り sα(x) := ϕ−1
α (x, 1G) と定義

する．このとき主束 P の同伴ベクトル束

V ↪→ P ×ρ V
q−→M

はその構成から

• 開被覆
{
Uα
}
α∈Λ

• 変換関数
{
tαβ : Uα ∩ Uβ −→ G

}
α, β∈Λ

を持ち，局所自明化
{
ψα : q

−1(Uα) −→ Uα × V
}
α∈Λ

は (10.4.2)の通りに ψα
(
sα(x)×ρ v

)
:= (x, v) と構成

された．なお，命題 9.3の証明の脚注で述べたようにこれは ψα(u ×ρ v) :=
(
π(u), proj2 ◦ ϕα(u) I v

)
と定

義することと同値である．以下では便宜上 E := P ×ρ V とおく．
さて，主束 P 上の接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g) を任意に 1 つ与えよう．このとき定理 10.4-(2) により，

同伴ベクトル束 E 上の接続 ∇E : Γ(E) −→ Ω1(M ; E) が ∇E := ]−1 ◦
(
d + ρ∗(ω)

)
◦ ] として誘導さ

れる．
(10.1.5)が示すように，Lie群 G で記述される内部対称性を持つ場 φ はE の切断 φ ∈ Γ(E) を局所自明化

ψα によって表示した φα := proj2 ◦ψα ◦φ : Uα −→ V と同一視された．ここで，φ ∈ Γ(E) = Ω0(M ; E) なの
で，あるM 上のベクトル場 X ∈ X(M) = Γ(TM) に沿った共変微分 ∇EX : Γ(E) −→ Γ(E), φ 7−→ ∇Eφ(X)

を取ることができる．そして ∇EXφ ∈ Γ(E)の局所自明化による表示 (∇EXφ)α := proj2◦ψα◦∇EXφ : Uα −→ V

もまた，Uα ∩ Uβ における ψα から ψβ への局所自明化の取り替えに伴って (10.1.5)の変換を受ける：

ψβ ◦ ψ−1
α : (Uα ∩ Uβ)× V −→ (Uα ∩ Uβ)× V,(
x, (∇E

Xφ)α(x)
)
7−→

(
x, (∇E

Xφ)β(x)
)
=
(
x, ρ

(
tβα(x)

)(
(∇E

Xφ)α(x)
))

一方で，定理 10.4-(3)から

(∇EXφ)α = (∇Eφ)α(X) =
(
d + ρ∗(s

∗
αω)

)
(φα)(X)
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なので，∀x ∈ Uα ∩ Uβ において

(∇EXφ)β(x)

=
(
d + ρ∗(s

∗
βω)

)
(φβ)

∣∣∣∣
x

(Xx)

= ρ
(
tβα(x)

)
◦
(
d + ρ∗(s

∗
αω)

)
(φα)

∣∣∣∣
x

(Xx)

= ρ
(
tβα(x)

)
◦
(
d + ρ∗(s

∗
αω)

)
◦ ρ
(
tβα(x)

)−1
(φβ)

∣∣∣∣
x

(Xx)

= ρ
(
tβα(x)

)
◦
(
d + ρ∗(s

∗
αω)

)
◦ ρ
(
tβα(x)

−1
)
(φβ)

∣∣∣∣
x

(Xx)

だとわかる．i.e. (
d + ρ∗(s

∗
βω)

)
x
= ρ
(
tβα(x)

)
◦
(
d + ρ∗(s

∗
αω)

)
x
◦ ρ
(
tβα(x)

−1
)

となって (10.1.3)の変換則を再現する．また，V の基底を e1, . . . edimV として φβ(x) = φβ
i(x)ei と展開し，

ρ(tβα(x)
−1) ∈ GL(V ) をこの基底に関して [ ρ(tβα(x)

−1) ]ij と行列表示ときに

d ◦ ρ
(
tβα(x)

−1
)
(φβ)

∣∣∣∣
x

= d
(
[ ρ(tβα(x)

−1) ]ijφβ
i(x)

)︸ ︷︷ ︸
∈Ω0(M)=C∞(M)

ei

= ∂µ
(
[ ρ(tβα(x)

−1) ]ij
)
φβ

i(x) dxµ ei + [ ρ(tβα(x)
−1) ]ij∂µφβ

j(x) dxµ ei

=:
(
d
(
ρ
(
tβα(x)

−1
))

+ ρ
(
tβα(x)

−1
)
◦ d
)
(φβ)

∣∣∣∣
x

が成り立つと言う意味で

ρ∗(s
∗
βω)

∣∣∣∣
x

= ρ
(
tβα(x)

)
◦ d
(
ρ
(
tβα(x)

−1
))

+ ρ
(
tβα(x)

)
◦ ρ∗(sαω) ◦ ρ

(
tβα(x)

−1
)

と書けてゲージ変換 (10.1.4) を再現する．つまり，ゲージ場とは，接続形式 ω の局所切断による引き戻し
s∗αω ∈ Ω1(Uα; g) のことだったのである．

10.5 局所接続形式とゲージ場

これまでの議論で主束，およびその同伴ベクトル束の接続を大域的な表式を得た．以降の節では，物理の文
脈で登場する接続の局所表示（それはゲージ場と呼ばれる）および曲率とその局所表示（それは場の強さと呼
ばれる）を，主束およびその同伴ベクトル束の各々において，より直接的な形で定式化する．まず始めにゲー
ジ場と局所ゲージ変換を主束上の接続の言葉で定式化しよう．
先に進む前に，Maurer-Cartan形式についての注意をしておく．

定義 10.9: Maurer-Cartan形式

Lie群 G のMaurer-Cartan形式とは，

θg := Tg(Lg−1) : TgG −→ g

によって定義されるG 上の g 値 1-形式 θ ∈ Ω1(G; g) のことを言う．
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特に G が GL(V ) の部分 Lie 群（行列 Lie 群）である場合，Maurer-Cartan 形式 θ : TG −→ g はよく
g−1dg と略記される．これの解釈は次の通りである：まず ∀g ∈ Gと G上の恒等写像 idG : G −→ G, g 7−→ g

を同一視する．このとき dg : TG −→ TG は，∀g ∈ G に対して Tg(idG) = idTgG : TgG −→ TgG のことだ
と解釈する．すると，【例 10.2.1】,【例 10.2.3】の議論から行列 Lie群の場合 Tg(Lg−1) = Lg−1 と見做して
良いので，∀v ∈ TgG に対して

θg(v) = Tg(Lg−1)(v) = Lg−1 ◦ idTgG(v) = g−1dg(v)

と書けるのである．
さて，ここで任意の C∞ 写像 t : M −→ G をとる．このとき，G が GL(V ) の部分 Lie群ならば，Maurer-

Cartan形式の t による引き戻しが t∗θ = t−1dt ∈ Ω1(M ; g) と表記できることを確認しよう．∀g ∈ G を 1
つ固定し，∀v ∈ TpM をとる．すると

(t∗θ)p(v) = θt(p)
(
Tpt(v)

)
= Tt(p)(Lt(p)−1) ◦ Tpt(v)
= Tp(Lt(p)−1 ◦ t)(v)
= Tp(Lt(p)−1 ◦ t)

(
γ̇(0)

)
= Tp(Lt(p)−1 ◦ t) ◦ T0γ

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
Lt(p)−1 ◦ t ◦ γ(t)

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

t(p)−1t
(
γ(t)

)
= t(p)−1 d

dt

∣∣∣∣
t=0

t
(
γ(t)

)
= t(p)−1Tpt(γ̇(0))

= t(p)−1dt|p(v)

ただし γ は v が生成する積分曲線である．
ここで，いくつかの技術的な補題を述べよう．

補題 10.4: 積多様体の接空間

C∞ 多様体 M1, M2 およびその任意の点 p1 ∈M1, p2 ∈M2 を与え，C∞ 写像

proj1 : M1 ×M2 −→M1, (x1, x2) 7−→ x1,

proj2 : M1 ×M2 −→M2, (x1, x2) 7−→ x2,

injp21 : M1 −→M1 ×M2, x 7−→ (x, p2),

injp12 : M2 −→M1 ×M2, x 7−→ (p1, x)

を考える．このとき，R-線型写像

α : T(p1, p2)(M1 ×M2) −→ Tp1M1 ⊕ Tp2M2,

v 7−→
(
T(p1, p2)(proj1)(v), T(p1, p2)(proj2)(v)

)
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と

β : Tp1M1 ⊕ Tp2M2 −→ T(p1, p2)(M1 ×M2),

(v, w) 7−→ Tp1(inj
p2
1 )(v) + Tp2(inj

p1
2 )(w)

は互いに逆写像である．i.e. R-ベクトル空間の同型

T(p1, p2)(M1 ×M2) ∼= Tp1M1 ⊕ Tp2M2

が成り立つ．

証明 ∀(v, w) ∈ Tp1M1 ⊕ Tp2M2 に対して

α
(
β(v, w)

)
=
(
Tp1(proj1 ◦ inj

p2
1 )(v) +

((((((((((
Tp2(proj1 ◦ inj

p1
2 )(w),(((((((((

Tp1(proj2 ◦ inj
p2
1 )(v) + Tp2(proj2 ◦ inj

p1
2 )(w)

)
=
(
Tp1(idM1

)(v), Tp2(idM2
)(w)

)
= (v, w)

が成り立つので α は全射である．さらに dimT(p1, p2)(M1 ×M2) = dim(Tp1M1 ⊕ Tp2M2) なので，階数-退
化次元の定理から α が同型写像であることがわかる． �

補題 10.5: 積の微分の亜種

• C∞ 多様体 M1, M2, N1, N2, P

• 任意の点 pi ∈Mi

• C∞ 写像 Fi : Mi −→ Ni

• C∞ 写像 µ : N1 ×N2 −→ P

このとき，

T(p1, p2)
(
µ ◦ (F1 × F2)

)
= T(p1, p2)(µ ◦ inj

F2(p2)
1 ◦ F1 ◦ proj1) + T(p1, p2)(µ ◦ inj

F1(p1)
2 ◦ F2 ◦ proj2)

が成り立つ．

証明 ∀(x1, x2) ∈M1 ×M2 に対して

proji ◦ (F1 × F2)(x1, x2) = proji
(
F1(x1), F2(x2)

)
= Fi(xi)

= Fi ◦ proji(x1, x2)

i.e. proji ◦ (F1 × F2) = Fi ◦ proji が成り立つことに注意すると，補題 10.4より ∀v ∈ T(p1, p2)(M1 ×M2) に
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対して

T(p1, p2)
(
µ ◦ (F1 × F2)

)
(v)

= T(F1(p1), F2(p2))µ ◦ T(p1, p2)(F1 × F2)(v)

= T(F1(p1), F2(p2))µ ◦ β ◦ α ◦ T(p1, p2)(F1 × F2)(v)

= T(F1(p1), F2(p2))µ ◦ β
(
T(p1, p2)

(
proj1 ◦ (F1 × F2)

)
(v), T(p1, p2)

(
proj2 ◦ (F1 × F2)

)
(v)
)

= T(F1(p1), F2(p2))µ ◦ β
(
T(p1, p2)(F1 ◦ proj1)(v), T(p1, p2)(F2 ◦ proj2)(v)

)
= T(p1, p2)(µ ◦ inj

F2(p2)
1 ◦ F1 ◦ proj1)(v) + T(p1, p2)(µ ◦ inj

F1(p1)
2 ◦ F2 ◦ proj2)(v)

がわかる． �

補題 10.6: 局所切断の微分

主束 G ↪→ P
π−→ M と，その開被覆

{
Uα
}
α∈Λ
，局所自明化

{
ϕα : π

−1(Uα) −→ Uα ×G
}
α∈Λ
，変換

関数
{
tαβ : Uα ∩ Uβ −→ G

}
α, β∈Λ

を与える．局所切断の族
{
sα : Uα −→ π−1(Uα)

}
α∈Λ

を (10.4.1)
で定義する．θ ∈ Ω1(G; g) をMaurer-Cartan形式とする．
このとき，∀α, β ∈ Λ および ∀x ∈ Uα ∩ Uβ に関して，∀v ∈ TxM はa

Txsβ(v) = Tsα(x)(Rtαβ(x)) ◦ Txsα(v) +
(
(t∗αβθ)x(v)

)#∣∣∣∣
sβ(x)

を充たす．

a [11, p.36, 補題 10.1]には誤植がある

証明 ∀α, β ∈ Λ を固定し，∀x ∈ Uα ∩ Uβ を取る．∀v ∈ TxM を 1つ固定する．変換関数の定義および P へ
の右作用 J の定義から sβ(x) = ϕ−1

β (x, 1G) = ϕ−1
α

(
x, tαβ(x)

)
= sα(x) J tαβ(x) が成り立つ．i.e. C∞ 写

像 ∆: M −→M ×M, x 7−→ (x, x) を使って sβ =J ◦(sα × tαβ) ◦∆ と書けるので，

Txsβ(v) = T(x, x)
(
J ◦(sα × tαβ)

)
◦ Tx∆(v)

となる．最右辺に補題 10.5を使うことで

Txsβ(v) = Tx(J ◦inj
tαβ(x)
1 ◦ sα ◦ proj1 ◦∆)(v) + Tx(J ◦injsα(x)

2 ◦ tαβ ◦ proj2 ◦∆)(v)

= Tx(J ◦inj
tαβ(x)
1 ◦ sα)(v) + Tx(J ◦injsα(x)

2 ◦ tαβ)(v)

= Tx(Rtαβ(x) ◦ sα)(v) + Tx(R
(sα(x)) ◦ tαβ)(v)

= Tsα(x)(Rtαβ(x)
) ◦ Txsα(v) + Tx(R

(sα(x)) ◦ tαβ)(v)

を得る．一方 (10.2.2)から(
(t∗αβθ)x(v)

)#|sβ(x) = (θtαβ(x)(Txtαβv)
)#|sα(x)Jtαβ(x)

= T1G(R
(sα(x)Jtαβ(x))) ◦ Ttαβ(x)(Ltαβ(x)−1) ◦ Txtαβ(v)

= Tx(R
(sα(x)) ◦ Ltαβ(x) ◦ Ltαβ(x)−1 ◦ tαβ)(v)

= Tx(R
(sα(x)) ◦ tαβ)(v)

と計算できる． �
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[11, 第 10章-1]に倣って，先ほど導入したゲージ場をより扱いやすい形にしよう．

定理 10.5: 貼り合わせによる接続形式の構成

主束 G ↪→ P
π−→ M と，その開被覆

{
Uα
}
α∈Λ
，局所自明化

{
ϕα : π

−1(Uα) −→ Uα ×G
}
α∈Λ
，変換

関数
{
tαβ : Uα ∩ Uβ −→ G

}
α, β∈Λ

を与える．局所切断の族
{
sα : Uα −→ π−1(Uα)

}
α∈Λ

を (10.4.1)
で定義する．θ ∈ Ω1(G; g) をMaurer-Cartan形式とする．

(1) g 値 1-形式の族
{
Aα ∈ Ω1(Uα; g)

}
α∈Λ

が ∀α, β ∈ Λ について

Aβ |x = Ad
(
tαβ(x)

−1
)(
Aα|x

)
+ (t∗αβθ)x, ∀x ∈ Uα ∩ Uβ (10.5.1)

を充たすならば，∀α ∈ Λ に対して Aα = s∗αω を充たす接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g) が存在する．
(2) 任意の接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g) に対して，g 値 1-形式の族

{
Aα := s∗αω ∈ Ω1(Uα; g)

}
α∈Λ

は
∀α, β ∈ Λ について

Aβ |x = Ad
(
tαβ(x)

−1
)(
Aα|x

)
+ (t∗αβθ)x, ∀x ∈ Uα ∩ Uβ

を充たす．

証明 (1) この証明では Lie群の左移動，右移動*23，積をそれぞれ

λg : G −→ G, x 7−→ gx

ρg : G −→ G, x 7−→ xg

µ : G×G −→ G, (x, y) 7−→ xy

と書くことにする．条件 (10.5.1)を充たす g 値 1-形式の族
{
Aα ∈ Ω1(Uα; g)

}
α∈Λ

を与える．∀α ∈ Λ

に対して

gα := proj2 ◦ ϕα : π−1(Uα) −→ G

とおく．このとき ∀u ∈ π−1(Uα) に対して ϕα(u) =
(
π(u), gα(u)

)
= sα

(
π(u)

)
J gα(u) が成り立つ．

　 ∀α ∈ Λ に対して，P の座標近傍 π−1(Uα) 上の g 値 1-形式 ωα ∈ Ω1
(
π−1(Uα); g

)
を

ωα|u := Ad
(
gα(u)

−1
)(
(π∗Aα)u

)
+ (g∗αθ)u

w/ ∀u ∈ π−1(Uα) (10.5.2)

と定義する．∀x ∈ Uα および ∀v ∈ TxM に対して

(s∗αωα)x(v) = ωα|sα(x)

(
Txsα(v)

)
= Ad

(
gα(sα(x))

−1
)(
(π∗Aα)sα(x)(Txsα(v))

)
+ (g∗αθ)sα(x)

(
Txsα(v)

)
= Ad

(
1G
)(
Aα|x

(
Tsα(x)π ◦ Txsα(v)

))
+ θgα(sα(x))

(
Tsα(x)gα ◦ Txsα(v)

)
= Aα|x

(
Tx(π ◦ sα)(v)

)
+ θ1G

(
������
Tx(gα ◦ sα)(v)

)
= Aα|x(v)

が成り立つので s∗αωα = Aα である．ただし，最後の等号で π ◦ sα = idUα
であることと gα ◦ sα が常

に 1G を返す定数写像であることを使った．

*23 主束の全空間への右作用による右移動との混同を防ぐために Rg とは書かない．
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ωα が Uα 上で接続形式の公理を充たすこと 　
(CF-1) 　
∀X ∈ g を 1つとる．補題 10.2から，∀u ∈ π−1(Uα) に対して Tuπ(X

#
u ) = 0 である．右作用

J の定義から ∀g ∈ G に対して Lgα(u)−1 ◦ gα ◦ R(u)(g) = gα(u)
−1gα(u)g = g が成り立つ，

i.e. Lgα(u)−1 ◦ gα ◦R(u) = idG であることから

ωα(X
#) = Ad

(
gα(u)

−1
)(
Aα|π(u)

(
�����
Tuπ(X

#
u )
))

+ θgα(u)

(
Tugα(X

#
u )
)

= Tgα(u)(λgα(u)−1) ◦ Tugα ◦ T1G(R(u))(X) ∵ (10.2.2)

= T1G(λgα(u)−1 ◦ gα ◦R(u))(X)

= X

が言えた．
(CF-2) 　
∀u ∈ P を 1つ固定する．∀v ∈ TuP, ∀g ∈ G に対して

(R∗
gωα)u(v)

= ωα|Rg(u)

(
Tu(Rg)(v)

)
= Ad

(
gα(u J g)−1

)(
Aα|π(uJg)

(
TuJgπ ◦ Tu(Rg)(v)

))
+ θgα(uJg)

(
TuJggα ◦ Tu(Rg)(v)

)
= Ad

(
g−1gα(u)

−1
)(
Aα|π(u)

(
Tu(π ◦Rg)(v)

))
+ θgα(u)g

(
Tu(gα ◦Rg)(v)

)
= Ad

(
g−1

)
◦Ad

(
gα(u)

−1
)(
Aα|π(u)

(
Tuπ(v)

))
+ Tu(λg−1gα(u)−1 ◦ gα ◦Rg)(v)

= Ad
(
g−1

)(
Ad
(
gα(u)

−1
)(
(π∗Aα)u(v)

))
+ Tu(λg−1gα(u)−1 ◦ gα ◦Rg)(v)

一方，ρg ◦ gα(u) = gα(u)g = gα(u J g) = gα ◦Rg(u) に注意すると

Ad(g−1)
(
(g∗αθ)u(v)

)
= T1G(Fg−1) ◦ θgα(u)

(
Tugα(v)

)
= T1G(λg−1 ◦ ρg) ◦ Tgα(u)(λgα(u)−1) ◦ Tugα(v)
= Tu(λg−1 ◦ ρg ◦ λgα(u)−1 ◦ gα)(v)
= Tu(λg−1 ◦ λgα(u)−1 ◦ gα ◦Rg)(v)
= Tu(λg−1gα(u)−1 ◦ gα ◦Rg)(v)

がわかり，

R∗
gωα = Ad

(
g−1

)(
ωα
)

が示された．
ωα|π−1(Uα∩Uβ) = ωβ|π−1(Uα∩Uβ) 　
∀u ∈ π−1(Uα ∩ Uβ) および ∀v ∈ TuP を 1 つ固定する．変換関数の定義から gβ(u) =

tβα
(
π(u)

)
gα(u)が成り立つ．i.e. C∞ 写像 ∆: P −→ P×P を用いて gβ = µ◦

(
(tβα◦π)×gα

)
◦∆

と書ける．よって補題 10.5を使って

Tugβ(v) = Tu
(
µ ◦ injgα(u)

1 ◦ tβα ◦ π ◦ proj1 ◦∆
)
(v)

+ Tu
(
µ ◦ injtβα(u)

2 ◦ gα ◦ proj2 ◦∆
)
(v)

= Tu(ρgα(u) ◦ tβα ◦ π)(v) + Tu(λtβα(π(u)) ◦ gα)(v)
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であり，Maurer-Cartan形式の定義から

(g∗βθ)u(v) = Ttβα(π(u))gα(u)(λgα(u)−1tβα(π(u))−1)
(
Tugβ(v)

)
= Tu(λgα(u)−1 ◦ λtβα(π(u))−1 ◦ ρgα(u) ◦ tβα ◦ π)(v)
+ Tgα(u)(λgα(u)−1)

(
Tugα(v)

)
= Ad

(
gα(u)

−1
)(
Tu(λtβα(π(u))−1)(v)

)
+ (g∗αθ)u(v)

と計算できる．従って，ωα ∈ Ω1
(
π−1(Uα); g

)
の定義 (10.5.2)および条件 (10.5.1)より

ωβ |u(v) = Ad
(
gβ(u)

−1
)(
(π∗Aβ)u(v)

)
+ (g∗βθ)u(v)

= Ad
(
gα(u)

−1tβα
(
π(u)

)−1
)(

Ad
(
tαβ(π(u))

−1
)(
(π∗Aα)u(v)

)
+
(
(tαβ ◦ π)∗θ

)
u
(v)
)

+ (g∗βθ)u(v)

= Ad
(
gα(u)

−1
)(
(π∗Aα)u(v)

)
+Ad

(
gα(u)

−1
)(

Ad
(
tαβ(π(u))

)(
Ttαβ(π(u))(λtαβ(π(u))−1) ◦ Tu(tαβ ◦ π)(v)

))
+Ad

(
gα(u)

−1
)(
Tu(λtβα(π(u))−1)(v)

)
+ (g∗αθ)u(v)

= ωα|u(v)

+ Ad
(
gα(u)

−1
)(
Tu
(
ρtβα(π(u)) ◦ tαβ ◦ π

)
(v) + Tu

(
λtαβ(π(u)) ◦ tβα ◦ π

)
(v)
)

= ωα|u(v)

+ Ad
(
gα(u)

−1
)(
Tu
(
µ ◦
(
(tαβ ◦ π)× (tβα ◦ π)

)
◦∆
)
(v)
)

= ωα|u(v)

が言えた．ただし，最後から 3つ目の等号ではコサイクル条件から従う tαβ(π(u))
−1 = tβα(π(u))

を使い，最後から 2番目の等号では補題 10.5を使い，最後の等号では µ ◦
(
(tαβ ◦ π)× (tβα ◦ π)

)
◦

∆: P −→ G が常に 1G を返す定数写像であることを使った．
ところで，

{
Uα
}
α∈Λ

は M の開被覆であったから P =
⋃
α∈Λ π

−1(Uα) が成り立つ．よって ∀u ∈ P
に対してある α ∈ Λ が存在して u ∈ π−1(Uα) を充たす．従って大域的な g 値 1-形式 ω ∈ Ω1(P ; g) を

ωu := ωα|u

と定義すると，上で示したことからこれは well-defined な接続形式になり，かつ ∀α ∈ Λ に対して
s∗αω = Aα を充たす．

(2) ∀x ∈ Uα ∩ Uβ を 1つ固定する．このとき接続形式の公理および補題 10.6から，∀v ∈ TxM に対して

s∗βω|x(v) = ωsβ(x)
(
Txsβ(v)

)
= ωsα(x)Jtαβ(x)

(
Tsα(x)(Rtαβ(x))

(
Txsα(v)

))
+ ωsβ(x)

((
(t∗αβθ)x(v)

)#|sβ(x))
=
(
(Rtαβ(x))

∗ω
)
sα(x)

(
Txsα(v)

)
+ (t∗αβθ)x(v)

= Ad
(
tαβ(x)

−1
)(
ωsα(x)

(
Txsα(v)

))
+ (t∗αβθ)x(v)

= Ad
(
tαβ(x)

−1
)(
s∗αω|x(v)

)
+ (t∗αβθ)x(v)

が成り立つ．
�
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10.6 水平持ち上げ

定義 10.10: C∞ 曲線の水平持ち上げ

• 主束 G ↪→ P
π−→M およびその接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g)

• M 上の C∞ 曲線 γ : [0, 1] −→M

を与える．このとき，∀u ∈ π−1({γ(0)}) に対して以下を充たすP 上の C∞ 曲線 γ̃ : [0, 1] −→ P が一
意的に存在し，γ の水平持ち上げ (horizontal lift) と呼ばれる：

(HC-1) π ◦ γ̃ = γ

(HC-2) γ̃(0) = u

(HC-3) ∀t ∈ [0, 1] に対して

˙̃γ(t) ∈ Kerωγ̃(t)

一意存在は本質的に常微分方程式の基本定理による：

補題 10.7: 水平持ち上げの公式

• 主束 G ↪→ P
π−→M およびその接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g)

• M 上の C∞ 曲線 γ : [0, 1] −→M

• ∀u ∈ π−1
(
{γ(0)}

)
を与える．このとき，γ の水平持ち上げ γ̃ : [0, 1] −→ P が一意的に存在して以下を充たす：

(1) ∀t ∈ [0, 1] に対して

˙̃γ(t) = Tsα(γ(t))Rg(t) ◦ Tγ(t)sα
(
γ̇(t)

)
−
(
Ad
(
g(t)−1

)(
s∗αω|γ(t)

(
γ̇(t)

)))#

γ̃(t)

(2) ∀t ∈ [0, 1] に対して

ġ(t) = −T1Gρg(t)
(
s∗αω|γ(t)

(
γ̇(t)

))
ただし G 上の C∞ 曲線 g : [0, 1] −→ G を

g := proj2 ◦ ϕα ◦ γ̃

で定義した．

補題 10.7-(2) は，G が行列 Lie群の場合にはゲージ場を使って

ġ(t) = −Aα|γ(t)
(
γ̇(t)

)
g(t)

と書ける．C∞ 写像の成分表示の公式 (3.4.4)を使うとこれは

dg

ds
(t) = −Aαµ

(
γ(t)

)dγµ
ds

(t) g(t)
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とも書くことができるが，この常微分方程式の解 g(t) の t = 1 における値は時間順序積 T および経路順序積
P を使って形式的に

g(1) = T exp

(
−
∫ 1

0

ds
dγµ

ds
Aαµ

(
γ(s)

))
= P exp

(
−
∫
γ

Aα

)
と書けて，物理ではWilson lineとして知られている物理量を表している．

証明 定理 10.5と同様に

• 開被覆
{
Uα
}
α∈Λ

• 局所自明化
{
ϕα : π

−1(Uα) −→ Uα ×G
}
α∈Λ
，変換関数

{
tαβ : Uα ∩ Uβ −→ G

}
α, β∈Λ

を与える．
• (10.4.1)で定義される局所切断の族

{
sα : Uα −→ π−1(Uα)

}
α∈Λ

を与える．[0, 1] ⊂ R はコンパクト集合なので連続写像 γ : [0, 1] −→M による像 γ([0, 1]) ⊂M もまたコン
パクトである．よって γ([0, 1]) を有限個の点で区切ることにより，ある α ∈ Λ が存在して γ([0, 1]) ⊂ Uα が
成り立つと仮定して良い．また，このとき γ̃([0, 1]) ⊂ π−1(Uα) を充たす任意の C∞ 曲線 γ̃ : [0, 1] −→ P に
対して定義される

g := proj2 ◦ ϕα ◦ γ̃ : [0, 1] −→ G

は G 上の C∞ 曲線であり，全空間 P への右作用の定義から ∀t ∈ [0, 1] に対して

γ̃(t) = ϕ−1
α

(
π
(
γ̃(t)

)
, g(t)

)
= sα

(
π
(
γ̃(t)

))
J g(t)

が成り立つ．C∞ 写像 ∆: [0, 1] −→ [0, 1]× [0, 1], t 7−→ (t, t) を使うと

γ̃ =J ◦
(
(sα ◦ π ◦ γ̃)× g

)
◦∆ (10.6.1)

と書くこともできる．
ここで，γ̃ を γ の水平持ち上げとする．すると条件 (HC-1) より (10.6.1)は γ̃ =J

(
(sα ◦ γ)× g

)
◦∆ と

なるから，補題 10.5より

˙̃γ(t) = Ttγ̃

(
d

ds

∣∣∣∣
s=t

)
= T(t, t)

(
J ◦
(
(sα ◦ γ)× g

))
◦ Tt∆

(
d

ds

∣∣∣∣
s=t

)
= T(t, t)

(
J ◦
(
(sα ◦ γ)× g

))
◦ Tt∆

(
d

ds

∣∣∣∣
s=t

)
= Tt(J ◦injg(t)1 ◦ sα ◦ γ)

(
d

ds

∣∣∣∣
s=t

)
+ Tt(J ◦injsα(γ(t))

2 ◦ g)
(

d

ds

∣∣∣∣
s=t

)
= Tsα(γ(t))Rg(t) ◦ Tγ(t)sα

(
γ̇(t)

)
+ Tt

(
R

(
sα(γ(t))

)
◦ g
)( d

ds

∣∣∣∣
s=t

)
(10.6.2)
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が分かった．補題 10.6の証明と同様の計算により，Maurer-Cartan形式 θ ∈ Ω1(G; g) を使った等式

Tt
(
R

(
sα(γ(t))

)
◦ g
)( d

ds

∣∣∣∣
s=t

)
=

(
(g∗θ)t

(
d

ds

∣∣∣∣
s=t

))#
∣∣∣∣∣
γ̃(t)

が成り立つ．よって条件 (HC-2) より

0 = ωγ̃(t)
(
˙̃γ(t)
)

= (R∗
g(t)ω)sα(γ(t))

(
Tγ(t)sα

(
γ̇(t)

))
+ (g∗θ)t

(
d

ds

∣∣∣∣
s=t

)
= Ad

(
−g(t)

)(
s∗αω|γ(t)

(
γ̇(t)

))
+ θg(t)

(
ġ(t)

)
(10.6.3)

が従い，

(g∗θ)t

(
d

ds

∣∣∣∣
s=t

)
= −Ad

(
g(t)−1

)(
s∗αω|γ(t)

(
γ̇(t)

))
(10.6.4)

が分かった．

(1) (10.6.2), (10.6.4)より

˙̃γ(t) = Tsα(γ(t))Rg(t) ◦ Tγ(t)sα
(
γ̇(t)

)
+

(
−Ad

(
g(t)−1

)(
s∗αω|γ(t)

(
γ̇(t)

)))#

γ̃(t)

(2) Ad の定義とMaurer-Cartan形式の定義より (10.6.3)は

0 = T1G(λg−1(t) ◦ ρg(t))
(
s∗αω|γ(t)

(
γ̇(t)

))
+ Tg(t)(λg(t)−1)

(
ġ(t)

)
= T1G(λg−1(t))

(
T1Gρg(t)

(
s∗αω|γ(t)

(
γ̇(t)

))
+ ġ(t)

)
とも書けるが，Lie群の左移動が微分同相写像であることから T1G(λg−1(t)) はベクトル空間の同型写像
であり，

ġ(t) = −T1Gρg(t)
(
s∗αω|γ(t)

(
γ̇(t)

))
が分かった．これは g に関する常微分方程式であり，与えられた初期条件 g(0) = proj2

(
ϕα(u)

)
に関

して一意的な解を持つ．

(2) の証明より γ̃ の一意存在も言えた． �

命題 10.7:

γ の 2つの水平持ち上げ γ̃, γ̃′ が，ある g ∈ G について γ̃′(0) = γ̃(0) J g を充たすとする．このと
き，∀t ∈ [0, 1] において γ̃′(t) = γ̃(t) J g が成り立つ．

証明 C∞ 曲線

γ̃ J g : [0, 1] −→ P, t 7−→ γ̃(t) J g
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は，π ◦ γ̃ J g = γ，γ̃ J g(0) = γ̃(0) J g を充たし，

ωγ̃Jg
(

˙˜ J gγ(t)
)
= (R∗

gω)γ̃(t)
(
˙̃γ(t)
)

= Ad(g−1)
(
ωγ̃(t)

(
˙̃γ(t)
))

= 0

も充たすので，初期条件 γ̃ J g(0) = γ̃(0) J g = γ̃′(0) を充たす水平持ち上げである．故に水平持ち上げの一
意性から

γ̃′ = γ̃ J g

が言える． �

C∞ 曲線のみならず，底空間上の C∞ ベクトル場もまた全空間に持ち上がる．

定義 10.11: C∞ ベクトル場の水平持ち上げ

• 主束 G ↪→ P
π−→M およびその接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g)

• M 上の C∞ ベクトル場 X ∈ X(M)

このとき，∀u ∈ P に対して以下を充たすP 上の C∞ ベクトル場 X̃ ∈ X(P ) が一意的に存在し，X
の水平持ち上げ (horizontal life) と呼ばれる：

(HV-1) Tuπ(X̃u) = Xπ(u)

(HV-2) X̃u ∈ Kerωu

定理 10.3より ∀u ∈ P に対して

Tuπ|Kerωu
: Kerωu −→ Tπ(u)M

はベクトル空間の同型写像であるから，与えられた X ∈ X(M) に対して接束 TP の（C∞ とは限らない）切
断 X̃ を

X̃u :=
(
Tuπ|Kerωu

)−1
(Xπ(u))

と定義すればこれは (HV-1), (HV-2)を充たす．逆に性質 (HV-1), (HV-2)を充たす接束 TP の（C∞ とは
限らない）任意の切断 Ỹ に対して，

Ỹu =
(
Tuπ|Kerωu

)−1
(Xπ(u)) = X̃u

が成り立つので，一意存在がわかった．あとはこのようにして構成した X̃ が C∞ ベクトル場であることを確
かめれば良い．そのためには，命題 B.6より ∀f ∈ C∞(P ) に対して X̃f が C∞ 関数になっていることを示
せば良い．

命題 10.8: 水平持ち上げの C∞ 性

X̃ は C∞ ベクトル場である．
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証明 ∀X ∈ X(M) および ∀u ∈ P を 1つ固定する．Xπ(u) は何らかの C∞ 曲線 γ : [0, 1] −→M の t = 0 に
おける速度ベクトルである．γ の水平持ち上げ γ̃ であって γ̃(0) = u を充たすものをとる．このとき，一般に
∀g ∈ G に対して π ◦Rg = π が成り立つことに注意すると補題 10.3, 10.7から

Tuπ
(
˙̃γ(0)

)
= Tu(π ◦Rg(0)) ◦ Tγ(0)sα

(
γ̇(0)

)
− Tuπ

(
Ad
(
g(0)−1

)(
s∗αω|γ(0)

(
γ̇(0)

)))#

γ̃(t)

= Tu(π ◦ sα)(Xπ(u))

= Tu(idUα)(Xπ(u))

= X

が従い， ˙̃γ(0) は点 u ∈ P において (HV-1), (HV-2)を充たす．よって X̃ の一意性から

X̃u = ˙̃γ(0)

である．
ここで ∀f ∈ C∞(P ) を 1つ固定する．このとき

X̃f |u = ˙̃γ(0)f |u

= Tsα(γ(0))Rg(0) ◦ Tγ(0)sα
(
Xπ(u)

)
f −

(
Ad
(
g(0)−1

)(
s∗αω|π(u)

(
Xπ(u)

)))#

u

f

= Xπ(u)(f ◦Rg(0) ◦ sα)−
(
Ad
(
g(0)−1

)(
s∗αω|π(u)

(
X
)))#

u

f

であるが，f ◦Rg(0) ◦ sα ∈ C∞(Uα) であることおよび写像 Uα −→ g, u 7−→ Ad
(
g(0)−1

)(
s∗αω|π(u)

(
X
))
が

C∞ 写像であることから，あとは C∞ 写像 A : P −→ g に関して定まる関数 P −→ R, u 7−→ A(u)#f が
C∞ 級であることを言えば良い．
ところで基本ベクトル場の定義を思い出すと

A(u)#f =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
u J exp(tA(u))

)
= T0

(
R(u) ◦ exp(-A(u))

)( d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
であるが，R(u) ◦exp(-A(u)) : [0, 1] 7−→ P は uに関しても C∞ 級なので，A(u)#f ∈ C∞(P )が言えた． �

命題 10.9: ベクトル場の水平持ち上げは右不変

X̃ は右不変である．i.e. ∀g ∈ G に対して自分自身と Rg-relatedである．

証明 ∀u ∈ P, ∀g ∈ G を 1つ固定する．このとき

Tuπ
(
(Rg∗X̃)u

)
= Tuπ ◦ TuJg−1(Rg)(X̃uJg−1)

= TuJg−1(π ◦Rg)(X̃uJg−1)

= TuJg−1π(X̃uJg−1)

= Xπ(uJg−1)

= Xπ(u)
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かつ

ωu
(
(Rg∗X̃)u

)
= ωu

(
TuJg−1(Rg)(X̃uJg−1)

)
= (R∗

gω)uJg−1(X̃uJg−1)

= Ad(g−1)
(
ωuJg−1(X̃uJg−1)

)
= 0

なので，ベクトル場 Rg∗X̃ は (HV-1), (HV-2)を充たす．i.e. X の水平持ち上げである．水平持ち上げの一
意性から

Rg∗X̃|uJg = Tu(Rg)(X̃u) = X̃uJg

でなくてはいけない． �

10.7 主束上の曲率形式

この節では主束上の曲率と主束上の共変微分を大域的な形で定義する．

定義 10.12: 曲率 2 形式

主束 G ↪→ P
π−→M およびその接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g) を与える．

曲率 2 形式 (curvature 2 form) Ω ∈ Ω2(P ; g) を以下で定義する：

Ω := dω +
1

2
[ω, ω]

!
Ω の定義の第 2項は，Lie代数 g の基底 T a w/ a = 1, . . . , dimG をとったときに

1

2
[ω, ω] :=

1

2
ωa ∧ ωb

[
T a, T b

]
という意味であって，g-値 1 形式のウェッジ積という意味ではない．

補題 10.8:

主束 G ↪→ P
π−→M およびその接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g) を与える．∀u ∈ P において，

(1) ∀v ∈ KerTuπ に対して，ある V ∈ g が存在して V #|u = v を充たす．
(2) ∀v ∈ Kerωu に対して，ある H ∈ X(M) が存在して H̃|u = v を充たす．ただし H̃ は H の水
平持ち上げである．

証明 (1) 補題 10.2 の証明より T1G(R
(u)) : g −→ KerTuπ は全射だから，ある V ∈ g が存在して

v = T1G(R
(u))(V ) = V #|u を充たす．ただし最後の等号で (10.2.2)を使った．

(2) Tuπ(v) ∈ Tπ(u)M を H ∈ X(M) に拡張すればよい．
�
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定理 10.6: 曲率形式の性質

主束 G ↪→ P
π−→M およびその接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g) を与える．Ω ∈ Ω2(P ; g) を曲率形式とする．

(1) ∀u ∈ P および ∀v, w ∈ TuP において

Ωu(v, w) = dω|u
(
vH, wH

)
(2) ∀g ∈ Ω に対して

R∗
gΩ = Ad(g−1)Ω

(3) (Bianchiの第 2恒等式)

dΩ = [Ω, ω]

! 定理 10.6-(1) を曲率形式の定義とすることもある（ [11, p.43]など）．その場合，我々が採用した定義
10.12は以下で与える証明と全く同じ議論によって導出され，Cartanの構造方程式と呼ばれる．

証明 (1) 引数を場合分けする．
v, w ∈ Kerωu 　

Ωu(v, w) = dω |u(v, w) +
1

2
[ωu, ωu](v, w)

= dω |u(v, w) +
1

2

(
[ωu(v), ωu(w)]− [ωu(w), ωu(v)]

)
= dω |u(v, w)
= dω |u(vH, wH)

v ∈ KerTuπ, w ∈ Kerωu 　
[ωu, ωu](v, w) = 0 である．補題 10.8より v は基本ベクトル場 A# ∈ X(P ) に拡張し，w は水平
持ち上げ B̃ ∈ X(P ) に拡張する．外微分の公式から

dω (A#, B̃) = A#ω(B̃)− B̃ω(A#)− ω(
[
A#, B̃

]
)

第 1項は ω の性質から 0 で，第 2項は ω(A#) = A が*24 P 上の定数関数なので 0 になる．第 3
項が 0 になることを示すためには

[
A#, B̃

]
が水平であることを示せば十分である．実際，A# の

生成するフローが

θ : R× R×M −→M, (t, x) 7−→ Rexp(tX)(x)

であることを思い出すと，Lie微分の定義と公式から

[
A], B̃

]
u
= lim
t→0

TuJexp(tA)(Rexp(−tA))(B̃uJexp(tA))− B̃u
t

*24 ω(A#) ∈ C∞(P ) というのは，ω(A#) : P −→ R, u 7−→ ωu(A#|u) という意味である．
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が言える．B̃u ∈ Kerωu は明らかで，接続形式の定義から

ωu
(
TuJexp(tA)(Rexp(−tA))(B̃uJexp(tA))

)
=
(
R∗

exp(−tA)ω
)
uJexp(tA)

(
B̃uJexp(tA)

)
= Ad

(
exp(tA)

)(
ωuJexp(tA)

(
B̃uJexp(tA)

))
= 0

が言えるので
[
A], B̃

]
u
∈ Kerωu が示された．

v ∈ KerTuπ, w ∈ KerTuπ 　
v, w を補題 10.8により拡張して A#, B# にする．このとき

Ω(A#, B#) = dω (A#, B#) + [A,B]

= A#ω(B#)−B#ω(A#)− ω(
[
A#, B#

]
) + [A,B]

= −ω([A,B]
#
) + [A,B]

= −ω([A,B]) + [A,B]

= 0

が成り立つ．
(2) 引き戻しが外微分，wedge積と可換なので

R∗
gΩ = dR∗

gω +
1

2

[
R∗
gω,R

∗
gω
]

= Ad(g−1)Ω

がわかる．
(3)

dΩ =
1

2

(
[dω , ω]− [ω, dω]

)
= [dω , ω]

= [Ω, ω]− 1

2
[[ω, ω], ω]

ところで，ω = ωaT
a と展開すると

[[ω, ω], ω] = ωa ∧ ωb ∧ ωc[[Ta, Tb], Tc]
= −ωa ∧ ωb ∧ ωc[[Tb, Tc], Ta]− ωa ∧ ωb ∧ ωc[[Tc, Ta], Tb] ∵ Jacobiの恒等式
= −2ωa ∧ ωb ∧ ωc[[Ta, Tb], Tc]
= −2[[ω, ω], ω]

i.e. [[ω, ω], ω] = 0 が分かった．
�

定理 10.6より，Ω は tensorial form of type Adであることが分かった．記号としては Ω ∈ Ω2
Ad(P ; g) と

いうことである．定理 10.6-(1) は，主束上の共変微分の定義のヒントになっている．
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定義 10.13: 主束上の共変微分

• 主束 G ↪→ P
π−→M およびその接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g) を与える．

• 有限次元ベクトル空間 V

を与える．このとき，主束 P 上の共変微分 D: Ωk(P ; V ) −→ Ωk+1(P ; V ) を

Dφ|u(v1, . . . , vk+1) := dφ |u(v1H, . . . , vk+1
H)

で定義する．ただし任意の φ ∈ Ωk(P ; V ), u ∈ P, v1, . . . , vk+1 ∈ TuP をとった．

この定義はベクトル束上の共変微分の定義と見かけ上大きく異なっている．しかし，実は定理 10.4-(4) の
意味で同じものだということが次の命題からわかる：

命題 10.10: 主束上の共変微分の公式

• 主束 G ↪→ P
π−→M およびその接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g) を与える．

• 有限次元ベクトル空間 V

• Lie群 G の表現 ρ : G −→ GL(V )

を与える．このとき，∀φ ∈ Ωkρ(P ; V ) に対して以下が成り立つ：

Dφ = dφ+ ρ∗(ω) ∧ φ

!
定理 10.4のときと同様に，(

ρ∗(ω) ∧ φ
)
u
(v1, . . . , vk+1) :=

1

1!k!

∑
σ∈Sk+1

sgnσ Tuρ
(
vσ(1)

)(
φ(vσ(2), . . . , vσ(k+1))

)
(10.7.1)

という定義である．

証明 ∀u ∈ P および ∀v1, . . . , vk+1 ∈ TuP を固定する．示すべき式は全ての引数に関して線型だから，vi は
水平であるか垂直であるかのどちらかであるとして良い．さらに以下では補題 10.8によって水平（resp. 垂
直）な vi ∈ TuP を水平（resp. 垂直）な Xi ∈ X(P ) に拡張する．具体的には，vi ∈ TuP 水平（resp. 垂直）
ならば Xi は水平持ち上げ B̃i（resp. 基本ベクトル場 Ai

# ∈ X(P )）である．
引数について場合分けする．

Xi が全て水平 　
∀σ ∈ Sk+1 に対して ω(Xσ(1)) = 0 なので自明．

Xi のうち少なくとも 2つが垂直 　
引数の入れ替えに関する反対称性より，X1 = A1

#, X2 = A2
# を仮定しても一般性を損なわない．こ

のとき命題 10.4より [X1, X2] = [A1, A2]
# が成り立つので [X1, X2] もまた垂直である．

まず，共変微分の定義から (10.7.1)の左辺は

Dφ(X1, . . . , Xk+1) = dφ (0, 0, . . . ) = 0

である．よって (10.7.1)の右辺が 0 になることを示せば良い．実際，右辺第 1項に関しては，外微分
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の公式より

dφ (X1, . . . , Xk+1) =

k+1∑
i=1

(−1)i−1Xiφ(. . . , X̂i, . . . ) +
∑

1≤i<j≤k+1

(−1)i+jφ([Xi, Xj ], . . . , X̂i, X̂j , . . . )

(10.7.2)
= 0 + 0

が言える．さらに右辺第 2項に関して，φ の引数のうち少なくとも 1つが水平なので(
ρ∗(ω) ∧ φ

)
(X1, . . . , Xk+1) = 0

がわかる．
Xi の 1つのみが垂直で他が全て水平 　

引数の入れ替えに関する反対称性より，X1 = A1
# を仮定しても一般性を損なわない．

まず，共変微分の定義から (10.7.1)の左辺は

Dφ(X1, . . . , Xk+1) = dφ (0, . . . ) = 0

である．よって (10.7.1)の右辺が 0 になることを示せば良い．
(10.7.1)の右辺第 1項に関しては，外微分の公式 (10.7.2)より非ゼロな項が

X1φ(X2, . . . ) +
∑

2≤j≤k+1

(−1)1+jφ([X1, Xj ], X2, . . . , X̂j , . . . )

だとわかる．ところが，命題 10.9より X2, . . . , Xk+1 が右不変なので Lie微分の公式より

[X1, Xj ]u =
[
A1

#, Xj

]
u

= lim
t→0

TuJexp(tA1)(Rexp(−tA1))(Xj |uJexp(tA1))−Xj |u
t

= lim
t→0

Xj |uJexp(tA1)Jexp(−tA1) −Xj |u
t

= lim
t→0

Xj |u −Xj |u
t

= 0

が言えて，結局

dφ (X1, . . . , Xk+1) = X1φ(X2, . . . ) = A1
#φ(X2, . . . , Xk+1)

が分かった．f ∈ C∞(P ) を f(u) := φu(X2|u, . . . , Xk+1|u) によって定義し，(10.2.2)を使ってさら
に計算を進めると (

A1
#φ(X2, . . . , Xk+1)

)
|u = (A1

#f)(u)

= T1G(R
(u))(A1)f

= A1

(
f ◦R(u)

)

218



となるが，∀g ∈ G に対して

f ◦R(u)(g) = φR(u)(g)

(
X2|R(u)(g), . . . , Xk+1|R(u)(g)

)
= φuJg

(
Tu(Rg)(X2|u), . . . , Tu(Rg)(Xk+1|u)

)
∵ Xjの右不変性

= (R∗
gφ)u(X2|u, . . . , Xk+1|u)

= ρ(g−1)
(
φu(X2|u, . . . , Xk+1|u)

)
∵ φの右同変性

= ρ(g−1)
(
f(u)

)
が成り立つので，

A1

(
f ◦R(u)

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
ρ
(
exp(tA1)

−1)(
f(u)

))
=

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ
(
exp(tA1)

−1)) (
f(u)

)
∵ 補題 10.5

=

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ
(
exp(−tA1)

)) (
f(u)

)
∵ 命題 10.3

= −
(

d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ
(
exp(tA1)

)) (
f(u)

)
= −T0

(
ρ ◦ exp(-A1)

)( d

dt

∣∣∣∣
t=0

)(
f(u)

)
= −T1Gρ ◦ T0

(
exp(-A1)

)( d

dt

∣∣∣∣
t=0

)(
f(u)

)
= −ρ∗(A1)f(u)

i.e. A1
#φ(X2, . . . , Xk+1) = −ρ∗

(
A1

)
φ(X2, . . . , Xk+1) だと分かった．一方，右辺第 2項の非ゼロな

項は

1

k!

∑
σ∈Sk+1, σ(1)=1

sgnσ ρ∗
(
ω(X1)

)(
φ(Xσ(2), . . . , Xσ(k+1))

)
=

1

k!

∑
σ∈Sk+1, σ(1)=1

sgnσ ρ∗
(
A1

)(
φ(Xσ(2), . . . , Xσ(k+1))

)
= ρ∗

(
A1

)
φ(X2, . . . , Xk+1)

であるから，これらは相殺して 0 になる．

�

特に Ω ∈ Ω2
Ad(P ; g) なので，命題 10.10から

DΩ = dΩ + ad(ω) ∧ Ω

= dΩ + ωa ∧ Ωb ad(T
a)(T b)

= dΩ + ωa ∧ Ωb
[
T a, T b

]
= dΩ + [ω,Ω]

だとわかる．よって Bianchiの第 2恒等式は共変微分を使って

DΩ = 0

と書くこともできる．
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10.8 曲率形式の局所表示と場の強さ

この小説では，前節で定義した主束上の曲率形式を局所表示し，それが物理側で場の強さと呼ばれるものと
同一視できることを確認する．
主束 G ↪→ P

π−→ M と，その開被覆
{
Uα
}
α∈Λ
，局所自明化

{
ϕα : π

−1(Uα) −→ Uα × G
}
α∈Λ
，変換関数{

tαβ : Uα ∩ Uβ −→ G
}
α, β∈Λ

を与える．局所切断の族
{
sα : Uα −→ π−1(Uα)

}
α∈Λ

を (10.4.1)で定義する．
定理 10.5を参考に，曲率形式の局所表示を

Fα := s∗αΩ ∈ Ω2(Uα; g)

で定義する．曲率形式の定義と，引き戻しと外微分，wedge積が可換であることから

Fα = ds∗αω +
1

2
[s∗αω, s

∗
αω]

= dAα +
1

2
[Aα, Aα]

がわかる．Fα の，チャート (Uα(x
µ)) における成分表示 Fα = 1

2Fαµν dx
µ ∧ dxν を求めてみる：

2Fα = Fαµν dx
µ ∧ dxν

= 2∂µAαν dx
µ ∧ dxν

+AαaµAαbν dx
µ ∧ dxν

[
T a, T b

]
= (∂µAαν − ∂νAαµ) dxµ ∧ dxν

+ [Aαµ, Aαν ] dx
µ ∧ dxν

より，

Fαµν = (∂µAαν − ∂νAαµ) + [Aαµ, Aαν ]

と書くことができる．これは物理側で場の強さ (field strength) としてよく知られたものである．この意味で
以降，Fα ∈ Ω2(Uα; g) のことを場の強さと呼ぶ．

定理 10.7: 場の強さの変換則

主束 G ↪→ P
π−→ M と，その開被覆

{
Uα
}
α∈Λ
，局所自明化

{
ϕα : π

−1(Uα) −→ Uα ×G
}
α∈Λ
，変換

関数
{
tαβ : Uα ∩ Uβ −→ G

}
α, β∈Λ

を与える．局所切断の族
{
sα : Uα −→ π−1(Uα)

}
α∈Λ

を (10.4.1)
で定義する．
このとき，∀α, β ∈ Λ について

Fβ |x = Ad
(
tαβ(x)

−1
)
(Fα|x), ∀x ∈ Uα ∩ Uβ

が成り立つ．

証明 ∀x ∈M, ∀v1, v2 ∈ TxM を 1つ固定する．定理 10.6-(1) より，

Fβ |x(v1, v2) = s∗βΩ|x(v1, v2)
= Ω|sβ(x)

(
Txsβ(v1), Txsβ(v2)

)
= dω |sβ(x)

(
Txsβ(v1)

H, Txsβ(v2)
H
)
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ここで補題 10.6および水平部分空間の右不変性から

Txsβ(vi)
H = Tsα(x)(Rtαβ(x))

(
Txsα(vi)

H
)

なので，

dω |sβ(x)
(
Txsβ(v1)

H, Txsβ(v2)
H
)

= (R∗
tαβ(x)

dω)

∣∣∣∣
sα(x)

(
Txsα(v1)

H, Txsα(v2)
H
)

= d
(
R∗
tαβ(x)

ω
) ∣∣∣∣
sα(x)

(
Txsα(v1)

H, Txsα(v2)
H
)

= d
(
Ad
(
tαβ(x)

−1
)
(ω)
) ∣∣∣∣

sα(x)

(
Txsα(v1)

H, Txsα(v2)
H
)

= Ad
(
tαβ(x)

−1
)(

dω |sα(x)

(
Txsα(v1)

H, Txsα(v2)
H
))

= Ad
(
tαβ(x)

−1
)(

Ω|sα(x)

(
Txsα(v1), Txsα(v2)

))
= Ad

(
tαβ(x)

−1
)(
s∗αΩ|x(v1, v2)

)
= Ad

(
tαβ(x)

−1
)(
Fα|x(v1, v2)

)
が言える． �

10.9 同伴ベクトル束上の接続とその局所表示

この節では同伴ベクトル束上の共変微分をゲージ場の言葉を使って局所表示し，物理において馴染み深い共
変微分と同一視できることを顕に確認する．この節では常に

• 主束 G ↪→ P
π−→M

• 接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g)

• 有限次元 K-ベクトル空間 V と Lie群 G の dimV 次元表現 ρ : G −→ GL(V )

• 同伴ベクトル束 V ↪→ P ×ρ V
q−→M

が与えられているものとする．E := P ×ρ V とおく．定理 10.4-(2) より，

∇E := ]−1 ◦D ◦ ] : Γ(E) −→ Ω1(M ; E)

はベクトル束 E 上の接続であった．これを水平持ち上げによって表示してみよう．
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定理 10.8: 同伴ベクトル束上の共変微分の表示

∀s ∈ Γ(E), ∀X ∈ X(M) および ∀p ∈M を 1つ固定する．このとき，任意の

• C∞ 曲線 γ : [0, 1] −→M であって γ(0) = p, γ̇(0) = Xp を充たすもの
• u ∈ π−1({x})
• γ の水平持ち上げ γ̃ : [0, 1] −→ P であって γ̃(0) = u を充たすものa

に対して

(∇EXs)|p = γ̃(0)×ρ η̇(0)

が成り立つ．特に右辺は γ, u の取り方によらない．ただし，C∞ 曲線 η : [0, 1] −→ V を

s
(
γ(t)

)
=: γ̃(t)×ρ η(t)

で定義した．

a γ, u が与えられると γ̃ は一意に決まるのだった．

証明 γ, u を 1つ固定する．命題 10.6-(2) より

(∇EXs)|p = (∇Es)(X)|p
= (]−1 ◦D ◦ ]s)p(Xp)

=
(
[
(
D(]s)

))
γ(0)

(
γ̇(0)

)
= γ̃(0)×ρ

(
D(]s)

)
γ̃(0)

(
˙̃γ(0)

)
∵ γ̃(0) ∈ π−1({γ(0)}), ˙̃γ(0) ∈ (Tγ̃(0)π)

−1({γ̇(0)})

= γ̃(0)×ρ
[
d(]s) |γ̃(0)

(
˙̃γ(0)

)
+ ρ∗

(
������
ωγ̃(0)

(
˙̃γ(0)

))(
]s|γ(0)

)]
= γ̃(0)×ρ T0(]s ◦ γ̃)

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
が成り立つ．ここで ] の定義を思い出すと，∀t ∈ [0, 1] に対して

]s ◦ γ̃(t) = f−1
γ̃(t)

(
s ◦ π

(
γ̃(t)

))
= f−1

γ̃(t)

(
s
(
γ(t)

))
が成り立つことが分かる．f−1

γ̃(t) の定義から

]s ◦ γ̃ = η

であり，

(∇EXs)|p = γ̃(0)×ρ η̇(0)

が示された． �

定理 10.8を使って，同伴ベクトル束上の共変微分の局所表示を定理 10.4-(3) よりもあからさまな形で求め
よう．
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定理 10.9: 同伴ベクトル束上の共変微分の局所表示

主束 G ↪→ P
π−→M について

• M の開被覆
{
Uα
}
α∈Λ

• P の局所自明化
{
ϕα : π

−1(Uα) −→ Uα ×G
}
α∈Λ

• P の局所切断の族
{
sα : Uα −→ π−1(Uα), p 7−→ ϕ−1

α (p, 1G)
}
α∈Λ

• Lie代数 g の基底 T a w/ a = 1, . . . , dimG

を与え，同伴ベクトル束 V ↪→ E := P ×ρ V
q−→M について

• E の局所自明化
{
ψα : q

−1(Uα) −→ Uα × V, sα(p)×ρ v 7−→ (p, v)
}
α∈Λ

• V の基底 ei
w/ i = 1, . . . , dimV

• E の局所切断の族
{
eαi : Uα −→ q−1(Uα), x 7−→ sα(x)×ρ ei

}
α∈Λ

を与える．このとき M のチャート
(
Uα, (x

µ)
)
においてゲージ場 Aα := s∗αω ∈ Ω1(Uα; g) を

Aα =: AαaT
a = Aαaµ dx

µ T a

と展開すると以下が成り立つ：

(1) ∀X = Xµ ∂
∂xµ ∈ X(M)a に対してb，

∇EXeαi = XµAαaµ
[
ρ∗(T

a)
]j
i eαj

(2) ∀X = Xµ ∂
∂xµ ∈ X(M) および ∀s ∈ Γ(E) に対して

∇EXs = Xµ

(
∂ξα

i

∂xµ
+Aαaµ

[
ρ∗(T

a)
]i
j ξα

j

)
eαi

ただし，∀x ∈ Uα に対して s(x) =: sα(x)×ρ ξα(x) = sα(x)×ρ ξα(x)iei = ξα(x)
ieαi(x) と展

開した．

a 厳密には X ∈ X(Uα) であるが，これを 1の分割を使って拡張したと思えば良い．
b [
ρ∗(Ta)

]j
i というのは，線形変換 ρ∗(Ta) ∈ gl(V ) の，V の基底 ei による表現行列の (j, i) 成分という意味である．

証明 ∀p ∈ Uα を 1つ固定する．

(1) C∞ 曲線 γ : [0, 1] −→M であって，γ(0) = p, γ̇(0) = Xp を充たすものをとる．γ の像は Uα に含ま
れているとし*25，γ の水平持ち上げを

γ̃(t) =: sα
(
γ(t)

)
J gα(t)

と書く．ただし補題 10.7と同様に新しい C∞ 曲線 gα : Uα −→ G を gα := proj2 ◦ ϕα ◦ γ̃ により定義
した．

*25 γ([0, 1]) ⊂M はコンパクト集合なので，有限個の点で区切ればこの要請を充たすことができる．
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局所切断 eαi の共変微分を求める．

eαi
(
γ(t)

)
= sα

(
γ(t)

)
×ρ ei

=
(
sα
(
γ(t)

)
J gα(t)

)
×ρ ρ

(
gα(t)

−1
)(
ei
)

= γ̃(t)×ρ ρ
(
gα(t)

−1
)(
ei
)

であるから，定理 10.8より

(∇EXeαi)|p = γ̃(0)×ρ
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ
(
gα(t)

−1
)(
ei
)

ここで L(v) : G −→ V, g −→ ρ(g)(v) を使って ρ
(
gα(t)

−1
)(
ei
)
= L(ei) ◦ −1 ◦ gα(t) と書けるので，

d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ
(
gα(t)

−1
)(
ei
)

= T0(L
(ei) ◦ −1 ◦ gα)

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
= Tgα(0)−1(L(ei)) ◦ Tgα(0)(

−1)
(
ġα(0)

)
= −Tgα(0)(L

(ei) ◦ Lgα(0)−1 ◦ Rgα(0)−1)
(
ġα(0)

)
= − d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ
(
gα(0)

−1gα(t)gα(0)
−1
)(
ei
)

= −ρ
(
gα(0)

−1
)
◦
(

d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ
(
gα(t)

))
◦ ρ
(
gα(0)

−1
)(
ei
)

= −ρ
(
gα(0)

−1
)
◦
(
Tgα(0)ρ

(
ġα(0)

))
◦ ρ
(
gα(0)

−1
)(
ei
)

= ρ
(
gα(0)

−1
)
◦
(
Tgα(0)ρ ◦ T1GRg(0)

(
Aα|γ(0)(X)

))
◦ ρ
(
gα(0)

−1
)(
ei
)

∵ 補題 10.7

= ρ
(
gα(0)

−1
)
◦ ρ∗

(
Aα|γ(0)(Xp)

)(
ei
)

∵ 補題 10.7

である*26から，

(∇EXeαi)|p =
(
γ̃(0) J gα(0)

−1
)
×ρ ρ∗

(
Aα|γ(0)(X)

)(
ei
)

= sα
(
γ(0)

)
×ρ ρ∗

(
Aα|p(X)

)(
ei
)

*26

0 = Tg(µ ◦ (idG × −1) ◦∆)(X)

= Tg(µ ◦ injg
−1

1 )(X) + Tg(µ ◦ injg2 ◦ −1)(X)

= Tg(Rg−1 )(X) + Tg−1 (Lg) ◦ Tg(−1)(X)

より

Tg(
−1) = −Tg(Lg−1 ◦ Rg−1 )
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が分かった．特にチャート (Uα(x
µ)) において Aα = Aαaµ dx

µ T a, X = Xµ(p) ∂
∂xµ

∣∣
p
と展開すると

(∇EXeαi)|p = sα
(
γ(0)

)
×ρ Xν(p)Aαaµ(p) dx

µ |p

(
∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

)
ρ∗(T

a)(ei)

= sα
(
γ(0)

)
×ρ Xν(p)Aαaµ(p)δ

µ
ν ρ∗(T

a)(ei)

= sα
(
γ(0)

)
×ρ Xµ(p)Aαaµ(p)

[
ρ∗(T

a)
]j
i ej

= Xµ(p)Aαaµ(p)
[
ρ∗(T

a)
]j
i eαj |p

と成分表示が求まった．
(2) 一般の切断 s ∈ Γ(E) の共変微分を求める．Uα 上で s(x) = sα(x) ×ρ ξα(x) = sα(x) ×ρ ξα(x)iei =

ξα(x)
ieαi(x) と展開できるので，ベクトル束上の共変微分の定義より

∇EXs = ∇Es(X)

= dξα
i (X)⊗ eαi + ξα

i∇Eeαi(X)

= Xν ∂ξα
i

∂xµ
dxµ

(
∂

∂xν

)
eαi + ξα

iXµAαaµ
[
ρ∗(T

a)
]j
i eαj

= Xµ

(
∂ξα

i

∂xµ
+Aαaµ

[
ρ∗(T

a)
]i
jξα

j

)
eαi

と計算できる．

�

定理 10.9-(2) において，特に X として座標ベクトル場 ∂
∂xµ をとると

∇E∂
∂xµ

eαi = Aαaµ
[
ρ∗(T

a)
]j
i eαj

となり，ゲージ場の成分 Aαaµ
[
ρ∗(T

a)
]j
i が Riemann幾何学における Christoffel記号と同等の働きをする

ことが分かる．

10.10 同伴ベクトル束上の曲率とその局所表示

この節ではまず一般のベクトル束上の曲率を大域的な形で定義し，同伴ベクトル束上の接続との関係を議論
する．そして同伴ベクトル束上の曲率の局所表示が，主束上の曲率の局所表示と同一のものであることを確認
する．

定義 10.14: ベクトル束上の曲率

• ベクトル束 V ↪→ E
π−→M

• ベクトル束 E 上の接続 ∇E : Γ(E) −→ Ω1(M ; E)

を与える．ベクトル束 E 上の曲率 (curvature) とは，

R∇ := d∇
E

◦ ∇E : Γ(E) −→ Ω2(M ; E)

のこと．

225



命題 10.11: 曲率の C∞(M)線形性

∀f ∈ C∞(M), ∀s ∈ Γ(E) に対して

R∇E

(fs) = f R∇E

(s)

が成り立つ．

証明 ベクトル束上の接続の定義から

R∇E

(fs) = d∇
E(

df ⊗ s+ f ∇Es
)

=�
�d2f ⊗ s− df ∧∇Es+ d∇

E(
f ∇Es

)
=
(((((((((((
− df ∧∇Es+ df ∧∇Es+ f d∇

E

(∇Es)

= f R∇E

(s)

が分かる*27． �

この結果から，

R∇E

: Γ(E) −→ Γ(E), s 7−→
(
p 7−→ R∇E

(s)(p)
)

と見做すとこれが C∞(M)-線形写像になっている．このようなとき，End束 End(E) :=
∐
p∈M End(Ep) の

C∞ 切断 R∇E ∈ Γ
(∧2

T ∗M ⊗ End(E)
)
であって，

R∇E

(s)(p) = R∇E

(p)
(
s(p)

)
を充たすものが存在することが分かる*28．そのため，この R∇E と同一視して R∇E ∈ Ω2

(
End(E)

)
である

*27 E の局所フレーム ei ∈ Γ(E) を使うと ∇Es = (∇Es)i ⊗ ei
w/ (∇Es)i ∈ Ω1(M) と書けるので，ベクトル束上の接続の定

義から

d∇
E (
f ∇Es

)
= d

(
f (∇Es)i

)
⊗ ei − f (∇Es)i ∧∇Eei

= df ∧∇Es+ f d(∇Es)i ⊗ ei − f (∇Es)i ∧∇Eei

= df ∧∇Es+ f d∇
E
(∇Es)

だとわかる．
*28 ∀p ∈ M を 1 つ固定し，s ∈ Γ(E) であって s(p) = 0 を充たすものをとる．p の開近傍（特に，局所自明性を充たすもの）

p ∈ U ⊂ M とその上の局所フレーム (ei) をとる．このとき U 上では s = siei と展開できる．ところで，多様体のパラコ
ンパクト性から p ∈ V ⊂ U を充たす p の開近傍 V ⊂ M が存在するので，M の開被覆 {U, M \ V } に従属する 1 の分割
{ψU , ψM\V } をとることができる．特に C∞ 関数 ψU : M −→ [0, 1] は

ψU (x) =

{
1, x ∈ V

0, x ∈M \ U

を充たす．よって ẽi := ψU ei ∈ Γ(E), s̃i := ψU s
i ∈ C∞(M) である．したがって

s = s+ ψ2
U (s− s) = (1− ψ2

U )s+ s̃iẽi

が分かった．したがって R∇E の C∞-線形性から

R∇E
(s)(p) =

(
1− ψ2

U (p)
)
R∇E

(s)(p) + s̃i(p)R∇E
(ẽi)(p) = 0

が言えた．このことから，R∇E ∈ Γ
(
End(E)

)
を，∀p ∈M, ∀v ∈ Ep について

R∇E
(p)(v) := R∇E

(s)(p) w/ s ∈ Γ(E) s.t. s (p) = v
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と言う．

定理 10.10: 同伴ベクトル束上の曲率の表示

R∇E

= ]−1 ◦ ρ∗(Ω) ◦ ]

証明 (1)

R∇E

= ]−1 ◦D2 ◦ ]
= ]−1 ◦

(
d + ρ∗(ω)∧

)
◦
(
d + ρ∗(ω)

)
◦ ]

= ]−1 ◦
(
��d
2 + ρ∗(ω) ∧ d + d

(
ρ∗(ω)

)
+ ρ∗(ω) ∧ ρ∗(ω)

)
◦ ]

ここで

d
(
ρ∗(ω)(]s)

)
= d

(
ρ∗(ωaT

a)(]s)
)

= d
(
ωa ρ∗(T

a)(]s)
)

= dωa ρ∗(T
a)(]s)− ωa ∧ ρ∗(T a) d(]s)

= ρ∗(dω)(]s)− ρ∗(ω) ∧ d(]s)

なので，

R∇E

= ] ◦
(
ρ∗(dω) + ρ∗(ω) ∧ ρ∗(ω)

)
◦ ]

さらに

ρ∗(ω) ∧ ρ∗(ω)(]s) = ωa ∧ ωbρ∗(T a)
(
ρ∗(T

b)(]s)
)

=
1

2
ωa ∧ ωb

(
ρ∗(T

a) ◦ ρ∗(T b)− ρ∗(T b) ◦ ρ∗(T a)
)
(]s)

=
1

2
ωa ∧ ωb

[
ρ∗(T

a), ρ∗(T
b)
]
(]s)

=
1

2
ωa ∧ ωbρ∗(

[
T a, T b

]
)(]s)

=
1

2
ρ∗([ω, ω])(]s)

であるから

R∇E

= ]−1 ◦ ρ∗(Ω) ◦ ]

が分かった．
�

と定義すると well-defiendである．
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定理 10.11: 同伴ベクトル束上の曲率の局所表示

定理 10.9と同様の記号を使って以下が成り立つ：

(1)

R∇E

eαi = Fαa
[
ρ∗(T

a)
]j
i ⊗ eαj

(2) ∀s = ξα
ieαi に対して

R∇E

s = Fαa
[
ρ∗(T

a)
]j
iξα

i ⊗ eαj

証明 (1) 定理 10.9およびベクトル束上の共変外微分の定義より,

R∇E

eαi = d∇
E([

ρ∗(Aα)
]j
i ⊗ eαj

)
=
[
d
(
ρ∗(Aα)

) ]j
i −
[
ρ∗(Aα)

]j
i ∧∇Eeαj

=
[
ρ∗(dAα)

]j
i ⊗ eαj −

[
ρ∗(Aα)

]j
i ∧
[
ρ∗(Aα)

]k
jeαk

=
[
ρ∗(dAα)

]j
i ⊗ eαj −Aαa ∧Aαb

[
ρ∗(T

b)
]k
j

[
ρ∗(T

a)
]j
ieαk

=
[
ρ∗(dAα)

]j
i ⊗ eαj +Aαa ∧Aαb

[
ρ∗(T

a) ◦ ρ∗(T b)
]k
ieαk

= Fαa
[
ρ∗(T

a)
]j
i ⊗ eαj

(2) 命題 10.11より R∇E は C∞(M)-線形なので明らか．
�

10.11 ホロノミー

主束 G ↪→ P
π−→M を与える．任意の x ∈M に対して

Ωx :=
{
γ : [0, 1] −→M

∣∣ 区分的C∞曲線, γ(0) = γ(1)
}

とおく．
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命題 10.12: ホロノミー

• ω ∈ Ω1(P ; g) を接続形式とする．
• x ∈M
• u ∈ π−1({x})

を与え，写像 Φu : Ωx −→ G を

γ̃(1) =: γ̃(0) J Φu(γ)
w/ γ̃(0) = u

で定義する．このとき以下が成り立つ：

(1) ∀h ∈ G に対して

ΦuJh(γ) = h−1Φu(γ)h

(2) γ1, γ2 ∈ Ωx に対して

Φu(γ1 ∗ γ2) = Φu(γ2)Φu(γ1)

ただし ∗ は道の積である．

証明 (1) 命題 10.7より γ̃ J h は u J h を始点とする γ の水平持ち上げであるから，

(u J h) J ΦuJh(γ) = γ̃(1) J h =
(
u J Φu(γ)

)
J h = u J h J

(
h−1Φu(γ)h

)
(2) 命題 10.7より γ̃2 J Φu(γ1) は γ̃1(1) = u J Φu(γ1) を始点，u J Φu(γ2)Φu(γ1) とする γ2 の水平持
ち上げであるから，水平持ち上げの一意性から

u J Φu(γ1 ∗ γ2) = u J Φu(γ2)Φu(γ1)

が成り立つ．
�

定義 10.15: ホロノミー群

主束 G ↪→ P
π−→ M とその接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g) を与える．∀u ∈ P に対して，命題 10.12より G

の部分集合

Holu(P, ω) := Φu(Ωπ(u))

は部分群をなす．この部分群のことをホロノミー群 (holonomy group) と呼ぶ．
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付録 A

集合と位相のあれこれ

一部の議論は開基だけでは不十分なので，準開基の概念を導入する：

定義 A.1: 準開基

位相空間 (X, O) の位相の部分集合 SB ⊂ O が準開基 (subbase) であるとは，{
S1 ∩ · · · ∩ Sn

∣∣∣ {Si}i=1, ··· , n ⊂ SB, n = 0, 1, . . .
}

が O の開基になることをいうa．

a n = 0 のときは X である．

次に，写像の連続性を判定する際に便利な補題を用意しておく：

補題 A.1: 写像の連続性

(X, OX), (Y, OY ), (Z, OZ) を位相空間，SBY ⊂ OY を Y の準開基，BY ⊂ OY を Y の開基とする．

(1) 写像 f : X −→ Y が連続 ⇐⇒ ∀S ∈ SBY に対して f−1(S) ∈ OX

(2) 写像 f : X −→ Y が連続 ⇐⇒ ∀B ∈ BY に対して f−1(B) ∈ OX

証明 (1) (=⇒) ∀S ∈ SBY は Y の開集合なので明らか．
(⇐=) ∀U ∈ OY を 1つとって固定する．準基の定義より集合

B :=
{
S1 ∩ · · · ∩ Sn

∣∣∣ {Si}i=1, ··· , n ⊂ SB, n = 0, 1, . . .
}

は Y の開基だから，ある部分集合族
{
Bλ
}
λ∈Λ
⊂ B が存在して U =

⋃
λ∈ΛBλ が成り立つ．示す

べきは f−1(U) ∈ OX だが，

f−1(U) =
⋃
λ∈Λ

f−1(Bλ)

なので ∀λ ∈ Λ について f−1(Bλ) ∈ OX を示せば十分．ところで Bλ ∈ B なので，ある
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S1, . . . , Sn ∈ SBY が存在して Bλ =
⋂n
i=1 Si と書ける．このとき仮定より

f−1(Bλ) = f−1

(
n⋂
i=1

Si

)
=

n⋂
i=1

f−1(Si) ∈ OX

が言える．
(2) 開基は準開基でもあるので (1) より従う．

�

位相空間 X, Y の間の写像 f : X → Y の連続性の定義 1.18から，X に開集合が多く，Y に開集合が少な
いほど f は連続になりやすいと言える．

定義 A.2: 位相の強弱

集合 X 上に二つの位相 O1, O2 を与える．

O1 ⊂ O2

が成り立つことを，O1 は O2 より弱い (weaker) ，粗い (coarser) 位相であるとか，O2 は O1

より強い (stronger) ，細かい (finer) 位相であると表現する．

! 集合 X の部分集合族 SB ⊂ 2X を準開基とする X の位相 O ⊂ 2X は，SB を含む X の位相のうち
最弱のものである．

A.1 位相空間の圏

第 1章で積位相・商位相を定義した．これらは，ある位相空間 X, Y を素材にして新しい位相空間を作る手
法であった．このような構成のフレームワークを圏の言葉を使って整理してみよう．

定義 A.3: 圏

圏 (category) C とは，以下の 4種類のデータからなる：

• 対象 (object) と呼ばれる要素の集まりa

Ob(C)

• ∀A, B ∈ Ob(C) に対して，A から B への射 (morphism) と呼ばれる要素の集合

HomC (A, B)

• ∀A ∈ Ob(C) に対して，A 上の恒等射 (identity morphism) と呼ばれる射

IdA ∈ HomC (A, A)

• ∀A, B, C ∈ Ob(C) と ∀f ∈ HomC (A, B), ∀g ∈ HomC (B, C) に対して，f と g の合成
(composite) と呼ばれる射 g ◦ f ∈ HomC (A, C) を対応させる集合の写像

◦ : HomC (A, B)×HomC (B, C) −→ HomC (A, C), (f, g) 7−→ g ◦ f

231



これらの構成要素は，次の 2条件を満たさねばならない：

(1) (unitality)：任意の射 f : A −→ B に対して

f ◦ IdA = f, IdB ◦ f = f

が成り立つ．
(2) (associativity)：任意の射 f : A −→ B, g : B −→ C, h : C −→ D に対して

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f

が成り立つ．

a Ob(C) は，集合論では扱えないほど大きなものになっても良い．

!

要素 f ∈ HomC (A, B) を

f : A −→ B

のように矢印で表すことがある．A は f の始域 (domain)，B は f の終域 (codomain) と呼ばれ，そ
れぞれ

domf := A, codf := B

と書かれる．

素直な例として，集合と写像の圏 Sets がある．これは

• Ob(Sets) は，すべての集合の集まり．
• HomSets (X, Y ) は，集合 X と Y の間の全ての写像がなす集合．
• 任意の集合 X に対して，恒等射 IdX ∈ HomSets (X, X) とは，恒等写像 idX : X −→ X のこと．
• 射 f ∈ HomSets (X, Y ), g ∈ HomSets (Y, Z) の合成とは，写像の合成 g ◦ f : X −→ Z のこと．

として構成される圏のことを言う．幾何学の舞台となる位相空間の圏は，よく Top と表記されるが，次のよ
うにして構成される：

• Ob(Top) はすべての位相空間の集まり．
• HomTop (X, Y ) とは，位相空間 X と Y の間の全ての連続写像が成す集合．
• 任意の位相空間 X に対して，恒等射 IdX ∈ HomTop (X, X) とは恒等写像 idX : X −→ X のこと*1．
• 射 f ∈ HomTop (X, Y ), g ∈ HomTop (Y, Z) の合成とは，写像の合成 g ◦ f : X −→ Z のこと*2．

一般の圏 C において，射 f ∈ HomC (X, Y ) はただの集合の要素なのであって写像とは限らない．従って f

の性質を調べる際に元の行き先を具体的に追跡することができない場合もある．幸いにして，圏 Sets, Top

における射は写像なので，このような心配はしなくても本書の中では問題ない．

*1 恒等写像 idX は，X の任意の開集合 U ⊂ X に対して (idX)−1(U) = U ⊂ X が X の開集合となるので連続写像である．
*2 命題 1.6より，連続写像同士の合成は連続写像であることに注意．
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A.1.1 始対象と終対象

定義 A.4: 始対象・終対象

圏 C を与える．

• 対象 I ∈ Ob(C) が始対象 (initial object) であるとは，∀Z ∈ Ob(C) に対して射

I −→ ∀Z

がただ一つだけ存在すること．
• 対象 T ∈ Ob(C) が終対象 (terminal object) であるとは，∀Z ∈ Ob(C) に対して射

∀Z −→ T

がただ一つだけ存在すること．

この定義は，任意の対象に対してある一意的な射が存在する，という風な構造をしている．このような特徴
付けを普遍性 (universal property) と呼ぶ．
任意の圏において，2つの対象が「交換可能」であることを表すのが同型射の概念である．

定義 A.5: 同型射

圏 C を与える．

• 射 f : A −→ B が同型射 (isomorphism) であるとは，射 g : B −→ A が存在して g ◦ f =

IdA かつ f ◦ g = IdB を充たすこと．このとき f と g は互いの逆射 (inverse) であると言い，
g = f−1, f = g−1 と書くa．

• A, B ∈ Ob(C) の間に同型射が存在するとき，対象 A と B は同型 (isomorphic) であると言
い，A ∼= B と書く．

a 逆射は存在すれば一意である．

圏 Sets における同型射とは，全単射のことである．圏 Top における同型射とは，同相写像に他ならない．

命題 A.1: 始対象・終対象の一意性

圏 C の始対象・終対象は，存在すれば同型を除いて一意である．

証明 I, I ′ ∈ Ob(C) がどちらも始対象であるとする．始対象の普遍性により次のような射が一意的に存在
する：

I I ′

I I

a

b

これらを合成すると射 b ◦ a : I −→ I が得られるが，一方で圏の定義から恒等射 IdI : I −→ I も存在する：

233



I I

I ′

a

idI

b

始対象の普遍性より射 I −→ I は一意でなくてはならないから，b ◦ a = IdI である．全く同様の議論により
a ◦ b = IdI′ も従うので，I と I ′ は同型である．
終対象の一意性も全く同様の議論によって示せる． �

基本的に，普遍性による定義には同じ論法が使える．命題 A.1の主張には「存在すれば」と言う枕詞がつい
ている．従って考えている圏において実際に始対象・終対象が存在するかどうかは全く別の問題である．

命題 A.2: 圏 Sets における始対象・終対象の存在

圏 Sets において，

• 空集合 ∅ は始対象である．
• 1点集合 {pt} は終対象である．

証明 ∀Z ∈ Ob(Sets) をとる．

• ∅ から Z への写像 f とは，部分集合 f ⊂ ∅ × Z であって命題 ∀s (s ∈ ∅ =⇒ ∃!t ∈ Z, (s, t) ∈ f) が
真になるもののことであった．s ∈ ∅ は常に偽なのでこの命題は任意の f ⊂ ∅ × Z について成り立つ
が，集合論の約束により ∅ × Z = ∅ なので結局 f = ∅ となって一意性が示された．

• Z から {pt} への写像は定数写像 c : Z −→ {pt}, x 7−→ pt のみである．

�

命題 A.3: 圏 Top における始対象・終対象の存在

圏 Top において，

• 空集合 ∅ は始対象である．
• 1点が成す位相空間 {pt} は終対象である．

証明 ∀(Z, OZ) ∈ Ob(Top) をとる．Sets における証明中に登場した射が連続写像であることを示せば良い．

• Sets における証明から，写像 ∅ : ∅ −→ Z が一意に存在する．明らかにこれは連続である．
• Sets における証明から，写像 c : Z −→ {pt} は定数写像のみである．位相空間の公理から {pt} の開
集合は ∅, {pt} のみであり，c−1(∅) = ∅, c−1({pt}) = X はどちらも X の開集合なので c は連続で
ある．

�
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A.1.2 積と和

まず，任意の圏における積を普遍性を用いて定義する．

定義 A.6: 積

圏 C と，その対象 X, Y ∈ Ob(C) を与える．X と Y の積 (product) とは，

• X × Y と書かれる C の対象
• 標準的射影 (canonical projection) と呼ばれる 2つの射

pX ∈ HomC (X × Y , X)

pY ∈ HomC (X × Y , Y )

の組であって，以下の普遍性を充たすもののこと：

(積の普遍性) ∀Z ∈ Ob(C) および ∀f ∈ HomC (Z, X), ∀g ∈ HomC (Z, Y ) に対して，射 f × g ∈
HomC (Z, X × Y ) が一意的に存在して図式 A.1を可換にする．

∀Z

X X × Y Y

f g∃!f×g

pX pY

図 A.1: 積の普遍性

命題 A.4: 積の一意性

圏 C の積は，存在すれば同型を除いて一意である．

証明 もう 1つの圏 C の対象 P ∈ Ob(C) と射 πX : P −→ X, πY : P −→ Y の組が積の普遍性を充している
とする：

∀Z

X X × Y Y

∀Z

X P Y

f g∃!f×g

pX pY

f g
∃!h

πX πY

このとき，Z = X × Y, P と選ぶことで

235



P

X X × Y Y

P

X × Y

X P Y

X × Y

πX πY∃!πX×πY

pX pY

∃!h
πX πY

pX pY∃!h

πX πY

∃!πX×πYpX pY

が成り立つ．一方で可換図式

P

X Y

P

X × Y

X Y

X × Y

πX πY

∃!IdP

πX πY

pX pY

∃!IdX×Y

pX pY

も成り立つが，積の普遍性から赤点線で書いた矢印は一意でなくてはならない．従って

h ◦ (πX × πY ) = IdP かつ (πX × πY ) ◦ h = IdX×Y

が示された． �

Sets における積とは，直積集合のことである．

命題 A.5: 圏 Sets における積の存在

圏 Sets とその対象 X, Y ∈ Ob(Sets) に対して，

• 直積集合 X × Y ∈ Ob(Sets)
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• 標準的射影

pX : X × Y −→ X, (x, y) 7−→ x

pY : X × Y −→ Y, (x, y) 7−→ y

の組は（圏論的な）積である．

証明 ∀Z ∈ Ob(C) を 1つとる．積の普遍性は，写像

ψ : HomSets (Z, X × Y ) −→ HomSets (Z, X)×HomSets (Z, Y )

f 7−→
(
pX ◦ f, pY ◦ f

)
が全単射であることと同値である．

(全射性) 　
　 ∀(f1, f2) ∈ HomSets (Z, X)×HomSets (Z, Y )を 1つとる．このとき写像 f ∈ HomSets (Z, X×Y )

を，∀z ∈ Z に対して

f(z) =
(
f1(z), f2(z)

)
を充たすものとして定義すると

pX ◦ f(z) = f1(z),

pY ◦ f(z) = f2(z)

が成り立つので (f1, f2) = ψ(f) である．
(単射性) 　

　 f, g ∈ HomSets (Z, X × Y ) が ψ(f) = ψ(g) を充たすとする．このとき ∀z ∈ Z に対して
(x, y) := g(z) とおけば

x = pX ◦ g(z) = pX ◦ f(z),
y = pY ◦ g(z) = pY ◦ f(z)

が成り立つので，

g(z) =
(
x, y

)
=
(
pX ◦ f(z), pY ◦ f(z)

)
= f(z)

が言える．i.e. f = g であり，ψ は単射である．

�

圏 Top における（圏論的な）積を構成するには，Sets の積の上に適切な位相を入れると良い．つまり，位
相空間 (X, OX) と (Y, OY ) の積とは，

• Sets の積 X × Y の上に，
• Sets の積の標準的射影 pX , pY が Top の射，i.e. 連続写像になるような位相 OX×Y

を入れて構成される位相空間 (X × Y, OX×Y ) のことである．幸い，見慣れた積空間はこれらの条件を充して
いる：
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命題 A.6: 圏 Top における積の存在

圏 Top とその対象 (X, OX), (Y, OY ) ∈ Ob(Top) に対して，

• Sets の積 X × Y の上に，部分集合族{
U × V ⊂ X × Y

∣∣ U ∈ OX , V ∈ OY
}

を開基とする位相 OX×Y を入れてできる位相空間

(X × Y, OX×Y ) ∈ Ob(Top)

• Sets の積の標準的射影

pX : X × Y −→ X, (x, y) 7−→ x

pY : X × Y −→ Y, (x, y) 7−→ y

の組は（圏論的な）積である．

証明 ∀U ∈ OX , ∀V ∈ OY に対して

p−1
X (U) = U × Y,
p−1
Y (V ) = X × V

が成り立つが，X ∈ OX , Y ∈ OY なので右辺はどちらも開基に属する．i.e. p−1
X (U) ∈ OX×Y , p

−1
Y (V ) ∈

OX×Y であり，pX , pY はどちらも連続である．積の普遍性は Sets の積の普遍性から従う． �

系 A.1:

∀(X, OX), (Y, OY ), (Z, OZ) ∈ Ob(Top) を与える．
このとき，写像 f : Z −→ X×Y, z 7−→

(
f1(z), f2(z)

)
が連続ならば 2つの写像 f1 : Z −→ X, z 7−→

f1(z), f2 : Z −→ Y, z 7−→ f2(z) はどちらも連続である．

証明 命題 A.6 より標準的射影 pX : X × Y −→ X, pY : X × Y −→ Y はどちらも連続だから，f1 =

pX ◦ f, f2 = pY ◦ f はどちらも連続写像同士の合成となり，連続である． �

位相 OX×Y の開基は{
U × V

∣∣ U ∈ OX , V ∈ OY
}
=
{
(U ∩X)× (V ∩ Y )

∣∣ U ∈ OX , V ∈ OY
}

=
{
(U × Y ) ∩ (X × V )

∣∣ U ∈ OX , V ∈ OY
}

であるから，OX×Y は部分集合族{
(U × Y )

∣∣ U ∈ OX
}
∪
{
(X × V )

∣∣ V ∈ OY
}

=
{
p−1
X (U) ⊂ X × Y

∣∣ U ∈ OX
}
∪
{
p−1
Y (V ) ⊂ X × Y

∣∣ V ∈ OY
}

を準開基に持つ．

! つまり，位相 OX×Y とは，pX , pY の両方を連続にする最弱の位相である．
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定義 A.7: 和

圏 C と，その対象 X, Y ∈ Ob(C) を与える．X と Y の和 (sum)，もしくは余積 (coproduct) とは，

• X q Y と書かれる C の対象
• 標準的包含 (canonical injection) と呼ばれる 2つの射

iX ∈ HomC (X, X q Y )

iY ∈ HomC (Y, X q Y )

の組であって，以下の普遍性を充たすもののこと：

(和の普遍性) ∀Z ∈ Ob(C) および ∀f ∈ HomC (X, Z), ∀g ∈ HomC (Y, Z) に対して，f q g ∈
HomC (X q Y , Z) が一意的に存在して図式 A.2を可換にする．

∀Z

X X q Y Y

f g∃!fqg

iX iY

図 A.2: 和の普遍性

命題 A.7: 和の一意性

圏 C の和は，存在すれば同型を除いて一意である．

証明 積の一意性の証明と全く同様の論法で示せる． �

それでは，圏 Sets の和を構成してみよう．

命題 A.8: 圏 Sets における和の存在

圏 Sets とその対象 X, Y ∈ Ob(Sets) に対して，

• 次のように定義される X t Y ∈ Ob(Sets)a

X t Y :=
{
(1, x)

∣∣ x ∈ X } ∪ { (2, y) ∣∣ y ∈ Y }
この集合は X と Y の非交和 (disjoint union) と呼ばれる．

• 標準的包含

i1 : X −→ X t Y, x 7−→ (1, x)

i2 : Y −→ X t Y, y 7−→ (2, y)

の組は（圏論的な）和である．

a 接バンドルを念頭において，成分を通常の非交和とは逆の順番に書いた．
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証明 ∀Z ∈ Ob(C) を 1つとる．和の普遍性は，写像

ψ : HomSets (X t Y, Z) −→ HomSets (X, Z)×HomSets (Y, Z)

f 7−→
(
f ◦ i1, f ◦ i2

)
が全単射であることと同値である．

(全射性) 　
　 ∀(f0, f1) ∈ HomSets (X, Z)×HomSets (Y, Z)を 1つとる．このとき写像 f ∈ HomSets (XtY, Z)
を，∀(δ, z) ∈ X t Y に対して

f(δ, z) =

{
f1(z), δ = 1,

f2(z), δ = 2

を充たすものとして定義すると，∀x ∈ X, ∀y ∈ Y に対して

f ◦ i1(x) = f1(x),

f ◦ i2(y) = f2(y)

が成り立つので (f1, f2) = ψ(f) である．
(単射性) 　

　 f, g ∈ HomSets (X t Y, Z) が ψ(f) = ψ(g) を充たすとする．このとき ∀(δ, z) ∈ X t Y に対して
δ = 1 のとき

g ◦ i1(z) = f ◦ i1(z)

が，δ = 2 のとき

g ◦ i2(z) = f ◦ i2(z)

がそれぞれ成り立つので，

g(δ, z) =

{
f ◦ i1(z) = f(δ, z), δ = 1

f ◦ i2(z) = f(δ, z), δ = 2

が言える．i.e. f = g であり，ψ は単射である．

�

圏 Top において，2つの対象 (X, OX), (Y, OY ) ∈ Ob(Top) の（圏論的な）和を構成するには，Sets の
和 X q Y の上に適切な位相を入れて標準的包含 i1, i2 が連続になるようにすれば良い．
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命題 A.9: 圏 Top における和の存在

圏 Top とその対象 (X, OX), (Y, OY ) ∈ Ob(Top) に対して，

• Sets の和 X q Y の上に，位相

OXqY :=
{
U ⊂ X q Y

∣∣ i−1
1 (U) ∈ OX かつ i−1

2 (U) ∈ OY
}

(A.1.1)

を入れてできる位相空間

(X q Y, OXqY ) ∈ Ob(Top).

なお，OXqY は直和位相 (disjoint union topology) と呼ばれる．
• 標準的包含

i1 : X −→ X q Y, x 7−→ (0, x)

i2 : Y −→ X q Y, y 7−→ (1, y)

の組は（圏論的な）和である．

証明 定義 (A.1.1)より，∀U ∈ OXqY に対して

i−1
1 (U) ∈ OX ,

i−1
2 (U) ∈ OY

が成り立つ．i.e. i1, i2 はどちらも連続である．和の普遍性は Sets の和の普遍性から従う． �

! 積位相とは対照的に，直和位相は標準的包含 i1, i1 の両方を連続にする最強の位相である．

A.1.3 等化子と余等化子

定義 A.8: 等化子

圏 C における対象 X, Y ∈ Ob(C) と，それらの間の 2つの射

X Y
f

g

を任意に与える．射 f, g の等化子 (equalizer) とは，

• C の対象 Eq(f, g) ∈ Ob(C)
• 射 e ∈ HomC

(
Eq(f, g), X

)
であって f ◦ e = g ◦ e を充たすもの

の組であって，以下の普遍性を充たすもののこと：

(等化子の普遍性) ∀Z ∈ Ob(C) および f ◦ z = g ◦ z を充たす任意の射 z ∈ HomC (Z, X) に対して，
射 u ∈ HomC

(
Z, Eq(f, g)

)
が一意的に存在して図式 A.3を可換にする．
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Eq(f, g) X Y

∀Z

e
f

g

∃!u z

図 A.3: 等化子の普遍性

命題 A.10: 等化子の一意性

圏 C の等化子は，存在すれば同型を除いて一意である．

証明 積の一意性と同様の論法で示せる． �

Sets における等化子は，方程式 f(x) = g(x) の解空間のようなものである．

命題 A.11: 圏 Sets における等化子の存在

∀X, Y ∈ Ob(Sets) と，∀f, g ∈ HomSets (X, Y ) を与える．このとき，

• X の部分集合

Eq(f, g) :=
{
x ∈ X

∣∣ f(x) = g(x)
}

(A.1.2)

• 包含写像

e : Eq(f, g) −→ X, x 7−→ x

の組は写像 f, g の等化子である．

証明 ∀Z ∈ Ob(Sets) を与える．等化子の普遍性は写像

ψ : HomSets

(
Z, Eq(f, g)

)
−→

{
z ∈ HomSets (Z, X)

∣∣ f ◦ z = g ◦ z
}

h 7−→ e ◦ h

が well-definedな全単射であることと同値である．

(well-definedness) 　
　 ∀h ∈ HomSets

(
Z, Eq(f, g)

)
を 1 つとる．集合 Eq(f, g) の定義 (A.1.2) から，このとき ∀x ∈ Z

に対して f
(
e ◦ h(x)

)
= f

(
h(x)

)
= g
(
h(x)

)
= g
(
e ◦ h(x)

)
が言えるので ψ は well-definedである．

(全射性) 　
　 f ◦ z = g ◦ z を充たす任意の射 z ∈ HomSets (Z, X) を与える．このとき ∀x ∈ Z に対して
f
(
z(x)

)
= g
(
z(x)

)
が成り立つので z(x) ∈ Eq(f, g) であり，z(x) = e ◦ z(x) が言える．i.e. z = ψ(z)

である．
(単射性) 　

　 2つの射 h, k ∈ HomSets

(
Z, Eq(f, g)

)
が ψ(h) = ψ(k) を充たすとする．このとき ∀x ∈ Z に対

して h(x) = e ◦ h(x) = ψ(h)(x) = ψ(k)(x) = e ◦ k(x) = k(x) が成り立つので h = k が言える．i.e.

242



ψ は単射である．

�

これに位相を入れることで位相空間の圏 Top における等化写像が構成できる．

命題 A.12: 圏 Top における等化子の存在

∀(X, OX), (Y, OY ) ∈ Ob(Top) と，∀f, g ∈ HomTop (X, Y ) を与える．このとき，

• 圏 Sets における等化子 Eq(f, g) に X からの相対位相

OEq(f, g) :=
{
U ∩ Eq(f, g)

∣∣ U ∈ OX
}

を入れてできる位相空間 (
Eq(f, g), OEq(f, g)

)
∈ Ob(Top)

• 包含写像

e : Eq(f, g) −→ X, x 7−→ x

の組は連続写像 f, g の等化子である．

証明 ∀U ∈ OX に対して

e−1(U) = U ∩ Eq(f, g) ∈ OEq(f, g)

なので e は連続である．等化子の普遍性は Sets における等化子の普遍性から従う． �

! Eq(f, g) に入れた位相は包含写像 e を連続にする最弱の位相である．

定義 A.9: 余等化子

圏 C における対象 X, Y ∈ Ob(C) と，それらの間の 2つの射

X Y
f

g

を任意に与える．射 f, g の余等化子 (coequalizer) とは，

• C の対象 Q ∈ Ob(C)
• 射 q ∈ HomC (Y, Q) であって q ◦ f = q ◦ g を充たすもの

の組であって，以下の普遍性を充たすもののこと：

(余等化子の普遍性) ∀Z ∈ Ob(C) および z ◦ f = z ◦ g を充たす任意の射 z ∈ HomC (Y, Z) に対し
て，射 u ∈ HomC (Q, Z) が一意的に存在して図式 A.4を可換にする．
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X Y Q

∀Z

f

g

q

z ∃!u

図 A.4: 余等化子の普遍性

命題 A.13: 余等化子の一意性

圏 C の余等化子は，存在すれば同型を除いて一意である．

集合と写像の圏 Sets においては，余等化子はある種の商集合である．

命題 A.14: 圏 Sets における余等化子の存在

∀X, Y ∈ Ob(Sets) と，∀f, g ∈ HomSets (X, Y ) を与える．部分集合 ∼ ⊂ Y × Y を，∀x ∈ X に対
して f(x) ∼ g(x) を充たす Y の最小の同値関係とする．このとき，

• Y の商集合

Y/∼ :=
{
[y]
∣∣ y ∈ Y }

• 商写像

q : Y −→ Y/∼, y 7−→ [y]

の組は写像 f, g の余等化子である．

証明 本題に入る前に，Y の同値関係 ∼ ⊂ Y × Y は，∀x ∈ X に対して
(
f(x), g(x)

)
∈ R を充たす全ての同

値関係*3 R ⊂ Y × Y の共通部分であることに注意する．
∀Z ∈ Ob(Sets) を与える．余等化子の普遍性は写像

ψ : HomSets

(
Y/∼, Z

)
−→

{
z ∈ HomSets (Y, Z)

∣∣ z ◦ f = z ◦ g
}

h 7−→ h ◦ q

が well-definedな全単射であることと同値である．

(well-definedness) 　
　 ∀h ∈ HomSets (Y/∼, Z) を 1つとる．同値関係 ∼ の定義から ∀x ∈ X に対して [f(x)] = [g(x)] が
成り立つから h ◦ q

(
f(x)

)
= h

(
[f(x)]

)
= h

(
[g(x)]

)
= h ◦ q

(
g(x)

)
が言える．i.e. ψ(h) ◦ f = ψ(h) ◦ g

なので ψ は well-definedである．
(全射性) 　

　 z ◦ f = z ◦ g を充たす任意の射 z ∈ HomSets (Y, Z) を与える．Y の同値関係 Rz ⊂ Y × Y を

(y, y′) ∈ Rz ⇐⇒ z(y) = z(y′)

*3 Y × Y はこの条件を充たす同値関係なので，∼ の存在が言える．
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によって定義する*4．このとき，∀x ∈ X に対して z
(
f(x)

)
= z
(
g(x)

)
が成り立つので

(
f(x), g(x)

)
∈

Rz であり，∼ ⊂ Rz が分かる．つまり y ∼ y′ =⇒ (y, y′) ∈ Rz =⇒ z(y) = z(y′) なので，
写像

z : Y/∼ −→ Z, [y] 7−→ z(y)

は [y] の代表元の取り方によらず，well-definedである．故に z = z ◦ q = ψ(z) である．
(単射性) 　

　 2つの射 h, k ∈ HomSets (Y/∼, Z) が ψ(h) = ψ(k) を充たすとする．このとき ∀y ∈ Y に対して
h ◦ q(y) = k ◦ q(y) ⇐⇒ h([y]) = k([y]) が成り立つので h = k が言える．i.e. ψ は単射である．

�

命題 A.15: 圏 Top における余等化子の存在

∀(X, OX), (Y, OY ) ∈ Ob(Top) と，∀f, g ∈ HomTop (X, Y ) を与える．このとき，

• Sets の余等化子 Y/∼ に Y からの商位相

OY/∼ :=
{
U ⊂ Y/∼

∣∣ q−1(U) ∈ OX
}

を入れてできる商位相空間 (
Y/∼, OY/∼

)
∈ Ob(Top)

• 商写像

q : Y −→ Y/∼, y 7−→ [y]

の組は連続写像 f, g の余等化子である．

証明 ∀U ∈ OY/∼ に対して q−1(U) ∈ OY/∼ なので q は連続である．余等化子の普遍性は Sets における余
等化子の普遍性から従う． �

! Y/∼ に入れた位相は商写像 q を連続にする最強の位相であると言える．

A.1.4 引き戻しと押し出し

定義 A.10: 引き戻し

圏 C における対象 X, Y, Z ∈ Ob(C) と，それらの間の 2つの射

*4 z が写像であることから z(y) = z(y) なので (y, y) ∈ Rz（反射律）が，z(y) = z(y′) =⇒ z(y′) = z(y) なので
(y, y′) ∈ Rz =⇒ (y′, y) ∈ Rz（対称律）が，z(y) = z(y′) かつ z(y′) = z(y′′) =⇒ z(y) = z(y′′) なので
(y, y′), (y′, y′′) ∈ Rz =⇒ (y, y′′) ∈ Rz（推移律）が従う．
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Y

X Z

g

f

を与える．射 f, g の引き戻し (pullback)a とは，

• C の対象 P ∈ Ob(C)
• 2つの射 π1 ∈ HomC (P , X), π2 ∈ HomC (P , Y ) であって f ◦ π1 = g ◦ π2 を充たすもの：

P Y

X Z

π1

π2

g

f

の組であって，以下の普遍性を充たすもののこと：

(引き戻しの普遍性) ∀W ∈ Ob(C) および 2 つの射 w1 ∈ HomC (W, X), w2 ∈ HomC (W, Y ) で
あって f ◦ w1 = g ◦ w2 を充たすものに対して，射 u ∈ HomC (W, P ) が一意的に存在して図
式 A.5を可換にする．

∀W

P Y

X Z

w1

w2

∃!u

π1

π2

g

f

図 A.5: 引き戻しの普遍性

対象 P はしばしば X ×Z Y と書かれる．

a ファイバー積 (fiber product) と呼ぶ場合がある．

命題 A.16: 引き戻しの一意性

圏 C の引き戻しは，存在すれば同型を除いて一意である．
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命題 A.17: 圏 Sets における引き戻し

∀X, Y, Z ∈ Ob(Sets) と，∀f ∈ HomSets (X, Z), ∀g ∈ HomSets (Y, Z) を与える．このとき，

• 集合

X ×Z Y :=
{
(x, y) ∈ X × Y

∣∣ f(x) = g(y)
}

• Sets における積の標準的射影 pX , pY の制限

π1 := pX |X×ZY : X ×Z Y −→ X, (x, y) 7−→ x

π2 := pY |X×ZY : X ×Z Y −→ Y, (x, y) 7−→ y

の組は写像 f, g の引き戻しである．

証明 ∀W ∈ Ob(Sets) を与える．引き戻しの普遍性は写像

ψ : HomSets (W, X ×Z Y ) −→
{
(w1, w2) ∈ HomSets (W, X)×HomSets (W, Y )

∣∣ f ◦ w1 = g ◦ w2

}
h 7−→

(
π1 ◦ h, π2 ◦ h

)
が well-definedな全単射であることと同値である．

(well-definedness) 　
　 ∀h ∈ HomSets (W, X ×Z Y ) を 1つとる．このとき ∀x ∈ W に対して h(x) =

(
h1(x), h2(x)

)
∈

X ×Z Y と書くと f
(
h1(x)

)
= g
(
h2(x)

)
が成り立つ．h1(x) = π1 ◦ h(x), h2(x) = π2 ◦ h(x) なので ψ

が well-definedであることが示された．
(全射性) 　

　 f ◦w1 = g ◦w2 を充たす任意の写像の組 (w1, w2) ∈ HomSets (W, X)×HomSets (W, Y ) をとる．
このとき写像

w : W −→ X ×Z Y

を ∀x ∈W に対して

w(x) :=
(
w1(x), w2(x)

)
と定めると w は well-definedである．従って Sets における積の普遍性の証明から (w1, w2) = ψ(w)

である．
(単射性) 　

　 Sets における積の普遍性の証明と全く同様に示せる．

�
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命題 A.18: 圏 Top における引き戻しの存在

∀(X, OX), (Y, OY ), (Z, OZ) ∈ Ob(Top) と，∀f ∈ HomTop (X, Z), ∀g ∈ HomTop (Y, Z) を与え
る．このとき，

• Sets の引き戻し X ×Z Y の上に積空間 (X × Y, OX×Y ) からの相対位相

OX×ZY :=
{
U ∩X ×Z Y

∣∣ U ∈ OX×Y
}

を入れてできる位相空間 (
X ×Z Y, OX×ZY

)
∈ Ob(Top)

• Top における積の標準的射影 pX , pY の制限

π1 := pX |X×ZY : X ×Z Y −→ X, (x, y) 7−→ x

π2 := pY |X×ZY : X ×Z Y −→ Y, (x, y) 7−→ y

の組は連続写像 f, g の引き戻しである．

証明 命題 A.6より pX , pY は連続なので，π1, π2 も連続である．引き戻しの普遍性は Sets における引き戻
しの普遍性から従う． �

! X ×Z Y に入れた位相は π1, π2 を連続にする最弱の位相である．

定義 A.11: 押し出し

圏 C における対象 X, Y, Z ∈ Ob(C) と，それらの間の 2つの射

Y

X Z
f

g

を与える．射 f, g の押し出し (pushout)a とは，

• C の対象 P ∈ Ob(C)
• 2つの射 ι1 ∈ HomC (X, P ), ι2 ∈ HomC (Y, P ) であって ι1 ◦ f = ι2 ◦ g を充たすもの：

P Y

X Z

ι1

ι2

g

f

の組であって，以下の普遍性を充たすもののこと：

(押し出しの普遍性) ∀W ∈ Ob(C) および 2 つの射 w1 ∈ HomC (X, W ), w2 ∈ HomC (Y, W ) で
あって w1 ◦ f = w2 ◦ g を充たすものに対して，射 u ∈ HomC (P , W ) が一意的に存在して図
式 A.5を可換にする．
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∀W

P Y

X Z

w1

w2

∃!u

ι1

ι2

g

f

図 A.6: 押し出しの普遍性

対象 P はしばしば X qZ Y と書かれる．

a ファイバー和 (fiber sum) と呼ぶ場合がある．

命題 A.19: 押し出しの一意性

圏 C の押し出しは，存在すれば同型を除いて一意である．

命題 A.20: 圏 Sets における押し出し

∀X, Y, Z ∈ Ob(Sets) と，∀f ∈ HomSets (Z, X), ∀g ∈ HomSets (Z, Y ) を与える．部分集合
∼ ⊂ (X q Y )× (X q Y ) を，∀z ∈ Z に対して

(
1, f(z)

)
∼
(
2, g(z)

)
を充たす X q Y の最小の同値

関係とする．このとき，

• Sets の和 X q Y の商集合

X qZ Y := (X q Y )/∼

• Sets における和の標準的包含 i1, i2 と商写像 q : XqY −→ XqZ Y, (δ, w) 7−→ [δ, w] の合成

ι1 := q ◦ i1 : X −→ X qZ Y, x 7−→ [1, x]

ι2 := q ◦ i2 : Y −→ X qZ Y, y 7−→ [2, y]

の組は写像 f, g の押し出しである．

証明 ∀W ∈ Ob(Sets) を与える．押し出しの普遍性は写像

ψ : HomSets (X qZ Y , W ) −→
{
(w1, w2) ∈ HomSets (X, W )×HomSets (Y, W )

∣∣ w1 ◦ f = w2 ◦ g
}

h 7−→
(
h ◦ ι1, h ◦ ι2

)
が well-definedな全単射であることと同値である．

(well-definedness) 　
　 ∀h ∈ HomSets (W, X ×Z Y ) を 1 つとる．このとき同値関係 ∼ の定義から，∀z ∈ Z に対して
(h ◦ ι1) ◦ f(z) = h

(
[1, f(z)]

)
= h

(
[2, g(z)]

)
= (h ◦ ι2) ◦ g(z) が成り立つ．i.e. ψ は well-definedで

ある．
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(全射性) 　
　 w1 ◦ f = w2 ◦ g を充たす任意の写像の組 (w1, w2) ∈ HomSets (X, W )×HomSets (Y, W ) をとる．
同値関係 Rw1w2

⊂ (X q Y )× (X q Y ) を(
(δ, v), (δ′, v′)

)
∈ Rw1w2

⇐⇒ wδ(v) = wδ′(v
′)

により定義する．このとき ∀z ∈ Z に対して w1

(
f(z)

)
= w2

(
g(z)

)
が成り立つので((

1, f(z)
)
,
(
2, g(z)

))
∈ Rw1w2

であり，同値関係 ∼ の最小性から ∼ ⊂ Rw1w2
が分かる．

よって写像

w : X qZ Y −→W, [δ, v] 7−→ wδ(v)

は well-definedである．従って (w1, w2) =
(
w ◦ ι1, w ◦ ι2

)
= ψ(w) が示された．

(単射性) 　
　 Sets における和の普遍性の証明と全く同様に示せる．

�

命題 A.21: 圏 Top における押し出しの存在

∀(X, OX), (Y, OY ), (Z, OZ) ∈ Ob(Top) と，∀f ∈ HomTop (Z, X), ∀g ∈ HomTop (Z, Y ) を与え
る．このとき，

• Sets の押し出し X qZ Y の上に直和位相空間 (X q Y, OXqY ) からの商位相

OXqZY :=
{
U ⊂ X qZ Y

∣∣ q−1(U) ∈ OXqY
}

を入れてできる位相空間 (
X qZ Y, OXqZY

)
∈ Ob(Top)

• Top における和の標準的包含 i1, i2 と商写像 q : X q Y −→ X q Y/∼, (δ, z) 7−→ [δ, z] の
合成

ι1 := q ◦ i1 : X −→ X qZ Y, x 7−→ [0, x]

ι2 := q ◦ i2 : Y −→ X qZ Y, y 7−→ [1, y]

の組は連続写像 f, g の押し出しである．

証明 命題 A.6より i1, i2 は連続である．OXqZY の定義より q も連続だから ι2, ι2 も連続である．押し出し
の普遍性は Sets における押し出しの普遍性から従う． �

! X qZ Y に入れた位相は ι1, ι2 を連続にする最強の位相である．

A.1.5 双対性
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これまで登場した普遍性の図式を列挙してみよう．

1 ∀Z

(a) 終対象の普遍性

0 ∀Z

(b) 始対象の普遍性

∀Z

X X × Y Y

f g∃!f×g

pX pY

(a) 積の普遍性

∀Z

X X q Y Y

f g∃!fqg

iX iY

(b) 和の普遍性

Eq(f, g) X Y

∀Z

e
f

g

∃!u z

(a) 等化子の普遍性

Q X Y

∀Z

q

f

g

∃!u z

(b) 余等化子の普遍性

∀W

P Y

X Z

w1

w2

∃!u

π1

π2

g

f

(a) 引き戻しの普遍性

∀W

P Y

X Z

w1

w2

∃!u

ι1

ι2

g

f

(b) 押し出しの普遍性

今や法則は一目瞭然である．つまり，右の図式は左の図式の射の向きを逆にしたものだと言える．

定義 A.12: 反対圏

圏 C の反対圏 (opposite category)a Cop とは，

• Ob(Cop) := Ob(C)
• HomCop (A, B) := HomC (B, A)

• 合成

◦op : HomCop (A, B)×HomCop (B, C) −→ HomCop (A, C), (f, g) 7−→ g ◦ f

は，C における合成を ◦ と書いたときに

g ◦op f := f ◦ g
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と定める．

のようにして構成される圏のことである．要するに，C と対象は同じだが矢印が全て逆向きになって
いるような圏のこと．

a 双対圏 (dual category) とも言う．

これまでに登場した圏 Top における構成は，

(1) まず圏 Sets において普遍性を充たすような対象を構成し，
(2) Sets における普遍性に登場する射が連続になるような上手い位相を入れる

という流れであった．そして注意 A.1.2, A.1.2, A.1.3, A.1.3, A.1.4, A.1.4から，位相の入れ方にも一種の双
対性が見てとれる：

最弱の位相 最強の位相
始対象 終対象
積 和
等化子 余等化子
引き戻し 押し出し

こうして我々は，始位相と終位相の概念にたどり着く．

定義 A.13: 始位相

• 集合 X ∈ Ob(Sets)

• 位相空間の族
{
(Yλ, Oλ) ∈ Ob(Top)

}
λ∈Λ

• 写像の族 F :=
{
ϕλ : X −→ Yλ

}
λ∈Λ

を与える．写像の族 F によって誘導される X の始位相 (initial topology)a とは，X の位相のうち，
∀λ ∈ Λ について ϕλ を連続にする最弱の位相のこと．

a 極限位相 (limit topology) や，射影的位相 (projective topology) と呼ぶことがある．

明示的には，X の部分集合族 ⋃
λ∈Λ

{
ϕ−1
λ (U) ⊂ X

∣∣ U ∈ Oλ
}

を準開基とする X の位相のことを言う．

定義 A.14: 終位相

• 集合 Y ∈ Ob(Sets)

• 位相空間の族
{
(Xλ, Oλ) ∈ Ob(Top)

}
λ∈Λ
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• 写像の族 F :=
{
ϕλ : Xλ −→ Y

}
λ∈Λ

を与える．写像の族 F によって誘導される Y の終位相 (final topology)a とは，Y の位相のうち，
∀λ ∈ Λ について ϕλ を連続にする最強の位相のこと．

a 余極限位相 (colimit topology) や，帰納的位相 (inductive topology) と呼ぶことがある．

明示的には，Y の部分集合族 ⋂
λ∈Λ

{
U ⊂ Y

∣∣ ϕ−1
λ (U) ∈ Oλ

}
のことである．

A.1.6 極限と余極限

実は，終対象, 積, 等化子, 引き戻しおよびそれらの双対は全て統一的に理解できる．それは極限とその双対
（余極限）である．極限の定義の準備をする．

定義 A.15: 関手

2つの圏 C, D をとる．

F : C −→ D

と書かれる C から D への関手 (functor) は，以下の 2つの対応付けからなる：

• ∀X ∈ Ob(C) にはある対象 F (X) ∈ Ob(D) を対応させ，
• ∀f ∈ HomC (X, Y ) にはある射 F (f) ∈ HomD

(
F (X), F (Y )

)
を対応させる．

これらの構成要素は次の 2条件を充たさねばならない：

(1) ∀X ∈ Ob(C) に対して

F (IdX) = IdF (X)

が成り立つ．
(2) ∀X, Y, Z ∈ Ob(C) および ∀f ∈ HomC (X, Y ), ∀g ∈ HomC (Y, Z) に対して

F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f)

が成り立つ．

これまでもなんとなく図式という用語を使ってきたが，正確な定義は次のようになる．
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定義 A.16: 図式

圏 C における I 型 (type I) の図式 (diagram) とは，圏 I からの関手

D : I −→ C

のこと．圏 I は添字圏 (indexing category) と呼ばれる．

定義 A.16はかなり抽象的だが，例えば添字圏 I として有向グラフから作られる自由圏を考えてみると，見
慣れた（手でかけるサイズの）可換図式がきっちり定義されていることが確認できる．

定義 A.17: 有向グラフ

• 頂点 (vertex) 集合 V

• 辺 (edge) 集合 E

• 始点関数 (source function) s : E −→ V

• 終点関数 (target function) t : E −→ V

の 4つ組 Γ := (V, E, s, t) のことを有向グラフ (directed graph) と呼ぶ [3]．頂点 v, w ∈ V に対し
て s(e) = v, t(e) = w を充たすような辺 e ∈ E のことを，v から w へ向かう辺と呼ぶ．

• 有向グラフ Γ の長さ n ≥ 0 の道 (path) とは組 (v; e1, . . . , en) ∈ V × En であって以下を充
たすもののことa：
(1) s(e1) = v

(2) ∀i ∈ {1, . . . , n− 1} に対して t(ei) = s(ei+1)

• Γ の長さ n の道 p := (v; e1, . . . , en) の始点を

s(p) := v

と定義する．p の終点は

t(p) :=

{
v, n = 0

t(en), n ≥ 1

と定義する．
• Γ の 2つの道 p := (v; e1, . . . , en), q := (w; , f1, . . . , fm) が t(p) = s(q) を充たすとき，p, q
の連結と呼ばれる長さ n+m の道を

p ◦ q :=
(
v; e1, . . . , en, f1, . . . , fm

)
∈ V × En+m

によって定義する．
• Γ の 2つの道 p, q が平行 (parallel) であるとは，

s(p) = s(q) かつ t(p) = t(q)

が成り立つこと．

a 長さ 0 の道とは (v) ∈ V のことである．つまり，文字通り辺を 1回も辿らない．
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定義 A.18: 自由圏

任意の有向グラフ Γ = (V, E, s, t) に対して，Γ 上の自由圏 (free category) Free(Γ) を次のように
定義する：

• 対象は Γ の頂点とする：Ob(Free(Γ)) := Γ

• HomFree(Γ) (v, w) は v から w へのすべての道が成す集合とする．
• 対象 v 上の恒等射は v を始点とする長さ 0 の道とする．
• 射の合成は道の連結とする．

自由圏の例をいくつか挙げる．

【例 A.1.1】自由圏 0

頂点も辺も空であるような有向グラフを素材とする自由圏

0 := Free
( )

においては Ob(0) = ∅ で，射も空である．

【例 A.1.2】自由圏 1

自由圏

1 := Free
(

v1•
)

においては Ob(1) = {v1} で，射は Hom1 (v1, v1) = {(v1)} の 1つしかない．
一方，自由圏

1′ := Free
(

v1• e1

)
を考えると，

Hom1′ (v1, v1) =
{
(v1), (v1; e1), (v1; e1) ◦ (v1; e1), . . .

}
のように無限個の射がある．

【例 A.1.3】自由圏 n

2 := Free
(

v1• v2•e1
)
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においては Ob(2) = {v1, v2} で，射は

Hom2 (v1, v1) = {(v1)}
Hom2 (v2, v2) = {(v2)}
Hom2 (v1, v2) = {(v1; e1)}

の 3つである．同様にして自由圏 3, 4, . . . を定義できる．

以降では文脈上明らかな場合は有向グラフとそれを素材にした自由圏の違いを無視する．可換図式の定式化
は次のようになる：

定義 A.19: 可換図式

圏 C における I 型の図式 D : I −→ C が可換図式 (commutative diagram) であるとは，I における
全ての平行な射の組 f, g : i −→ j に対して D(f) = D(g) が成り立つこと．

【例 A.1.4】積の普遍性の図式

I := Free



4•

1• 3• 2•

e43 e42e41

e31 e32


と定義すると，I における平行な射は

HomI (4, 1) =
{
e41, e31 ◦ e43

}
,

HomI (4, 2) =
{
e42, e32 ◦ e43

}
である．一般に平行な道の間には道の等式を課すことができる．今回の場合

e41 = e31 ◦ e43,
e42 = e32 ◦ e43

の 2つを課すことで図式

D :

4•

1• 3• 2•

e41 = e31 ◦ e43, e42 = e32 ◦ e43

e43 e42e41

e31 e32

−→ C
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はちょうど圏 C における積の普遍性を表す可換図式になる．

圏 C における図式の概念が定義されたので，極限の定義を始める．

定義 A.20: 錐の圏

D : I −→ C を図式とする．

• D 上の錐 (cone) とは，
– C の対象 C ∈ Ob(C)
– C の射の族 c• :=

{
ci ∈ HomC

(
C, D(i)

)}
i∈Ob(I)

の組 (C, c•) であって，∀i, j ∈ Ob(I) および ∀f ∈ HomI (i, j) に対して

cj = ci ◦D(f)

を充たす，i.e. 以下の図式を可換にするもののこと．

C

D(i) D(j)

ci cj

D(f)

• 錐の射 (morphism of cones)

(C, c•) (C′, c′•)
u

とは，C の射 u ∈ HomC (C, C
′) であって，∀i ∈ Ob(I) に対して

ci = u ◦ c′i

を充たす，i.e. 以下の図式を可換にするもののこと．

C

C′

D(i)

ci
u

c′
i

D 上の錐と錐の射を全て集めたものは圏 Cone(D) を成す．

定義 A.21: 極限

図式 D : I −→ C の極限 (limit)aとは，圏 Cone(D) の終対象のこと．記号として
(
lim←−D, p•

)
と書

く．i.e. 極限
(
lim←−D, p•

)
∈ Ob(Cone(D)) は，以下の普遍性を充たす：

(極限の普遍性) 　
∀(C, c•) ∈ Ob(Cone(D)) に対して，錐の射 u ∈ HomCone(D)

(
(C, c•),

(
lim←−D, p•

))
が一
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意的に存在して，∀i, j ∈ Ob(I) および ∀f ∈ HomI (i, j) に対して図式を可換にする．

∀C

lim←−D

D(i) D(j)

ci cj

∃!u

pi pj

F (f)

図 A.11: 極限の普遍性

a 普遍錐 (universal cone) とも言う．

命題 A.22: 極限の一意性

図式 D : I, C の極限は，存在すれば同型を除いて一意である．

証明 終対象の一意性より明らか． �

【例 A.1.5】終対象

何もない圏 0 を添字圏とする図式 D : 0 −→ C の上の極限は終対象である：

lim←−D
∼= T .

【例 A.1.6】積

図式

D : Free

 1• 2•

 −→ C
の上の錐

(
C, {c1, c2}

)
∈ Ob(Cone(D)) は

C

D(1) D(2)

c1 c2

の形をしている．この図式 D の極限は積である：(
lim←−D, {p1, p2}

) ∼= (D(1)×D(2), {pD(1), pD(2)}
)
.

【例 A.1.7】等化子
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図式

D : Free

 1• 2•
f

g

 −→ C
の上の錐

(
C, {c1, c2}

)
∈ Ob(Cone(D)) は

D(1) D(2)

C

D(f)

D(g)

c1
c2

の形をした可換図式を成す．図式の可換性から

D(f) ◦ c1 = c2 かつ D(g) ◦ c1 = c2

が成り立つので，結局 D(f) ◦ c1 = D(f) ◦ c2 が成り立つ．この場合，c2 は冗長なので省略すると等化子の普
遍性の図式を得る．つまり，

(
lim←−D, {p1}

)
は射 D(f), D(g) のイコライザとなる．

【例 A.1.8】引き戻し

図式

D : Free



2•

1• 3•

g

f


−→ C

の上の錐
(
C, {c1, c2, c3}

)
∈ Ob(Cone(D)) は

C D(2)

D(1) D(3)

c1

c3

c2

D(g)

D(f)

の形をした可換図式を成す．図式の可換性から c3 は冗長なので省略すると引き戻しの普遍性の図式が
得られる．従って (

lim←−D, {p1, p2}
) ∼= (D(1)×D(3) D(2), {π1, π2}

)
である．

命題 A.23: 極限の存在

圏 C が任意の図式 D : I −→ C に対して極限を持つ必要十分条件は，圏 C において常に積とイコライ
ザが存在することである．
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証明 I の全ての射の集まりを Mor(I) と書くことにする．=⇒ はすでに確認したので，⇐= を示す．圏 C に
おいて常に積とイコライザが存在するとする．
任意の型 I を持つ図式

D : I −→ C

を与える．仮定より C は常に積を持つから，極限の第 1候補として∏
i∈Ob(I)

D(i)

を考えることができる．∀j ∈ Ob(I) について，D(j) へ伸びる標準的射影 pj :
∏
i∈Ob(I)D(i) −→ D(j) が

あるからである．しかし，∀i, j ∈ Ob(I) および ∀f ∈ HomI (i, j) に関して図式∏
i∈Ob(I)

D(i)

D(i) D(j)

pi pj

D(f)

は必ずしも可換になってくれない．そこで，この非可換性を図式∏
i∈Ob(I)

D(i)
∏

f∈Mor(I)

D(cod f)
φ

ψ

の等化子

E
∏

i∈Ob(I)

D(i)
∏

f∈Mor(I)

D(cod f)e
φ

ψ

によって補正することを考える．仮定より C は常に等化子を持つのでこのような構成は可能である．ただし
φ, ψ は

∏
f∈Mor(I)D(cod f)*5に関する 2つの積の普遍性の図式

∏
i∈Ob(I)

D(i)

D(cod f)
∏

f∈Mor(I)

D(cod f)

pcod f

∃!φ

pf

∏
i∈Ob(I)

D(i)

D(cod f)
∏

f∈Mor(I)

D(cod f)

D(f)◦pdom f

∃!ψ

pf

によって特徴づけられている．

• 等化子 E ∈ Ob(C)
• 射の族 π• :=

{
pi ◦ e

}
i∈Ob(I)

*5
∏

i∈Ob(I)D(i) とは添字集合が異なるので，標準的射影も違うものになっていることに注意．
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の組
(
E, π•

)
が図式 D の極限であることを示す．まず ∀i, j ∈ Ob(I) および ∀f ∈ HomI (i, j) に対して

πj = pj ◦ e = pcod f ◦ e = pf ◦ (φ ◦ e),
D(f) ◦ πi = D(f) ◦ pi ◦ e = (D(f) ◦ pdom f ) ◦ e = pf ◦ (ψ ◦ e)

が成り立つが，等化子の定義より φ ◦ e = ψ ◦ e が成り立つので図式

E

D(i) D(j)

πi πj

D(f)

は可換である．i.e. (E, πi) ∈ Ob(Cone(D)) が分かった．
次に錐 (E, πi) が Cone(D) の終対象であることを示す．∀(C, c•) ∈ Ob(Cone(D)) をとる．そして積の

普遍性の図式を使って ∀i ∈ Ob(I) について ci ∈ HomC
(
C, D(i)

)
を

C

D(i)
∏

i∈Ob(I)

D(i)

ci

∃!c

pi

のように一意に分解する．このとき錐の定義から ∀i, j ∈ Ob(I) および ∀f ∈ HomI (i, j) に対して
cj = D(f) ◦ ci が成り立つので，

cj = pj ◦ c = pcod f ◦ c = pf ◦ (φ ◦ c)
= D(f) ◦ ci = D(f) ◦ pdom f ◦ c = pf ◦ (ψ ◦ c)

が言える．従って
∏
f∈Mor(I)D(cod f) に関する積の普遍性から φ ◦ c = ψ ◦ c が言えて，等化子の普遍性の

図式

E
∏

i∈Ob(I)

D(i)
∏

f∈Mor(I)

D(cod f)

C

e
φ

ψ

∃!u

c

を書くことができる．このとき ∀i ∈ Ob(I) に関して

ci = pi ◦ c = pi ◦ e ◦ u = πi ◦ u

が成り立つので u ∈ HomC (C, E) は一意な錐の射だと分かった． �

命題 A.23の証明は具体的に極限を構成する手法を与えている点でも重要である．圏 Sets における等化子
の構成を思い出すと，Sets における極限を書き下すことができる：
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系 A.2: 圏 Sets における極限

任意の図式 D : I −→ Sets を与える．I の全ての射の集まりを Mor(I) と書く．このとき，

•
∏

i∈Ob(I)

D(i) の部分集合

lim←−D :=
{
(xi)i∈Ob(I) ∈

∏
i∈Ob(I)

D(i)
∣∣∣ ∀f ∈ Mor(I), xcod f = D(f)(xdom f )

}
(A.1.3)

• 写像の族

p• :=
{
pi : lim←−D −→ D(i), (xj)j∈Ob(I) 7−→ xi

}
i∈Ob(I)

の組は図式 D の極限である．

この公式いくつかの例で確認してみよう．

【例 A.1.9】終対象

対象も射もない図式

D : 0 −→ Sets

を考える．添字集合 Λ を持つ直積は Λ からの写像だから，今の場合
∏
i∈Ob(0)D(i) = ∅ である．公

式 (A.1.3)の条件は ∀f
(
f ∈ Mor(I) =⇒ xcod f = D(f)(xdom f )

)
と読めるが，Mor(I) = ∅ な

のでこの命題は常に真である．従って公式 (A.1.3)が表すものは 1元集合

lim←−D = {∅}

であり，Sets における終対象である．

【例 A.1.10】積

図式

D : Free

 1• 2•

 −→ Sets

は対象をちょうど 2つ持つが射を持たない．Mor(I) = ∅ なので公式 (A.1.3)の条件は常に充たされ，
結局

lim←−D = D(1)×D(2)

がわかる．これは Sets における積である．なお，この議論は射を持たない圏を添字圏に持つ任意の図
式に対して有効である．
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【例 A.1.11】等化子

図式

D : Free

 1• 2•
f

g

 −→ Sets

の極限を公式 (A.1.3)を使って書き下すと

lim−→D =
{
(x1, x2) ∈ D(1)×D(2)

∣∣ x2 = D(f)(x1) かつ x2 = D(g)(x1)
}

∼=
{
x1 ∈ D(1)

∣∣ D(f)(x1) = D(g)(x1)
}

となりa，Sets における等化子と同型である．

a Sets における同型なので，これらの間には全単射が存在すると言うことである．

【例 A.1.12】引き戻し

図式

D : Free



2•

1• 3•

g

f


−→ Sets

の極限を公式 (A.1.3)を使って書き下すと

lim−→D =
{
(x1, x2, x3) ∈ D(1)×D(2)×D(3)

∣∣ x3 = D(f)(x1) かつ x3 = D(g)(x2)
}

∼=
{
(x1, x2) ∈ D(1)×D(2)

∣∣ D(f)(x1) = D(g)(x2)
}

となり，Sets における引き戻しと同型である．

系 A.3: 圏 Sets における極限

任意の図式 D : I −→ Top を与える．I の全ての射の集まりを Mor(I) と書く．このとき，

• Sets における極限
(
lim←−D, p•

)
に，写像の族 p• によって誘導される lim←−D の始位相 Op• を

入れてできる位相空間 (
lim←−D, Op•

)
• 写像の族

p• :=
{
pi : lim←−D −→ D(i), (xj)j∈Ob(I) 7−→ xi

}
i∈Ob(I)

の組は図式 D の極限である．
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証明 始位相は ∀pi ∈ p• を連続にする位相である．極限の普遍性は命題 A.23の証明から従う． �
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付録 B

多様体のあれこれ

この章では，主に多様体に関する内容を雑多にまとめる．
まず，コンパクト性に類似する概念をいくつか定義するところから始める：

定義 B.1: 被覆

• 集合族 U :=
{
Uλ
}
λ∈Λ

が集合 X の被覆 (cover) であるとは，

X ⊂
⋃
λ∈Λ

Uλ

が成り立つこと．
• 位相空間 X の被覆 U :=

{
Uλ
}
λ∈Λ

が開 (open) であるとは，∀λ ∈ Λ に対して Uλ が X の開
集合であること．

• 位相空間 X の被覆 V :=
{
Vα
}
α∈A が，別の X の被覆 U :=

{
Uλ
}
λ∈Λ

の細分 (refinement) で
あるとは，∀Vα ∈ V に対してある Uλ ∈ U が存在して Vα ⊂ Uλ が成り立つこと．

• 位相空間 X の開被覆 U :=
{
Uλ
}
λ∈Λ

が局所有限 (locally finite) であるとは，∀x ∈ X に対し
て以下の条件が成り立つこと：
(locally finiteness) x のある近傍 V ⊂ X が存在して集合{

λ ∈ Λ
∣∣ Uλ ∩ V 6= ∅}

が有限集合になる．
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定義 B.2: パラコンパクト・コンパクト・局所コンパクト

位相空間 X を与える．

• パラコンパクト (paracompact) であるとは，任意の開被覆が局所有限かつ開な細分を持つこと．
• 位相空間 X の部分集合 A ⊂ X は，以下の条件を充たすときコンパクト (compact) であると
言われる：
(Heine-Boralの性質) A の任意の開被覆 U :=

{
Uλ
}
λ∈Λ

に対して，ある有限部分集合 I ⊂ Λ

が存在して
{
Ui
}
i∈I ⊂ U が A の開被覆となるa．

• 位相空間 X が局所コンパクト (locally compact) であるとは，∀x ∈ X が少なくとも 1つのコ
ンパクトな近傍を持つこと．

a このことを「任意の開被覆は有限部分被覆を持つ」と表現する．

B.1 微分構造の構成

微分構造を定義通りに構成するならば，まず位相多様体であることを確認してから座標変換が C∞ 級であ
ることを確認しなくてはならず，若干面倒である．しかし，幸いにしてこの確認の工程をまとめた便利な補題
がある [4, p.21, Lemma 1.35]．

補題 B.1: 微分構造の構成

• 集合 M

• M の部分集合族
{
Uλ
}
λ∈Λ

• 写像の族
{
ϕλ : Uλ −→ Rn

}
λ∈Λ

の 3つ組であって以下の条件を充たすものを与える：

(DS-1) ∀λ ∈ Λ に対して ϕλ(Uλ) ⊂ Rn は Rn の開集合であり，ϕλ : Uλ −→ ϕλ(Uλ) は全単射で
ある．

(DS-2) ∀α, β ∈ Λ に対して ϕα(Uα ∩ Uβ), ϕβ(Uα ∩ Uβ) ⊂ Rn は Rn の開集合である．
(DS-3) ∀α, β ∈ Λ に対して，Uα ∩ Uβ 6= ∅ ならば ϕβ ◦ ϕ−1

α : ϕα(Uα ∩ Uβ) −→ ϕβ(Uα ∩ Uβ) は
C∞ 級である．

(DS-4) 添字集合 Λ の可算濃度の部分集合 I ⊂ Λ が存在して
{
Ui
}
i∈I が M の被覆になる．

(DS-5) p, q ∈ M が p 6= q ならば，ある λ ∈ Λ が存在して p, q ∈ Uλ を充たすか，またはある
α, β ∈ Λ が存在して Uα ∩ Uβ = ∅ かつ p ∈ Uα, q ∈ Uβ を充たす．

このとき，M の微分構造であって，∀λ ∈ Λ に対して (Uλ, ϕλ) を C∞ チャートとして持つものが一
意的に存在する．

証明 位相の構成 　
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　 Rn の Euclid位相を ORn と表記する．集合

B :=
{
ϕ−1
λ (U)

∣∣ λ ∈ Λ, U ∈ ORn

}
が開基の公理 (B1), (B2) を充たすことを確認する．
(B1) (DS-4)より明らか．
(B2) B1, B2 ∈ B を任意にとる．このとき B の定義から，ある α, β ∈ Λ および U, V ∈ ORn が存
在して B1 = ϕ−1

α (U), B2 = ϕ−1
β (V ) と書ける．故に

B1 ∩B2 = ϕ−1
α (U) ∩ ϕ−1

β (V )

= ϕ−1
α

(
U ∩ (ϕα ◦ ϕ−1

β )(V )
)

= ϕ−1
α

(
U ∩ (ϕβ ◦ ϕ−1

α )−1(V )
)

が成り立つが，(DS-3)より ϕβ ◦ ϕ−1
α は連続なので (ϕβ ◦ ϕ−1

α )−1(V ) ∈ ORn である．よって

B1 ∩B2 ∈ B

であり，(B2)が示された．
従って B を開基とする M の位相 OM が存在する．

ϕλ が同相写像であること 　
　 ∀λ ∈ Λ を 1つ固定する．OM の構成と補題D.1-(4) より，∀V ∈ ORn に対して ϕ−1

λ

(
V ∩ϕλ(Uλ)

)
=

ϕ−1
λ (V ) ∩ Uλ は Uλ の開集合である*1．i.e. ϕλ : Uλ −→ ϕλ(Uλ) は連続である．
　 ∀B ∈ B をとる．このとき ϕλ(B ∩ Uλ) = ϕλ(B) ∩ ϕλ(Uλ) が成り立つが，OM の定義より
ϕλ(B) ∈ ORn なので ϕλ(B ∩ Uλ) は ϕλ(Uλ) の開集合である．相対位相の定義と de Morgan則より
Uλ の任意の開集合は B ∩ Uλ の形をした部分集合の和集合で書けるので，位相空間の公理から ϕλ は
Uλ の開集合を ϕλ(Uλ) の開集合に移す．i.e. ϕλ : Uλ −→ ϕλ(Uλ) は連続な全単射でかつ開写像である
から同相写像である．

Hausdorff性 　
　位相空間 (M, OM ) が Hausdorff空間であることを示す．M の異なる 2点 p, q を勝手にとる．この
とき (DS-5)より，
• ある λ ∈ Λ が存在して p, q ∈ Uλ を充たす
• ある α, β ∈ Λ が存在して Uα ∩ Uβ = ∅ かつ p ∈ Uα, q ∈ Uβ を充たす
のいずれかである．後者ならば証明することは何もない．
　前者の場合を考える．このとき ϕλ(Uλ) は Rn の開集合だから，Rn の Hausdorff性から ϕλ(Uλ) も
Hausdorff空間であり，従って ϕλ(Uλ) の開集合 U, V ⊂ ϕλ(Uλ) であって ϕλ(p) ∈ U かつ ϕλ(q) ∈
V かつ U ∩ V = ∅ を充たすものが存在する．このとき ϕ−1

λ (U) ∩ ϕ−1
λ (V ) = ϕ−1

λ (U ∩ V ) = ∅ で，
かつ OM の構成から ϕ−1

λ (U), ϕ−1
λ (V ) ⊂ M はどちらも M の開集合である．そのうえ p ∈ ϕ−1

λ (U)

かつ q ∈ ϕ−1
λ (V ) が成り立つので M は Hausdorff空間である．

第 2可算性 　
　 Rn は第 2可算なので，∀λ ∈ Λ に対して ϕλ(Uλ) も第 2可算である．ϕλ : Uλ −→ ϕλ(Uλ) は同相
写像なので，Uλ も第 2可算である．従って (DS-4)から M も第 2可算である．

*1 Uλ には (M, OM ) からの相対位相が，ϕλ(Uλ) には (Rn, Rn) からの相対位相が入っている．
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以上の考察から，位相空間 (M, OM ) が位相多様体であることが示された．さらに (DS-3) より A :={
(Uλ, ϕλ)

}
λ∈Λ

は (M, OM ) の C∞ アトラスであることもわかる．
�

補題 B.1とほとんど同じ手順で境界付き多様体を作ることもできる．

Hn :=
{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn

∣∣ xn ≥ 0
}

とおく．

補題 B.2: 境界付き多様体の C∞ 構造の構成

• 集合 M

• M の部分集合族
{
Uλ
}
λ∈Λ

• 写像の族
{
ϕλ : Uλ −→ Rn orHn

}
λ∈Λ

の 3つ組であって以下の条件を充たすものを与える：

(BDS-1) ∀λ ∈ Λ に対して ϕλ(Uλ) ⊂ Rn（resp. Hn）は Rn（resp. Hn）の開集合aであり，
ϕλ : Uλ −→ ϕλ(Uλ) は全単射である．

(BDS-2) ∀α, β ∈ Λ に対して ϕα(Uα ∩Uβ), ϕβ(Uα ∩Uβ) ⊂ Rn（resp. Hn）は Rn（resp. Hn）の
開集合である．

(BDS-3) ∀α, β ∈ Λ に対して，Uα ∩ Uβ 6= ∅ ならば ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ) −→ ϕβ(Uα ∩ Uβ) は

C∞ 級である．
(BDS-4) 添字集合 Λ の可算濃度の部分集合 I ⊂ Λ が存在して

{
Ui
}
i∈I が M の被覆になる．

(BDS-5) p, q ∈ M が p 6= q ならば，ある λ ∈ Λ が存在して p, q ∈ Uλ を充たすか，またはある
α, β ∈ Λ が存在して Uα ∩ Uβ = ∅ かつ p ∈ Uα, q ∈ Uβ を充たす．

このとき，M の C∞ 構造であって，∀λ ∈ Λ に対して (Uλ, ϕλ) を C∞ チャートとして持つものが一
意的に存在する．

a いつものように，Rn には Euclid位相を入れ，Hn ⊂ Rn には Rn からの相対位相を入れる．

証明 補題 B.1の証明において「Rn」を「Rn または Hn」に置き換えれば良い． �

B.2 ランク定理

第 4章ではスライスチャートによる埋め込まれた C∞ 多様体の特徴付けを行ったが，そこでは局所的ラン
ク定理の証明を保留にしていた．この節ではその証明を与えるが，かなり煩雑なので，興味のない読者は定理
の主張だけ確認して先に進むのが良いと思う．
Rn における逆関数定理から始める．まず距離空間に関する基本的な補題を用意する．
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補題 B.3: Banachの不動点定理

空でない完備な距離空間 (X, d) を与える．このとき，以下の条件を充たす任意の写像 F : X −→ X

はただ 1つの固定点を持つ：

(contraction) ある定数 λ ∈ (0, 1) が存在し，∀x, y ∈ X に対して d
(
F (x), F (y)

)
≤ λd(x, y)

証明 まず固定点の存在を示す．∀x0 ∈ X を 1つとり，X の点列
(
xi
)∞
i=0
を漸化式 xi+1 = F (xi) によって

帰納的に定める．仮定より λ ∈ (0, 1) なので，∀ε > 0 に対して十分大きな Nε ∈ N を取れば λNε < 1−λ
d(x1, x0)

ε

が成り立つようにできる．このとき ∀m, n ≥ Nε w/ m ≥ n に対して

d(xm, xn) ≤ d(xm, xm−1) + · · ·+ d(xn+1, xn) ∵ 三角不等式
≤ λm−1d(x1, x0) + · · ·+ λnd(x1, x0) ∵ 条件 (contraction)

≤ λn
( ∞∑
i=0

λi

)
d(x1, x0)

≤ λNε
d(x1, x0)

1− λ
< ε

が成り立つ．i.e. 点列
(
xi
)∞
i=0
はCauchy列であり，仮定よりX は完備なのでその収束点 x := limi→∞ xi ∈ X

が一意的に存在する．F は明らかに連続なので

F (x) = F ( lim
i→∞

xi) = lim
i→∞

F (xi) = x

が成り立つ．i.e. x は固定点である．
次に固定点 x の一意性を示す．別の固定点 x′ ∈ X が存在したとする．このとき条件 (contraction)より

d(x, x′) = d
(
F (x), F (x′)

)
≤ λd(x, x′) ⇐⇒ (1− λ)d(x, x′) ≤ 0

が成り立つので x = x′ でなくてはいけない． �

定理 B.1: Rn における逆関数定理

• 開集合a U, V ∈ Rn

• C∞ 関数b F : U −→ V, x 7−→
(
F 1(x), . . . , Fn(x)

)
を与え，F の Jacobi行列を返す C∞ 写像

DF : U −→ M(n, R), x 7−→
[
∂Fµ

∂xν
(x)

]
1≤µ, ν≤n

を定める．このとき，ある点 p ∈ U において DF (p) ∈ GL(n, R) ならば，

• 点 p ∈ U の連結な近傍 p ∈ U0 ⊂ U
• 点 F (p) ∈ V の連結な近傍 F (p) ∈ V0 ⊂ V

が存在して F |U0 : U0 −→ V0 が微分同相写像cになる．

a Rn には通常の Euclid位相を入れる．
b F = (F 1, . . . , Fn) の各成分 F i が任意回偏微分可能．
c i.e. F |U0

は C∞ 級の逆写像を持つ．
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証明 U ′ :=
{
x− p ∈ Rn

∣∣ x ∈ U }, V ′ :=
{
x− F (p) ∈ Rn

∣∣ x ∈ V } とおく．このとき写像
F1 : U

′ −→ V ′, x 7−→ F (x+ p)− F (p)

は C∞ 級で，かつ F1(0) = 0, DF1(0) = DF (p) を充たし，0 の連結な近傍 0 ∈ U ′
0 ⊂ U ′, 0 ∈ V ′

0 ⊂ V ′ が存
在して F1|U ′

0
: U ′

0 −→ V ′
0 が微分同相写像になることと，点 p ∈ U の連結な近傍 p ∈ U0 ⊂ U と点 F (p) ∈ V

の連結な近傍 F (p) ∈ V0 ⊂ V が存在して F |U0 : U0 −→ V0 が微分同相写像になることは同値である．
さらに，V ′′ :=

{
DF1(0)

−1(x) ∈ Rn
∣∣ x ∈ V ′ }, V ′′

0 :=
{
DF1(0)

−1(x) ∈ Rn
∣∣ x ∈ V ′

0

}
とおくと写像*2

F2 : U
′ −→ V ′′, x 7−→ DF1(0)

−1
(
F1(x)

)
は C∞ 級で，DF2(0) = 1n かつ V ′′

0 ⊂ V ′′ は 0 の連結な近傍であり*3，F2|U ′
0
: U ′

0 −→ V ′′
0 が微分同相写像

になることと F1|U ′
0
: U ′

0 −→ V ′
0 が微分同相写像になることは同値である．以上の考察から，

• p = 0 ∈ U
• F (p) = 0 ∈ V
• DF (p) = 1n

を仮定しても一般性を失わないことが分かった．
ここで C∞ 写像

H : U −→ Rn, x 7−→ x− F (x)

を考える．まず DH(0) = 1n − 1n = 0 が成り立つことがわかる．さらに写像 DH : U −→ M(n, R), x 7−→
DH(x) の連続性*4から，Bδ(0) ⊂ U を充たす δ > 0 が存在して，∀x ∈ Bδ(0) に対して*5

‖DH(x)−DH(0)‖ = ‖DH(x)‖ ≤ 1

2

が成り立つようにできる．

F は Bδ(0) 上単射 　
∀x, y ∈ Bδ(0) をとる．Bδ(0) は凸集合なので ∀t ∈ [0, 1] に対して x+ t(y − x) ∈ Bδ(0) が成り立つ．
よって

|H(y)−H(x)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

dt
d

dt
H
(
x+ t(y − x)

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ 1

0

dtDH
(
x+ t(y − x)

)
(y − x)

∣∣∣∣
≤
∫ 1

0

dt
∣∣DH(x+ t(y − x)

)
(y − x)

∣∣
≤
∫ 1

0

dt sup
x∈Bδ(0)

‖DH(x)‖|y − x|

≤ 1

2
|y − x| (B.2.1)

*2 DF1(0)−1
(
F1(x)

)
と言うのは，列ベクトル F1(x) ∈ Rn に n× n 行列 DF1(0)−1 ∈ M(n, R) を作用させると言う意味．

*3 V ′
0 が連結であり，行列 DF1(0)−1 をかけると言う写像は連続なので．

*4 H が C∞ 級なので DH は連続．
*5 ‖·‖ : M(n, R) −→ R≥0 は Frobeniusノルム．
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が言える．故に

|y − x| = |F (y)− F (x) +H(y)−H(x)|
≤ |F (y)− F (x)|+ |H(y)−H(x)|

≤ |F (y)− F (x)|+ 1

2
|y − x|

が成り立ち，

1

2
|y − x| ≤ |F (y)− F (x)| (B.2.2)

が従う．故にノルムの正定値性から Bδ(0) 上 F が単射だと分かった．
Bδ/2(0) ⊂ F (Bδ(0)) 　

∀y ∈ Bδ/2(0) に対してある xy ∈ Bδ(0) が存在して F (xy) = y を充たすことを示す．C∞ 写像

G : U −→ Rn, x 7−→ y +H(x) = y + x− F (x)

を考える．不等式 (B.2.1)から ∀x ∈ Bδ(0) に対して

|G(x)| ≤ |y|+ |H(x)| ≤ δ

2
+

1

2
|x| ≤ δ

が成り立つので G
(
Bδ(0)

)
⊂ Bδ(0) が分かった．その上再度 (B.2.1)から ∀x, y ∈ Bδ(0) に対して

|G(x)−G(y)| = |H(x)−H(y)| ≤ 1

2
|x− y|

が成り立つので，空でない完備な距離空間 Bδ(0) 上の写像 G|Bδ(0)
: Bδ(0) −→ Bδ(0) は補題 B.3の

条件 (contraction) を充たし，G はただ 1 つの固定点 xy ∈ Bδ(0) を持つ．G の定義より G(xy) =

xy =⇒ F (xy) = y である．
　以上の議論から，U0 := Bδ(0) ∩ F−1

(
Bδ/2(0)

)
, V0 := Bδ/2(0) とおくと F |U0 : U0 −→ V0 が全単射

になることが分かった．従って逆写像*6 F−1 : V0 −→ U0 が存在する．さらに ∀x′, y′ ∈ V0 をとり不
等式 (B.2.2)において x = F−1(x′), y = F−1(y′) とおくことで F−1 が連続写像であることがわかる．
i.e. F |U0

は同相写像である．よって V0 が定義から連結なので U0 も連結である．
F−1 が C∞ 級 　

まず F−1 : V0 −→ U0 が C1 級であることを示す．∀y ∈ V0 を 1 つ固定する．偏微分の連鎖律より
D(F−1)(y) = DF

(
F−1(y)

)−1 であるから，

lim
y′→y

F−1(y′)− F−1(y)−DF
(
F−1(y)

)−1
(y′ − y)

|y′ − y|
= 0

*6 厳密には (F |U0
)−1 と書くべきだが略記した．
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を示せば良い．∀y′ ∈ V0 \ {y} を取り，x := F−1(y), x′ := F−1(y′) ∈ U0 \ {x} とおく．すると∣∣∣∣∣F−1(y′)− F−1(y)−DF
(
F−1(y)

)−1
(y′ − y)

|y′ − y|

∣∣∣∣∣
=

∣∣x′ − x−DF (x)−1(y′ − y)
∣∣

|y′ − y|

=
1

|y′ − y|
∣∣DF (x)−1

(
DF (x)(x′ − x)− (y′ − y)

)∣∣
=

|x′ − x|
|F (x′)− F (x)|

∣∣∣∣DF (x)−1

(
F (x′)− F (x)−DF (x)(x′ − x)

|x′ − x|

)∣∣∣∣
≤ 2 sup

x∈U0

∥∥DF (x)−1
∥∥∣∣∣∣F (x′)− F (x)−DF (x)(x′ − x)|x′ − x|

∣∣∣∣ ∵ 不等式 (B.2.1)

と評価できるが，F が C∞ 級なので supx∈U0

∥∥DF (x)−1
∥∥ は有限確定値である．F の連続性から

y′ → y のとき x′ → x であり，仮定より F は C∞ 級なので，この極限で最右辺が 0 に収束すること
が分かった．
　次に F−1 が ∀k ∈ N について Ck 級であることを数学的帰納法により示す．k = 1 の場合は先ほど
示した．k > 1 とする．D(F−1) = −1 ◦DF ◦ F−1 であるから*7，帰納法の仮定より D(F−1) は Ck

級関数の合成で書けているので Ck 級である．よって F−1 は Ck+1 級であり，帰納法が完成した．

�

系 B.2: 陰関数定理

Rn × Rk の座標を (x, y) := (x1, . . . , xn, y1, . . . , yk) と書く．

• 開集合 U ⊂ Rn × Rk

• C∞ 関数 Φ: U −→ Rk, (x, y) 7−→
(
Φ1(x, y), . . . , Φk(x, y)

)
を与える．このとき，点 (a, b) ∈ U において[

∂Φµ

∂yν
(a, b)

]
1≤µ, ν≤k

∈ GL(k, R)

が成り立つならば，

• 点 a の近傍 a ∈ V0 ⊂ Rn

• 点 b の近傍 b ∈W0 ⊂ Rk

• C∞ 関数 F : V0 −→W0, x 7−→
(
F 1(x), . . . , F k(x)

)
の 3つ組であって

Φ−1({c}) ∩ (V0 ×W0) =
{(
x, F (x)

)
∈ V0 ×W0

}
を充たすものが存在する．ただし c := Φ(a, b) ∈ Rk とおいた．

*7 −1 : GL(n, R) −→ GL(n, R), X 7−→ X−1 とおいた．Cramerの公式よりこれは C∞ 級である．
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証明 C∞ 写像

Ψ: U −→ Rn × Rk, (x, y) 7−→
(
x, Φ(x, y)

)
を考える．仮定より点 (a, b) ∈ U において

DΨ(a, b) =

[
1n 0[

∂Φµ

∂xν (a, b)
]
1≤µ≤k, 1≤ν≤n

[
∂Φµ

∂yν (a, b)
]
1≤µ, ν≤k

]
∈ GL(n+ k, R)

であるから，逆関数定理より点 (a, b) の連結な近傍 U0 ⊂ U と点 (a, c) の連結な近傍 Y0 ⊂ Rn × Rk が存在
して Ψ|U0

: U0 −→ Y0 が微分同相写像になる．U0, Y0 を適当に小さくとることで U0 = V ×W の形をして
いると仮定して良い*8．
∀(x, y) ∈ Y0 に対して Ψ−1(x, y) =

(
A(x, y), B(x, y)

)
とおくと A : Y0 −→ Rn, B : Y0 −→ Rk はどちら

も C∞ 関数で，

(x, y) = Φ ◦Ψ−1(x, y)

=
(
A(x, y), Ψ

(
A(x, y), B(x, y)

))
が成り立つ．よって

Ψ−1(x, y) =
(
x, B(x, y)

)
,

y = Ψ
(
x, B(x, y)

)
が従う．
ここで V0 :=

{
x ∈ V

∣∣ (x, c) ∈ Y0 }, W0 :=W とおき，

F : V0 −→W0, x 7−→ B(x, c)

と定義する．すると ∀x ∈ V0 に対して

c = Φ
(
x, B(x, c)

)
= Ψ

(
x, F (x)

)
である．i.e. Φ−1({c})∩(V0×W0) ⊃

{(
x, F (x)

)
∈ V0×W0

}
が言えた．逆に ∀(x, y) ∈ Φ−1({c})∩(V0×W0)

をとる．このとき Φ(x, y) = c なので Ψ(x, y) =
(
x, Φ(x, y)

)
= (x, c) であり，

(x, y) = Ψ−1(x, c) =
(
x, B(x, c)

)
=
(
x, F (x)

)
が成り立つ．i.e. Φ−1({c}) ∩ (V0 ×W0) ⊂

{(
x, F (x)

)
∈ V0 ×W0

}
が言えた．

�

B.2.1 局所微分同相写像

*8 開集合の直積は積位相の開基を成すので．
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定義 B.3: 局所微分同相写像

境界なし/あり C∞ 多様体 M, N を与える．
C∞ 写像 F : M −→ N が局所微分同相写像 (local diffeomorphism) であるとは，∀p ∈ M が以下の
条件を充たす近傍 p ∈ Up ⊂M を持つことを言う：

(1) F (Up) ⊂ N が開集合
(2) F |Up

: Up −→ F (Up) が微分同相写像

定理 B.3: 境界を持たない C∞ 多様体における逆関数定理

• 境界を持たない C∞ 多様体 M, N

• C∞ 写像 F : M −→ N

を与える．このとき，ある点 p ∈M において TpF : TpM −→ TF (p)N が全単射ならば，

• 点 p ∈M の連結な近傍 p ∈ U0 ⊂M
• 点 F (p) ∈ N の連結な近傍 p ∈ V0 ⊂ N

が存在して F |U0
: U0 −→ V0 が微分同相写像になる．

証明 TpF が全単射なので，dimM = dimN =: n である．p を含むチャート (U, ϕ) と F (p) を含むチャー
ト (V, ψ) を，F (U) ⊂ V を充たすようにとる．すると

• Rn の開集合 ϕ(U), ψ(V ) ⊂ Rn

• C∞ 関数 F̂ := ψ ◦ F ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ ψ(V )

の 2つ組は，仮定より点 ϕ(p) ∈ ϕ(U) において Tϕ(p)F̂ = TF (p)ψ ◦ TpF ◦ Tϕ(p)(ϕ−1) ∈ GL(n, R) を充たす
ので，Rn の逆関数定理が使えて

• 点 ϕ(p) ∈ ϕ(U) の連結な近傍 ϕ(p) ∈ Û0 ⊂ ϕ(U)

• 点 F̂
(
ϕ(p)

)
= ψ

(
F (p)

)
∈ ϕ(U) の連結な近傍 F̂

(
ϕ(p)

)
∈ V̂0 ⊂ ϕ(V )

であって F̂ |
Û0

: Û0 −→ V̂0 が微分同相写像となるようなものがある．従って U0 := ϕ−1(Û0) ⊂ M, V0 :=

ψ−1(V̂0) ⊂ N とおけばこれらはそれぞれ点 p, F (p) の連結な近傍で，かつ F |U0
= ψ−1|V0

◦ F̂ |
Û0
◦

ϕ|U0
: U0 −→ V0 は微分同相写像の合成なので微分同相写像である． �

定理 B.3を，値域の C∞ 多様体が境界を持つ場合に拡張できる*9．鍵となるのは次の補題である：

*9 定義域の C∞ 多様体が境界を持つ場合は上手くいかない．
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補題 B.4:

• 境界を持たない C∞ 多様体 M

• 境界付き C∞ 多様体 N

• C∞ 写像 F : M −→ N

を与える．このとき，点 p ∈ M において TpF : TpM −→ TF (p)N が単射ならば F (p) ∈ IntN で
ある．

証明 F (p) ∈ ∂N だと仮定し，点 p ∈ M を含むチャート (U, ϕ) =
(
U, (xµ)

)
および点 F (p) ∈ ∂N の境界

チャート (V, ψ) =
(
V, (yµ)

)
をとる．このとき F の座標表示 F̂ := ψ ◦ F ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ ψ(V ), x 7−→(

F̂ 1(x), . . . , F̂ dimN (x)
)
は F̂ dimN

(
ϕ(p)

)
= 0 を充たす．ところで ψ(V ) ⊂ Hn なので ∀x ∈ ϕ(U) に対し

て F̂ dimN (x) ≥ 0 であり，C∞ 関数 F̂ dimN : ϕ(U) −→ R は点 ϕ(p) ∈ ϕ(U) において最小値をとることが
分かった．従って ∂F̂ dimN

/
∂xν

(
ϕ(p)

)
= 0 (1 ≤ ∀ν ≤ dimN) であり，点 ϕ(p) ∈ ϕ(U) における F̂ の

Jacobi行列の第 dimN 行が全て 0 だと言うことになるが，これは TpF が単射であることに矛盾．よって背
理法から F (p) /∈ ∂N ⇐⇒ F (p) ∈ IntN が示された． �

定理 B.4: C∞ 多様体における逆関数定理

• 境界を持たない C∞ 多様体 M

• 境界あり/なし C∞ 多様体 N

• C∞ 写像 F : M −→ N

を与える．このとき，ある点 p ∈M において TpF : TpM −→ TF (p)N が全単射ならば，

• 点 p ∈M の連結な近傍 p ∈ U0 ⊂M
• 点 F (p) ∈ N の連結な近傍 p ∈ V0 ⊂ N

が存在して F |U0 : U0 −→ V0 が微分同相写像になる．

証明 N が境界を持たない場合は定理 B.3が使える．
N が境界付き C∞ 多様体だとする．仮定より TpF は単射なので補題 B.4 から F (p) ∈ IntN が分かる．

IntN は境界を持たない C∞ 多様体なので定理 B.3の証明がそのまま成り立つ．
�

B.2.2 ランク定理

便宜のため，第 4章で導入した C∞ 写像のランク，および C∞ 沈め込み，C∞ はめ込み，C∞ 埋め込みの
定義を再掲しておく：
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定義 B.4: C∞ 写像のランク

境界あり/なし C∞ 多様体 M, N および C∞ 写像 F : M −→ N を与える．

• 点 p ∈M における F のランク (rank) とは，線型写像 TpF : TpM −→ TF (p)N のランク，i.e.
dim

(
Im(TpF )

)
∈ Z≥0 のこと．∀p ∈ M における F のランクが等しいとき，F は定ランク

(constant rank) であると言い，rankF := dim
(
Im(TpF )

)
と書く．

• 点 p ∈M における F のランクが min
{
dimM, dimN

}
に等しいとき，F は点 p においてフ

ルランク (full rank at p) であると言う．rankF = min
{
dimM, dimN

}
ならば F はフルラ

ンク (full rank) であると言う．

位相空間 M, N を与える．連続写像 F : M −→ N が位相的埋め込み (topological embedding) であると
は，F (M) ⊂ N に N からの相対位相を入れたときに写像 F : M −→ F (M) が同相写像になることを言う．

定義 B.5: C∞ 沈めこみ・C∞ はめ込み・C∞ 埋め込み

境界あり/なし C∞ 多様体 M, N および定ランクの C∞ 写像 F : M −→ N を与える．

• F が C∞ 沈め込み (smooth submersion) であるとは，∀p ∈ M において TpF : TpM −→
TF (p)N が全射である，i.e. rankF = dimN であることを言う．

• F が C∞ はめ込み (smooth immersion) であるとは，∀p ∈ M において TpF : TpM −→
TF (p)N が単射である，i.e. rankF = dimM であることaを言う．

• F が C∞ 埋め込み (smooth embedding) であるとは，F が C∞ はめ込みであってかつ位相
的埋め込みであることを言う．

a 階数・退化次元の定理から dim(KerTpF ) + dim(ImTpF ) = dimM なので， rankF = dim(ImTpF ) =

dimM =⇒ dim(KerTpF ) = 0 ⇐⇒ KerTpF = 0

命題 B.1: 局所微分同相写像と C∞ 沈めこみ・C∞ はめ込み

• 境界を持たない C∞ 多様体 M

• 境界あり/なし C∞ 多様体 N

• 写像 F : M −→ N

を与える．このとき以下が成り立つ：

(1) F が局所微分同相写像 ⇐⇒ F は C∞ 沈め込みかつ C∞ はめ込み
(2) dimM = dimN かつ F が C∞ 沈め込みまたはC∞ はめ込み =⇒ F は局所微分同相

証明 (1) =⇒ 　
F が局所微分同相だとする．∀p ∈ M を 1つ固定する．仮定よりこのとき p の近傍 p ∈ U ⊂ M

であって F |U : U −→ F (U) が微分同相写像となるようなものがある．
特に局所微分同相写像の定義から U, F (U)はそれぞれM, N の開集合なので，包含写像 ιU : U ↪→
M, ιF (U) : F (U) ↪→ N の微分 Tp(ιU ) : TpU −→ TpM, TF (p)

(
ιF (U)

)
: TF (p)

(
F (U)

)
−→ TF (p)N

276



はベクトル空間の同型写像である．さらに F |U が微分同相写像なので Tp(F |U ) : TpU −→
TF (p)

(
F (U)

) ∼= TF (p)N はベクトル空間の同型写像だが，Tp(F |U ) = Tp(F ◦ιU ) = TpF ◦Tp(ιU )な
ので，TpF : TpM −→ TpN 自身もベクトル空間の同型写像である．故に rankF = dimM = dimN

が言える．
⇐= 　

F が C∞ 沈め込みかつ C∞ はめ込みであるとする．すると ∀p ∈M に対して TpF −→ TpM −→
TF (p)N は全単射なので，C∞ 多様体における逆関数定理が使える．

(2) ∀p ∈ M をとる．dimM = dimN かつ TpF : TpM −→ TF (p)N が単射ならば，階数-退化次元の
定理より dim(ImTpF ) = dimM − dim(KerTpF ) = dimM = dimN なので TpF が全単射だと
わかる．dimM = dimN かつ TpF : TpM −→ TF (p)N が全射ならば，階数-退化次元の定理より
dim(KerTpF ) = dimM − dim(ImTpF ) = dimM − dimN = 0 なので TpF が全単射だとわかる．
よってどちらの場合も C∞ 多様体における逆関数定理が使える．

�

定理 B.5: 局所的ランク定理（境界を持たない場合）

• 境界を持たない C∞ 多様体 M, N

• 定ランクの C∞ 写像 F : M −→ N

を与える．このとき ∀p ∈M に対して

• 点 p ∈M を含む M の C∞ チャート (U0, Φ) であって Φ(p) = 0 ∈ RdimM を充たすもの
• 点 F (p) ∈ N を含む N の C∞ チャート (V0, Ψ) であって Ψ

(
F (p)

)
= 0 ∈ RdimN かつ

F (U) ⊂ V を充たすもの

が存在して，∀(x1, . . . , xdimM ) ∈ Φ(U) ⊂ RdimM に対して

Ψ ◦ F ◦ Φ−1(x1, . . . , xrankF , xrankF+1, . . . , xdimM ) (B.2.3)

= (x1, . . . , xrankF , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
dimN−rankF

) ∈ Ψ(V ) ⊂ RdimN

を充たす．

特に F が C∞ 沈め込みならば (B.2.3)は

Ψ ◦ F ◦ Φ−1(x1, . . . , xdimN , xdimN+1, . . . , xdimM ) = (x1, . . . , xdimN )

の形になり，F が C∞ はめ込みならば (B.2.3)は

Ψ ◦ F ◦ Φ−1(x1, . . . , xdimM ) = (x1, . . . , xdimM , 0, . . . , 0)

の形になる．

証明 ∀p ∈ M を 1 つ固定する．以降では p を含む M の任意の C∞ チャート (U, ϕ) =
(
U, (xµ)

)
および
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F (p) を含む N の任意の C∞ チャート (V, ψ) =
(
V, (x′µ)

)
に対して

Û := ϕ(U) ⊂ RdimM ,

V̂ := ψ(V ) ⊂ RdimN ,

F̂ := ψ ◦ F ◦ ϕ−1 : Û −→ V̂ ,

p̂ := ϕ(p) ∈ Û

とおく．便宜上 C∞ チャート
(
U, (xµ)

)
,
(
V, (x′µ)

)
の座標関数をそれぞれ

(x, y) = (x1, . . . , xrankF , y1, . . . , ydimM−rankF ) := (x1, . . . , xdimM )

(v, w) = (v1, . . . , vrankF , w1, . . . , wdimN−rankF ) := (x′1, . . . , x′dimN )

とおき直す．また，2つの C∞ 写像を

Q : Û −→ RrankF , (x, y) 7−→
(
F̂ 1(x, y), . . . , F̂ rankF (x, y)

)
R : Û −→ RdimN−rankF , (x, y) 7−→

(
F̂ rankF+1(x, y), . . . , F̂ dimN (x, y)

)
と定義する．このとき F̂ = (Q, R) と書ける．
仮定より F は定ランクなので，点 p̂ ∈ Û において線型写像 Tp̂F̂ : Tp̂Û −→ TF̂ (p̂)V̂ の表現行列のランクは

rankF である．必要ならば M, N の C∞ チャートを取り替えることで座標関数の順番を好きなように入れ
替えることができる*10ので，Tp̂F̂ の表現行列*11の rankF 次首座小行列に対して[

∂F̂µ

∂xν
(p̂)

]
1≤µ, ν≤rankF

=

[
∂Qµ

∂xν
(0, 0)

]
1≤µ, ν≤rankF

∈ GL(rankF, R) (B.2.4)

が成り立つような C∞ チャート
(
U, (x, y)

)
,
(
V, (v, w)

)
が存在する．さらに，Û , V̂ の原点を平行移動する

ことでいつでも p̂ = (0, 0) ∈ RdimM , F̂ (p̂) = (0, 0) ∈ RdimN が成り立つようにできる*12．
ここまでの議論の要請を満たす M, N の任意の C∞ チャート (U, ϕ), (V, ψ) をとり，C∞ 写像

Φ̂ : Û −→ RdimM , (x, y) 7−→
(
Q(x, y), y

)
を考える．点 (0, 0) ∈ Û における Ψ の Jacobi行列は

DΨ(0, 0) =


[
∂Qµ

∂xν (0, 0)
]
1≤µ, ν≤rankF

[
∂Qµ

∂yν (0, 0)
]
1≤µ≤rankF, 1≤ν≤dimM−rankF

0 1dimM−rankF


となるが，仮定 (B.2.4)よりこれは正則行列である．よって RdimM における逆関数定理から

• 点 (0, 0) ∈ Û の連結な近傍 Û0 ⊂ Û
• 点 (0, 0) ∈ RdimM の連結な近傍 Ũ0 ⊂ RdimM

*10 座標を入れ替える写像は微分同相写像なので，M, N の C∞ 構造の中には座標の入れ替えによって互いに移り合えるような C∞

チャートたちが含まれている．
*11 これは C∞ 関数 F̂ の Jacobi行列 DF̂ (p̂) である．
*12 平行移動は微分同相写像なので，M, N の C∞ 構造には平行移動によって互いに移り合えるような C∞ チャートたちが含まれ
ている．
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が存在して Φ̂|
Û0

: Û0 −→ Ũ0 が微分同相写像になる．Û0, Ũ0 を適当に小さくとり直すことで Ũ0 が開区間
の直積であると仮定して良い．Φ̂|

Û0
の逆写像を Φ̂−1 : Ũ0 −→ Û0, (x, y) 7−→

(
A(x, y), B(x, y)

)
と書くと

A : Ũ0 −→ RrankF , B : Ũ0 −→ RdimM−rankF はどちらも C∞ 写像で，∀(x, y) ∈ Ũ0 に対して

(x, y) = Φ̂ ◦ Φ̂−1(x, y) =
(
Q
(
A(x, y), B(x, y)

)
, B(x, y)

)
が成り立つ．よって

Φ̂−1(x, y) =
(
A(x, y), y

)
,

x = Q
(
A(x, y), y

)
であり，

F̂ ◦ Φ̂−1(x, y) = F̂
(
A(x, y), y

)
=
(
Q
(
A(x, y), y

)
, R
(
A(x, y), y

))
=
(
x, R

(
A(x, y), y

))
が分かった．従って C∞ 写像 R̃ : Ũ0 −→ RdimN−rankF , (x, y) 7−→ R

(
A(x, y), y

)
と定義すると，∀(x, y) ∈

Ũ0 における F̂ ◦ Φ̂−1 の Jacobi行列は

D(F̂ ◦Ψ−1)(x, y)

=

 1rankF 0[
∂R̃µ

∂xν (x, y)
]
1≤µ≤dimN−rankF, 1≤ν≤rankF

[
∂R̃µ

∂yν (x, y)
]
1≤µ≤dimN−rankF, 1≤ν≤dimM−rankF


と計算できる．ところが，仮定より行列 D(F̂ )(x, y) のランクは rankF で，かつ Φ̂−1 は微分同相写像なので
D(Φ̂−1)(x, y) ∈ GL(dimM, R) であり，行列 D(F̂ ◦ Φ̂−1)(x, y) = D(F̂ )(x, y) ◦D(Φ̂−1)(x, y) のランクは
rankF に等しい．よって ∀(x, y) ∈ Ũ0 において[

∂R̃µ

∂yν
(x, y)

]
1≤µ≤dimN−rankF, 1≤ν≤dimM−rankF

= 0

でなくてはいけない．Ũ0 は開区間の直積なので，このことから R̃ が (y1, . . . , ydimM−rankF ) によらないこ
とが分かった．よって S(x) := R̃(x, 0) とおくと

F̂ ◦ Φ̂−1(x, y) =
(
x, S(x)

)
(B.2.5)

と書けることが分かった．
最後に，点 F̂ (p̂) = (0, 0) ∈ V̂ の適当な近傍を構成する．開集合*13V̂0 ⊂ V̂ を

V̂0 :=
{
(v, w) ∈ V̂

∣∣ (v, 0) ∈ Ũ0

}
と定義すると，F̂ (p̂) = (0, 0) ∈ V̂0 なので V̂0 は点 F̂ (p̂) の近傍であり，Ũ0 は開区間の直積なので (B.2.5)か
ら F̂ ◦ Φ̂−1(Ũ0) ⊂ V̂0 が成り立つ．そして C∞ 写像

Ψ̂ : V̂0 −→ RdimN , (v, w) 7−→
(
v, w − S(v)

)
*13 写像 f : V̂ −→ RdimM , (v, w) 7−→ (v, 0) は連続で，Ũ0 ⊂ RdimM は開集合なので，V0 = V̂ ∩ f−1(Ũ0) ⊂ V̂ もまた開
集合．
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を考える．Ψ̂ : V̂0 −→ Ψ̂(V̂0) は C∞ 写像

Ψ̂−1 : Ψ̂(V̂0) −→ V̂0, (s, t) 7−→
(
s, t+ S(s)

)
を逆写像に持つので微分同相写像であり，(V0, Ψ̂) は N の C∞ チャートである．その上 (B.2.5) から
∀(x, y) ∈ Ũ0 に対して

Ψ̂ ◦ F̂ ◦ Φ̂−1(x, y) = Ψ̂
(
x, S(x)

)
= (x, 0) (B.2.6)

となる．
以上をまとめると，

U0 := ϕ−1(Û0) ⊂M,

V0 := ψ−1(V̂0) ⊂ N,

Φ := Φ̂ ◦ ϕ : U0 −→ Φ(U0),

Ψ := Ψ̂ ◦ ψ : V0 −→ Ψ(V0)

とおくと Φ, Ψ は微分同相写像であり，

• 点 p ∈M を含む M の C∞ チャート (U0, Φ)

• 点 F (p) ∈ N を含む N の C∞ チャート (V0, Ψ)

の 2つ組は (B.2.6)から ∀(x, y) ∈ Φ(U0) = Ũ0 に対して

Ψ ◦ F ◦ Φ(x, y) = Ψ̂ ◦ F̂ ◦ Φ̂−1(x, y) = (x, 0)

を充たすので証明が完了する． �

系 B.6:

境界を持たない C∞ 多様体 M, N と C∞ 写像 F : M −→ N を与える．このとき M が連結ならば
以下の 2つは同値である：

(1) F は定ランク
(2) ∀p ∈M において，p, F (p) を含む M, N の C∞ チャート (U, ϕ), (V, ψ) であって F の座標
表示 ψ ◦ F ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ ψ(V ) が線型写像となるようなものが存在する．

証明 (1) =⇒ (2) 　
定理 B.5の (B.2.3)は F の座標表示が線型写像であることを意味する．

(1) ⇐= (2) 　
任意の線型写像のランクは一意に定まるので，∀p ∈ M の近傍において F のランクは一定だが，仮定
より M は連結なので F は定ランクである．

�
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定理 B.7: 大域的ランク定理（境界を持たない場合）

• 境界を持たない C∞ 多様体 M, N

• 定ランクの C∞ 写像 F : M −→ N

を与える．このとき以下が成り立つ：

(1) F が全射 =⇒ F は C∞ 沈め込み
(2) F が単射 =⇒ F は C∞ はめ込み
(3) F が全単射 =⇒ F は微分同相写像

証明 (1) F が全射だとする．もし rankF < dimN ならば，局所的ランク定理により ∀p ∈M に対して
• 点 p ∈M を含む M の C∞ チャート (Up, Φ) であって Φ(p) = 0 ∈ RdimM を充たすもの
• 点 F (p) ∈ N を含む N の C∞ チャート (Vp, Ψ) であって Ψ

(
F (p)

)
= 0 ∈ RdimN かつ

F (Up) ⊂ Vp を充たすもの
が存在して，F の座標表示 Ψ ◦ F ◦ Φ−1 : Φ(Up) −→ Ψ(Vp) が (B.2.3) の形になる．必要なら Up を
適当に小さくとることで ∃r > 0, Φ(Up) = Br(0) ⊂ RdimM で，かつ F (Up) ⊂ Vp が成り立つと仮
定して良い．このとき F (Up) は Hausdorff 空間

{
y ∈ Vp

∣∣ Ψ(y) = (y1, . . . , yrankF , 0, . . . , 0)
}
の

コンパクト部分集合なので，N の閉集合でかつ N の開集合を部分集合として持たない．i.e. N 上
疎 (nowhere dense) である．多様体の第 2可算性より任意の多様体の開被覆は高々可算な部分被覆を
持つから，M の開被覆

{
Up
}
p∈M および F (M) の開被覆

{
Vp
}
p∈M はそれぞれ高々可算な部分被覆{

Ui
}
i∈I ,

{
Vi
}
i∈I を持つ．i.e. F (M) は高々可算個の疎集合 F (Ui) たちの和集合なので，Baireのカ

テゴリー定理から F (M) の N における内部は空集合ということになるが，これは F が全射であるこ
とに矛盾する．よって背理法から rankF = dimN が言えた．

(2) F が単射だとする．もし rankF < dimM ならば，局所的ランク定理により ∀p ∈M に対して
• 点 p ∈M を含む M の C∞ チャート (Up, Φ) であって Φ(p) = 0 ∈ RdimM を充たすもの
• 点 F (p) ∈ N を含む N の C∞ チャート (Vp, Ψ) であって Ψ

(
F (p)

)
= 0 ∈ RdimN かつ

F (Up) ⊂ Vp を充たすもの
が存在して，F の座標表示 Ψ ◦ F ◦Φ−1 : Φ(Up) −→ Ψ(Vp) が (B.2.3)を充たす．このことから，十分
小さな任意の ε ∈ RdimM−rankF に対して Ψ ◦ F ◦Φ−1(0, . . . , 0, ε) = Ψ ◦ F ◦Φ−1(0, · · · , 0) が成り
立つことになり F の単射性に矛盾．

(3) (1), (2) より F が全単射なら F は C∞ 沈め込みかつ C∞ はめ込みであるから，命題 B.1より F は
全単射な局所微分同相写像である．よって F は微分同相写像である．

�
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定理 B.8: はめ込みに関する局所的ランク定理（境界付き）

• 境界付き C∞ 多様体 M

• 境界を持たない C∞ 多様体 N

• C∞ はめ込みの C∞ 写像 F : M −→ N

を与える．このとき ∀p ∈ ∂M に対して

• 点 p ∈M を含む M の C∞ 境界チャート (U0, Φ) であって Φ(p) = 0 ∈ HdimM を充たすもの
• 点 F (p) ∈ N を含む N の C∞ チャート (V0, Ψ) であって Ψ

(
F (p)

)
= 0 ∈ RdimN かつ

F (U) ⊂ V を充たすもの

が存在して，∀(x1, . . . , xdimM ) ∈ Φ(U) ⊂ HdimM に対して

Ψ ◦ F ◦ Φ−1(x1, . . . , xdimM ) = (x1, . . . , xdimM , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
dimN−rankM

) ∈ Ψ(V ) ⊂ RdimN

を充たす．

証明 [4, p.84, Theorem 4.15] �

B.2.3 C∞ 埋め込みの性質

命題 B.2:

境界あり/なし C∞ 多様体 M, N および単射な C∞ はめ込み F : M −→ N を与える．このとき，以
下のいずれかの条件が充たされれば F は C∞ 埋め込みである：

(1) F は開写像または閉写像
(2) F は固有写像 (proper mapa)
(3) M はコンパクト
(4) ∂M = ∅ かつ dimM = dimN

a Y の任意のコンパクト部分集合の逆像が X のコンパクト部分集合

証明 (1) F が開写像だとする．F : M −→ F (M) は全単射なので，逆写像 F−1 : F (M) −→M が存在す
る．このとき，X の任意の開集合 U ⊂ X に対して (F−1)−1(U) = F (U) ⊂ Y は仮定より Y の開
集合であるから，相対位相の定義より F (M) においても開集合である．i.e. F−1 は連続写像であり，
F : M −→ F (M) が同相写像だと分かった．i.e. F は位相的埋め込みである．F が閉写像の場合も
同様．

(2)
�
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B.3 Whitneyの埋め込み定理

定理 B.9: Whitney の埋め込み定理

任意の n 次元境界あり/なし C∞多様体M に対して，固有写像であるような C∞ 埋め込み ι : M −→
R2n+1 が存在する．

証明 [4, p.134, Theorem 6.15] �

B.4 部分多様体への引き戻し

B.4.1 誘導計量

定義 B.6: 誘導計量

(N, h) を Riemann多様体，C∞ 写像 f : M → N をはめ込みとする．このとき，2-形式 h ∈ Ω2(N)

の引き戻し（4.4.3）f∗h は M 上の Riemann計量 g ∈ Ω2(M) を定める：

gp(u, v) := hf(p)
(
f∗(u), f∗(v)

)
, ∀p ∈M, ∀u, v ∈ TpM

これを f による M の誘導計量と呼ぶ．

誘導計量を M のチャート (U ; xµ) および N のチャート (V ; yν) に関して成分表示すると

gp(u, v) = gµν(p)u
µvν

= hαβ
(
f(p)

) ∂yα
∂xµ

(
f(p)

)∂yβ
∂xν

(
f(p)

)
uµvν

だから，

gµν(p) = hαβ
(
f(p)

) ∂yα
∂xµ

(
f(p)

)∂yβ
∂xν

(
f(p)

)
である．特に C∞ 多様体 M の Euclid空間 Rn へのはめ込み r : M → Rn, (xµ) 7→ r(xµ) が与えられたと
き，M の Riemann計量がしばしば

gµν =
∂r

∂xµ
· ∂r
∂xν

と書かれるのはこのためである．

! 多様体 N が擬 Riemann多様体のときは，多様体 M が誘導計量を持つとは限らない．

例えば Euclid空間 R3 に埋め込まれた単位球面 S2 を考える．はめ込みを

r : (θ, φ) 7→

sin θ cosφsin θ sinφ
cos θ
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として与えると，S2 の誘導計量は

gµν dx
µ ⊗ dxν =

∂r

∂xµ
· ∂r
∂xν

dxµ ⊗ dxν

= dθ ⊗ dθ + sin2 θ dφ⊗ dφ

と求まる．

B.5 隅付き多様体

B.6 接束再訪

境界あり/なし C∞ 多様体 M を与える．M の接束 (tangent bundle) とは集合

TM :=
∐
p∈M

TpM

のことである．TM の任意の元は p ∈ M, v ∈ TpM を用いて (p, v) と書かれる．このことから，射影
(projection) と呼ばれる全射

π : TM −→M, (p, v) 7−→ p

が自然に定義できる．

命題 B.3: 接束の C∞ 構造

任意の n 次元境界あり/なし C∞ 多様体 M に対して，TM は π が C∞ 級となるような自然な 2n

次元の C∞ 構造を持つ．

証明 まず M が境界を持たないとする．M の C∞ 構造を {(Uα, ϕα)}α∈Λ と書く．写像の族{
ϕ̃α : π

−1(Uα) −→ R2n,

(
p, vµ

∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

)
7−→

(
x1(p), . . . , xn(p), v1, . . . , vn

)}
α∈Λ

を定める．ただし (xµ) はチャート (Uα, ϕα) の座標関数である．このとき

• 集合 TM

• TM の部分集合族
{
π−1(Uα)

}
α∈Λ

• 写像の族
{
ϕ̃α
}
α∈Λ

の 3つ組が補題 B.1の 5条件を充たすことを確認する．

(DS-1) ∀α ∈ Λ に対して (Uα, ϕα) は M の C∞ チャートなので ϕα(Uα) ⊂ Rn は Rn の開集合である．
ゆえに積位相の定義から ϕ̃α

(
π−1(Uα)

)
= ϕα(Uα)× Rn ⊂ R2n は R2n の開集合．また，写像

ϕ̃α : π
−1(Uα) −→ ϕα(Uα)× Rn,

(
p, vµ

∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

)
7−→

(
x1(p), . . . , xn(p), v1, . . . , vn

)
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は写像

ϕ̃α
−1 : ϕα(Uα)× Rn −→ π−1(Uα),

(
x1, . . . , xn, v1, . . . , vn

)
7−→

(
ϕ−1
α (x1, . . . , xn), vµ

∂

∂xµ

∣∣∣∣
ϕ−1

α (x1, ..., xn)

)

を逆写像に持つので全単射である．
(DS-2, 3) ∀α, β ∈ Λ に対して

ϕ̃α
(
π−1(Uα) ∩ π−1(Uβ)

)
= ϕα(Uα ∩ Uβ)× Rn,

ϕ̃β
(
π−1(Uα) ∩ π−1(Uβ)

)
= ϕβ(Uα ∩ Uβ)× Rn

はどちらも R2n の開集合である．さらに自然基底の変換則より

ϕ̃β ◦ ϕ̃−1
α (x1, . . . , xn, v1, . . . , vn)

=

(
y1(x), . . . , yn(x),

∂y1

∂xµ
(x)vµ, . . . ,

∂yn

∂xµ
(x)vµ

)
なので ϕ̃β ◦ ϕ̃−1

α は C∞ 級である．ただしチャート (Uα, ϕα), (Uβ , ϕβ) の座標関数をそれぞれ
(xµ), (yµ) と書き，x := ϕ−1

α (x1, . . . , xn) とおいた．
(DS-4) {(Uα, ϕα)}α∈Λ は M のアトラスなので，高々可算濃度の部分集合 I ⊂ Λ が存在して {Ui }i∈I が

M の被覆になる．このとき

TM =
∐

p∈
⋃

i∈I Ui

TpM =
⋃
i∈I

∐
pi∈Ui

TpiM =
⋃
i∈I

π−1(Ui)

が言える．
(DS-5) TM の任意の異なる 2点 (p, v), (q, w) をとる．p = q ならば，p ∈ Uα を充たす α ∈ Λ に対して*14

(p, v), (q, w) ∈ π−1({p}) ⊂ π−1(Uα) が成り立つ．p 6= q ならば，Uα ∩ Uβ = ∅ かつ p ∈ Uα, q ∈ Uβ
を充たすような α, β ∈ Λ が存在する*15．このとき，TM の定義から明らかに π−1(Uα)∩π−1(Uβ) = ∅
でかつ (p, v) ∈ π−1(Uα), (q, w) ∈ π−1(Uβ) が成り立つ．

次に M が境界を持つとする．M の C∞ 構造を {(Uα, ϕα)}α∈Λ と書き，C∞ チャート (Uα, ϕα) のうち
ϕα(Uα) ≈ Rn であるものを内部チャート，ϕα(Uα) ≈ Hn であるものを境界チャートと呼ぶ．内部チャート
に関しては M が境界を持たない場合と同様に ϕ̃α を定義し，境界チャートに関しては

ϕ̃α : π
−1(Uα) −→ Rn ×Hn = H2n,

(
p, vµ

∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

)
7−→

(
v1, . . . , vn, x1(p), . . . , xn(p)

)
と定義する*16ことで得られる

• 集合 TM

• TM の部分集合族
{
π−1(Uα)

}
α∈Λ

• 写像の族
{
ϕ̃α
}
α∈Λ

の 3 つ組が補題 B.2 の 5 条件を充たすことを示せば良いが，議論は M が境界を持たない場合と同様で
ある． �

*14 {Uα} は M の開被覆なので，このような α は必ず存在する．
*15 M の極大アトラスをとっているため．
*16 p ∈ ∂M においても TpM ∼= Tϕ(p)Rn（ϕ は境界チャートの局所座標）が成り立つことが証明できる．

285



B.7 ベクトル場再訪

定義 B.7: ベクトル場

境界あり/なし C∞ 多様体 M を与える．

• M 上のベクトル場 (vector field) とは，接束 TM の切断のことを言う． i.e. 連続写像a

X : M −→ TM であって π ◦X = idM を充たすもののこと．
• M 上の C∞ ベクトル場とは，M 上のベクトル場 X であって，TM に命題 B.3の C∞ 構造
を入れたときに C∞ 写像となるもののこと．

• M 上のベクトル場 X の台 (support) とは，閉集合b

suppX :=
{
p ∈M

∣∣ Xp 6= 0
}

のこと．ただし · は閉包を取ることを意味する．特に suppX がコンパクト集合であるとき，X
はコンパクト台を持つ (compactly supported) と言う．

• M の任意のベクトル場 X および任意のチャート
(
U, (xµ)

)
を与える．このとき n 個の関数

Xµ : U −→ R を

Xp =:X
µ(p)

∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

によって定義し，X の成分関数 (component function) と呼ぶ．

a TM の位相は命題 B.3で構成したものを採用する．
b ここで言う 0 とは，厳密には (p, 0) ∈ TM のことである．一点集合 {(p, 0)} はコンパクトだが，TM は命題 B.3よ
り Hausdorff空間なので { (p, 0) } は閉集合でもある．故に TM \ {(p, 0)} は開集合であり，X : M −→ TM は連続
写像なので X−1(TM \ {0}) も開集合である．これの閉包を取ることで suppX が得られる．

境界あり/なし C∞ 多様体 M 上の C∞ ベクトル場全体の集合を X(M) と書く．

! ベクトル場 X : M −→ TM による点 p ∈M の像を X(p) と書く代わりに Xp と書く．さらに，混乱
の恐れがないときは Xp = (p, v) (v ∈ TpM) のとき v のことを Xp と書く場合がある．

命題 B.4: ベクトル場の C∞ 性

境界あり/なし C∞ 多様体 M と M の任意の C∞ チャート (U, (xµ)) と M 上のベクトル場 X を
与える．このとき，制限 X|U が C∞ ベクトル場となる必要十分条件は X の U 上の成分関数が全て
C∞ 関数になることである．

証明 命題 B.3の証明における TM の C∞ チャートの構成より明らか． �
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【例 B.7.1】座標ベクトル場

C∞ 多様体 M の任意のチャート
(
U, (xµ)

)
に対して，写像

∂

∂xµ
: U −→ TM, p 7−→

(
p,

∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

)

は U 上の C∞ ベクトル場となる．C∞ 性は，成分関数が p 7−→ δνµ なる定数関数なので命題 B.4か
ら従う．

命題 B.5: X(M) の加群としての構造

• X(M) 上の加法とスカラー乗法を

(X + Y )p := (p, Xp + Yp)

(λX)p := (p, λXp)

と定義すると X(M) は R ベクトル空間になる．
• X(M) 上の C∞(M) に関する加法とスカラー乗法を

(X + Y )p := (p, Xp + Yp)

(fX)p := (p, f(p)Xp)

と定義すると X(M) は左 C∞(M) 加群になる．

証明 命題 B.4および C∞(M) が和と積

(f + g)(p) := f(p) + g(p)

(fg)(p) := f(p)g(p)

に関して環になることから従う．加法単位元はどちらの場合も関数 p 7−→ (p, 0) である． �

さらに，後で述べるが，X(M) は Lieブラケットについて Lie代数をなす．
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定義 B.8: フレーム

n 次元 C∞ 多様体 M を与える．

• ベクトル場aの順序付き k 対 (X1, . . . , Xk) が部分集合 A ⊂M 上線型独立 (linearly indepen-
dent) であるとは，∀p ∈ A において (X1|p, . . . , Xk|p) が R ベクトル空間 TpM の元として線
型独立であることを言う．

• M の開集合 U ⊂ M 上の局所フレーム (local frame) とは，U 上線型独立なベクトル場bの n

対 (E1, . . . , En) であって，∀p ∈ U において (E1|p, . . . , En|p) が TpM の基底となるものの
こと．

• U =M 上の局所フレームのことを大域的フレーム (global frame) と呼ぶ．
• 局所フレーム (E1, . . . , En) であって Ei が C∞ ベクトル場であるもののことを C∞ フレー
ム (smooth frame) と呼ぶ．

a C∞ とは限らない
b C∞ とは限らない

定義 B.9: 平行化可能性

n 次元 C∞ 多様体 M が C∞ の大域的フレームを持つとき，M は平行化可能 (parallelizable) であ
ると言う．

B.7.1 C∞ 関数の微分としてのベクトル場

ベクトル場の定義に C∞(M) に作用する微分作用素としての意味を持たせることができる．これによって，
微分方程式とベクトル場の繋がりが明らかになる．
任意の M 上のベクトル場 X および M の開集合 U ⊂M 上定義された任意の C∞ 関数 f : U −→ R を与

える．このとき関数*17

Xf : U −→ R, p 7−→ Xpf

を考えることができる．

命題 B.6: ベクトル場の C∞ 性

境界あり/なし C∞ 多様体 M と M の任意の C∞ チャート (U, (xµ)) と M 上のベクトル場 X を与
える．このとき以下の 3つは同値である：

(1) X は C∞ ベクトル場
(2) ∀f ∈ C∞(M) に対して，関数 Xf : M −→ R は M 上 C∞ 級である．
(3) 任意の開集合 U ⊂ M および任意の f ∈ C∞(U) に対して，関数 Xf : U −→ R は U 上 C∞

級である．

*17 この時点では C∞ とは限らない．
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証明 [?, p.180, Proposition 8.14]を参照． �

命題 B.6より，∀X ∈ X(M) は線型写像

X : C∞(M) −→ C∞(M), f 7−→ Xf

を誘導することが分かった．その上，接空間の元の Leibniz則から

X(fg) = f Xg + g Xf

が成り立つこともわかる．このことから R-線型写像 X : C∞(M) −→ C∞(M) は微分 (derivation) である．
逆に，C∞(M) に作用する任意の微分は次の意味であるベクトル場と同一視できる：

命題 B.7: 微分とベクトル場

写像 D : C∞(M) −→ C∞(M) を与える．このとき以下の 2つは同値である：

(1) D は微分である，i.e. R-線型写像でかつ Leibniz則を充たす．
(2) ある X ∈ X(M) が存在して，∀f ∈ C∞(M) に対して D(f) = Xf が成り立つ．

証明 (1) ⇐= (2) は既に示したので (1) =⇒ (2) を示す．
まず，写像

X : p 7−→
(
f 7−→ D(f)(p)

)
がベクトル場であることを示す．そのためには ∀p ∈ M に対して Xp ∈ TpM であること，i.e. X(p) が
∀f, g ∈ C∞(M), ∀λ ∈ R に対して

Xp(f + g) = Xp(f) +Xp(g)

Xp(λf) = λXp(f)

Xp(fg) = Xp(f) g(p) + f(p)Xp(g)

を充たすことを示せば良いが，D : C∞(M) −→ C∞(M) が微分であることからこれらは明らかである．D の
定義から ∀f ∈ C∞(M) に対して Xf = Df ∈ C∞(M) なので，命題 B.6から X ∈ X(M) も言える． �

B.7.2 ベクトル場と C∞ 写像

M, N を C∞ 多様体，F : M −→ N を C∞ 写像とする．このとき F によって X(M) と X(N) の間の自
然な対応が生まれる場合がある*18ことを見る．
まず，接ベクトルの微分を思いだそう．これは ∀p ∈M に対して定まる

TpF : TpM −→ TF (p)N, v 7−→
(
f 7→ v(f ◦ F )

)
という対応であり，基点付き C∞ 多様体の圏 Diff0 から R-ベクトル空間の圏 VecR への関手

Tp : Diff0 −→ VecR

*18 しかし，いつでも自然に対応するとは限らない．
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を構成するのだった．

定義 B.10: F -related

境界あり/なし C∞ 多様体 M, N と C∞ 写像 F : M −→ N を与える．
M 上のベクトル場a X と N 上のベクトル場b Y が F -related であるとは，∀p ∈M に対して

TpF (Xp) = YF (p)

が成り立つことと定義する．

a C∞ でなくとも良い．
b C∞ でなくとも良い．

【例 B.7.2】

C∞ 写像 F : R −→ R2, t 7−→ (cos t, sin t) を考える．このとき，R のチャート
(
R, (t)

)
による座標

ベクトル場

d

dt
∈ X(R)

は，R2 のチャート
(
R2, (x, y)

)
において

Y := −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
∈ X(R2)

と定義されるa C∞ ベクトル場 Y と F -relatedである．実際，∀t ∈ R および ∀f ∈ C∞(R2) に対して

TtF

(
d

dt

∣∣∣∣
t

)
(f) =

d

dt

(
f(cos t, sin t)

)
=

d(cos t)

dt

∂f

∂x
(cos t, sin t) +

d(sin t)

dt

∂f

∂y
(cos t, sin t)

= − sin t
∂f

∂x

(
F (t)

)
+ cos t

∂f

∂y

(
F (t)

)
= Y 1

(
F (t)

) ∂

∂x

∣∣∣∣
F (t)

(f) + Y 2
(
F (t)

) ∂

∂y

∣∣∣∣
F (t)

(f)

= YF (t)(f)

が成り立つ．

a 成分関数が それぞれ Y 1 : (x, y) 7−→ −y, Y 2 : (x, y) 7−→ x だということ．
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命題 B.8: F -relatedの特徴付け

境界あり/なし C∞ 多様体 M, N と C∞ 写像 F : M −→ N を与える．
X ∈ X(M) と Y ∈ X(N) が F -related である必要十分条件は，N の任意の開集合 U ⊂ N に対して，
∀f ∈ C∞(U) が

X(f ◦ F ) = (Y f) ◦ F ∈ C∞(M)

を充たすことである．

証明 ∀p ∈M と，F (p) ∈ N の任意の開近傍上で定義された任意の C∞ 関数 f に対して

X(f ◦ F )(p) = Xp(f ◦ F ) = TpF (Xp)(f),(
(Y f) ◦ F

)
(p) = (Y f)

(
F (p)

)
= YF (p)(f)

が成り立つ． �

F -relratedなベクトル場は必ず存在するとは限らない．

命題 B.9: C∞ ベクトル場の押し出し

F : M −→ N が微分同相写像ならば，∀X ∈ X(M) に対して F -related な Y ∈ X(N) が一意的に存
在する．

証明 図式

M TM

N TN

X

F TpF

において p = F−1(q) とすることで，

Y : N −→ TN, q 7−→
(
q, TF−1(q)F

(
XF−1(q)

))
が所望の Y ∈ X(N) となる． �

! 命題 B.9で得られた Y は F による X の押し出し (pushforward) と呼ばれ，よく F∗X と略記される．

系 B.10: 押し出しの計算

(
(F∗X)f

)
◦ F = X(f ◦ F )

B.7.3 Lieブラケット
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定義 B.11: Lieブラケット

境界あり/なし C∞ 多様体 M を与える．∀X, Y ∈ X(M) の Lieブラケット (Lie bracket) とは，微分

[X,Y ] : C∞(M) −→ C∞(M), f 7−→ X(Y f)− Y (Xf) (B.7.1)

のことを言う．

微分 [X,Y ] を命題 B.7の意味で C∞ ベクトル場と見做したものも [X,Y ] ∈ X(M) と書く．

(B.7.1) の写像 [X,Y ] が微分であることを確認しておく．線形性はほぼ自明なので Leibniz 則を確認し
よう：

[X,Y ](fg) = X
(
Y (fg)

)
− Y

(
X(fg)

)
= X(f Y g + g Y f)− Y (f Xg + g Xf)

= f XY g +����Y gXf + g XY f +����Y f Xg − f Y Xg −����Xg Y f − g Y Xf −����Xf Y g

= f ([X,Y ]g) + g ([X,Y ]f)

この途中式から，f 7−→ XY f が微分でないこともわかる．つまり，R ベクトル空間 X(M)（命題 B.5）の上
に，f 7−→ XY f によって定義される新たな積演算を入れようとしても上手くいかない．その代わりに Lieブ
ラケットが必要なのである．

命題 B.10: X(M) の Lie代数としての構造

X(M) 上の Lieブラケットは以下を充たす：

(双線型性) ∀a, b ∈ R に対して

[aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z],

[Z, aX + bY ] = a[Z,X] + b[Z, Y ]

(反対称性)

[X,Y ] = −[Y,X]

(Jacobi恒等式)

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0

従って，X(M) は [ , ] について無限次元実 Lie代数をなす．
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命題 B.11: Lieブラケットの自然性

境界あり/なし C∞ 多様体 M, N と C∞ 写像 F : M −→ N を与える．このとき，以下が成り立つ：

(1) X1, X2 ∈ X(M) がそれぞれ Y1, Y2 ∈ X(N) と F -related ならば，[X1, X2] ∈ X(M) も
[Y1, Y2] ∈ X(N) と F -related である．

(2) F が微分同相写像ならば，∀X1, X2 ∈ X(M) に対して

F∗[X1, X2] = [F∗X1, F∗X2]

証明 (1) Xi と Yi が F -related ならば，命題 B.8より N の任意の開集合 U ⊂ N に対して ∀f ∈ C∞(U)

が

X1X2(f ◦ F ) = X1

(
X2(f ◦ F )

)
= X1

(
(Y2f) ◦ F

)
= (Y1Y2f) ◦ F ∈ C∞(M),

X2X1(f ◦ F ) = X2

(
X1(f ◦ F )

)
= X2

(
(Y1f) ◦ F

)
= (Y2Y1f) ◦ F ∈ C∞(M)

を充たす．従って

[X1, X2](f ◦ F ) = X1X2(f ◦ F )−X2X1(f ◦ F )
= (Y1Y2f) ◦ F − (Y2Y1f) ◦ F
= ([Y1, Y2]f) ◦ F ∈ C∞(M)

が成り立つので，命題 B.8より [X1, X2] ∈ X(M) は [Y1, Y2] ∈ X(N) と F -related である．
(2) F が微分同相写像ならば，押し出しの定義より F∗Xi ∈ X(N) は Xi と F -related である．よって (1)
から [X1, X2] ∈ X(M) と [F∗X1, F∗X2] ∈ X(N) は F -related だが，命題 B.9より [X1, X2] ∈ X(M)

と F -related な N 上の C∞ ベクトル場は F∗[X1, X2] ∈ X(N) ただ一つであるから

F∗[X1, X2] = [F∗X1, F∗X2] ∈ X(N)

である．
�

B.8 積分曲線とフロー

B.8.1 積分曲線

定義 B.12: 積分曲線

境界あり/なし C∞ 多様体 M を与える．M 上のベクトル場a X の積分曲線 (integral curve) とは，
C∞ 曲線b γ : J −→M であって，任意の時刻 t ∈ J において

γ̇(t) = Xγ(t)

を充たすもののことを言う．

a C∞ とは限らない
b よって，J ⊂ R である．
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チャート (U, ϕ) =
(
U, (xµ)

)
を取り，γ を ϕ ◦ γ(t) =:

(
γ1(t), . . . , γdimM (t)

)
のように座標表示すると，

γ̇(t) =
dγµ

dt
(t)

∂

∂xµ

∣∣∣∣
γ(t)

,

Xγ(t) = Xµ
(
γ(t)

) ∂

∂xµ

∣∣∣∣
γ(t)

と書ける．つまり，積分曲線とは連立常微分方程式系

dγ1

dt
(t) = X1

(
γ1(t), . . . , γdimM (t)

)
,

...
dγdimM

dt
(t) = XdimM

(
γ1(t), . . . , γdimM (t)

)
の解

(
γ1(t), . . . , γdimM (t)

)
のことである．

【例 B.8.1】

R2 のチャート
(
R2, (x, y)

)
において

Y := −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
∈ X(R2)

と定義される C∞ ベクトル場 Y の積分曲線 γ : R −→ R2, t 7−→
(
γ1(t), γ2(t)

)
は連立常微分方程式

dγ1

dt
(t) = −γ2(t),

dγ2

dt
(t) = γ1(t),

の解であり，積分定数 (a, b) ∈ R2 を用いて

γ1(t) = a cos t− b sin t,
γ2(t) = a sin t+ b cos t

と書ける．このように，初期条件を指定しない限り積分曲線は一意に定まらない．

命題 B.12: 積分曲線の存在

境界あり/なし C∞ 多様体 M と，その上の C∞ ベクトル場 X ∈ X(M) を与える．∀p ∈ M に対し
て，ある ε > 0 と C∞ 曲線 γ : (−ε, ε) −→ M が存在して初期条件 γ(0) = p を充たす X の積分曲
線になる．

証明 常微分方程式の解の存在定理から従う． �
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命題 B.13: 積分曲線の自然性

境界あり/なし C∞ 多様体 M, N と C∞ 写像 F : M −→ N を任意に与える．このとき，∀X ∈
X(M), ∀Y ∈ X(N) に対して以下の 2つは同値である：

(1) X, Y が F -related
(2) γ : J −→M が X の積分曲線 =⇒ F ◦ γ : J −→ N は Y の積分曲線

証明 (1) =⇒ (2) 　
X, Y が F -related であるとする．γ : J −→ M を X の積分曲線とする．このとき N の C∞ 曲線
σ := F ◦ γ : J −→ N は ∀t ∈ J において

σ̇(t) = T0(F ◦ γ)
(

d

dt

∣∣∣∣
t

)
= Tγ(t)F ◦ T0γ

(
d

dt

∣∣∣∣
t

)
= Tγ(t)F

(
γ̇(t)

)
= Tγ(t)F

(
Xγ(t)

)
= YF (γ(t))

= Yσ(t)

を充たすので Y の積分曲線である*19．
(1) ⇐= (2) 　

X の積分曲線 γ が与えられたとき F ◦ γ が Y の積分曲線になるとする．∀p ∈ M を 1 つとり，
γ : (−ε, ε) −→ M を初期条件 γ(0) = p を充たす X の積分曲線とする．命題??によりこのような γ

が少なくとも 1つ存在する．このとき仮定より F ◦ γ : (−ε, ε) −→ N が初期条件 (F ◦ γ)(0) = F (p)

を充たす Y の積分曲線となるので

YF (p) = ˙(F ◦ γ)(0)

= T0(F ◦ γ)
(

d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
= Tγ(0)F ◦ T0γ

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
= Tγ(0)F

(
γ̇(0)

)
= Tγ(0)F (Xγ(0))

= TpF (Xp)

が成り立つので X, Y は F -relatedである．
�

技術的な補題を示しておく：

*19 2つ目の等号で接ベクトルの微分の関手性を使った
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補題 B.5: 定義域の affine変換

境界あり/なし C∞ 多様体 M と，その上の C∞ ベクトル場 X ∈ X(M) を与える．
X の任意の積分曲線 γ : J −→M を与える．このとき以下が成り立つ：

(1) ∀a ∈ R に対して

J̃ :=
{
t ∈ R

∣∣ at ∈ J }
とおくと，C∞ 曲線

γ̃ : J̃ −→M, t 7−→ γ(at)

は C∞ ベクトル場 aX ∈ X(M) の積分曲線である．
(2) ∀b ∈ R に対して

Ĵ :=
{
t ∈ R

∣∣ t+ b ∈ J
}

とおくと，C∞ 曲線

γ̂ : Ĵ −→M, t 7−→ γ(t+ b)

は C∞ ベクトル場 X ∈ X(M) の積分曲線である．

証明 (1) C∞ 写像 µa : J̃ −→ J, t 7−→ at を考えると，γ̃ = γ ◦ µa である．よって ∀t0 ∈ J̃ および点
γ̃(t0) ∈M の任意の開近傍上で定義された C∞ 関数 f に対してとても丁寧に計算すると*20

˙̃γ(t0)f = Tt0 γ̃

(
d

dt

∣∣∣∣
t=t0

)
f =

d

dt

∣∣∣∣
t=t0

(f ◦ γ̃)(t) = d

dt

∣∣∣∣
t=t0

(f ◦ γ ◦ µa)(t)

= Tt0(γ ◦ µa)

(
d

dt

∣∣∣∣
t=t0

)
f = Tµa(t0)γ ◦ Tt0µa

(
d

dt

∣∣∣∣
t=t0

)
f

= aTat0γ

(
d

dt

∣∣∣∣
t=at0

)
f = aγ̇(at0)f = aXγ(at0)f =

(
aXγ̃(t0)

)
f

(2) C∞写像 τb : J̃ −→ J, t 7−→ t+ b を考えると，̂γ = γ ◦ τb である．よって ∀t0 ∈ Ĵ および点 γ̂(t0) ∈M

*20 R の チャート (J̃ , id) = (J̃ , t) から (J̃ , µa) = (J̃ , (s)) = (J̃ , (at)) への座標変換と見做して，Tt0µa
(

d
dt

∣∣∣
t=t0

)
=

ds
dt

(t0)
d
ds

∣∣∣
s=at0

= a d
ds

∣∣∣
s=at0
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の任意の開近傍上で定義された C∞ 関数 f に対してとても丁寧に計算すると*21

˙̂γ(t0)f = Tt0 γ̂

(
d

dt

∣∣∣∣
t=t0

)
f =

d

dt

∣∣∣∣
t=t0

(f ◦ γ̂)(t) = d

dt

∣∣∣∣
t=t0

(f ◦ γ ◦ τb)(t)

= Tt0(γ ◦ τb)

(
d

dt

∣∣∣∣
t=t0

)
f = Tτb(t0)γ ◦ Tt0τb

(
d

dt

∣∣∣∣
t=t0

)
f

= Tt0+bγ

(
d

dt

∣∣∣∣
t=t0+b

)
f = γ̇(t0 + b)f = Xγ(t0+b)f = Xγ̂(t0)f

�

B.8.2 フロー

定義 B.13: 大域的なフロー

C∞ 多様体 M への Lie群a R の左作用

θ : R×M −→M

のことを M 上の大域的フロー (global flow) と呼ぶ．

a R を加法に関して群と見做す．

大域的フロー θ : R×M −→M が与えられたとき，

• ∀t ∈ R に対する連続写像 θt : M −→M を θt(q) := θ(t, q) により定める．
• ∀p ∈M に対する連続曲線 θ(p) : R −→M を θ(p)(s) := θ(s, p) により定める．

命題 B.14: 大域的フローの無限小生成子

C∞ 多様体 M 上の C∞ 級の大域的フロー θ : R×M −→M を与える．M 上のベクトル場

V : M −→ TM, p 7−→
(
p, ˙θ(p)(0)

)
のことを θ の無限小生成子 (infinitesimal generator) と呼ぼう．
このとき V ∈ X(M) であり，∀p ∈M に対して C∞ 曲線 θ(p) : R −→M は V の積分曲線である．

証明 V ∈ X(M) を示すには，命題 B.6より任意の開集合 U ⊂M 上定義された任意の C∞ 関数 f ∈ C∞(U)

に対して V f ∈ C∞(U) であることを示せば良い．実際このとき ∀p ∈ U に対して

V f(p) = Vpf = ˙θ(p)(0)f = T0θ
(p)

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
f =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
θ(p)(t)

)
=

∂

∂t

∣∣∣∣
(0, p)

f
(
θ(t, p)

)

*21 R の チャート (Ĵ , id) = (Ĵ , t) から (Ĵ , τb) = (Ĵ , (s)) = (Ĵ , (t + b)) への座標変換と見做して，Tt0τa
(

d
dt

∣∣∣
t=t0

)
=

ds
dt

(t0)
d
ds

∣∣∣
s=t0+b

= d
ds

∣∣∣
s=t0+b
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が成り立つ*22．f
(
θ(t, p)

)
は C∞ 写像の合成なので R × U 上 C∞ 級であり，その任意の偏導関数もまた

C∞ 級となる．
次に ∀p ∈ M を 1つ固定する．このとき C∞ 曲線 θ(p) : R −→ M が，初期条件 θ(p)(0) = p を充たす V

の積分曲線であることを示す．i.e. 示すべきは ∀t ∈ R に対して ˙θ(p)(t) = Vθ(p)(t) が成り立つことである．
∀t ∈ R を 1つ固定して q := θ(p)(t) とおくと，∀s ∈ R に対して

θ(q)(s) = θs(q) = θ(s, θ(t, p)) = θ(s+ t, p) = θ(p)(s+ t)

である．従って q の任意の開近傍上で定義された任意の C∞ 関数 f に対して

Vqf = ˙θ(q)(0)f =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

f
(
θ(q)(s)

)
=

d

ds

∣∣∣∣
s=0

f
(
θ(p)(s+ t)

)
= ˙θ(p)(t)f

が言える．これが示すべきことであった． �

【例 B.8.2】

C∞ 写像

θ : R× R2 −→ R2,
(
t, (x, y)

)
7−→

(
x cos t− y sin t, x sin t+ y sin t

)
は ∀t, s ∈ R, ∀(x, y) ∈ R2 に対して

θ
(
0, (x, y)

)
= (x, y),

θ
(
s, θ
(
t, (x, y)

))
=
(
(x cos t− y sin t) cos s− (x sin t+ y cos t) sin s,

(x cos t− y sin t) sin s+ (x sin t+ y cos t) cos s
)

=
(
x cos(s+ t)− y sin(s+ t), x sin(s+ t) + y cos(s+ t)

)
= θ
(
s+ t, (x, y)

)
を充たすので，多様体 R2 上の大域的フローである．このとき ∀(a, b) ∈ R2 に対して

θ

(
(a, b)

)
(t) =

(
a cos t− b sin t, a sin t+ b sin t

)
であるから

˙
θ

(
(a, b)

)
(0) = T0θ

(
(a, b)

) (
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
=

d(a cos t− b sin t)
dt

(0)
∂

∂x

∣∣∣∣
θ((a, b))(0)

+
d(a sin t+ b cos t)

dt
(0)

∂

∂y

∣∣∣∣
θ((a, b))(t)

= −b ∂

∂x

∣∣∣∣
(a, b)

+ a
∂

∂y

∣∣∣∣
(a, b)

と計算できる．つまり，θ の無限小生成子はベクトル場

−y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
∈ X(R2)

*22 ややこしいが，C∞ 曲線 γ : I −→M の微分 γ̇(t0) は，厳密には R の接ベクトル d/dt
∣∣
t0
の微分 Tt0γ

(
d/dt

∣∣
t0

)
∈ Tγ(t0)M

のことだった．
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である．実際【例 B.8.1】より，ベクトル場 −y ∂/∂x + x ∂/∂y の積分曲線は θ

(
(a, b)

)
(t) そのもの

である．特に，(a, b) は初期条件を表している．

命題 B.14の逆に，∀X ∈ X(M) が M 上の何かしらの大域的フローの無限小生成子になっていると言いた
くなるが，必ずしもそうではない．つまり，積分曲線が R のある部分集合上で定義できないような C∞ ベク
トル場が存在する．

【例 B.8.3】

M = R2 \ {0} とし，標準的なチャート
(
M, (x, y)

)
を取る．【例B.7.1】の座標ベクトル場 V := ∂

∂x

を考えよう．初期条件 γ(0) = (−1, 0) ∈M を充たす V の積分曲線 γ は，常微分方程式

dγ1

dt
(t) = 1,

dγ2

dt
(t) = 0

を解くことで一意に γ(t) := (t− 1, 0) と求まる．しかるに γ は R の点 t = 1 上定義不能である．

定義 B.14: 局所的フロー

M を C∞ 多様体とする．

• フローの定義域 (flow domain) とは，開集合 D ⊂ R×M であって，∀p ∈M に対して集合

D(p) :=
{
t ∈ R

∣∣ (t, p) ∈ D } ⊂ R

が 0 を含む開区間aとなっているようなもののことを言う．
• M 上の局所的フロー (local flow) とは，フローの定義域を定義域にもつ連続写像

θ : D −→M

であって，∀p ∈M に対して以下が成り立つもののこと：
(LF-1)

θ(0, p) = p

(LF-2) ∀s ∈ D(p), ∀t ∈ D(θ(s, p)) に対して，

s+ t ∈ D(p) =⇒ θ
(
t, θ(s, p)

)
= θ(t+ s, p)

• 極大積分曲線 (maximal integral curve) とは，積分曲線であって定義域をこれ以上大きな開区
間に延長できないようなもののこと．極大局所フロー (maximal local flow) とは，これ以上フ
ローの定義域を拡張できないような局所的フローのこと．

a この条件が命題 B.15の証明の鍵となる．
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局所的フロー θ : D −→M が与えられたとき，

• ∀t ∈ R に対して，M の部分集合Mt ⊂M を

Mt :=
{
p ∈M

∣∣ (t, p) ∈ D }
と定めるa．

• ∀(t, p) ∈ D に対する連続写像bθt : Mt −→M および連続曲線 θ(p) : D(p) −→M をそれぞれ

θt(q) := θ(t, q),

θ(p)(s) := θ(s, p)

により定める．

a D(p) はフローの領域 D を，点 (0, p) を通るように「横に切り」，Mt は「縦に切る」と言うイメージ．
b 極大局所フロー θ に関しては，θt の値域が実は M−t であることが，定理 B.11-(2) によりわかる．

命題 B.15: 局所的フローの無限小生成子

C∞ 多様体 M 上の C∞ 級の局所的フロー θ : D −→M を与える．M 上のベクトル場

V : M −→ TM, p 7−→
(
p, ˙θ(p)(0)

)
のことをa θ の無限小生成子 (infinitesimal generator) と呼ぼう．
このとき V ∈ X(M) であり，∀p ∈M に対して C∞ 曲線 θ(p) : D(p) −→M は V の積分曲線である．

a フローの定義域の定義から M0 =M であることに注意．このとき，接ベクトルの局所性から ∀p ∈M に対して ˙θ(p)(0)

が定義される．

証明 V ∈ X(M) であることに関しては命題 B.14の証明がそのまま適用できる．

∀p ∈M を 1つ固定する．∀t ∈ D(p) に対して，フローの定義域の定義より D(p), D
(
θ(p)(t)

)
⊂ R はどちら

も 0 を含む開区間であるから，十分小さい ε > 0 に対しては (t− ε, t+ ε) ⊂ D(p) かつ (−ε, ε) ⊂ D
(
θ(p)(t)

)
が成り立つ．このとき ∀s ∈ (−ε, ε) ⊂ D

(
θ(p)(t)

)
をとってくると t+ s ∈ (t− ε, t+ ε) ⊂ D(p) であるから，

局所的フローの定義の条件 (LF-2) より θ(s, θ(t, p)) = θ(s+ t, p) が成り立つ．あとはこの s に対して命題
B.14の証明を適用すれば良い． �

極大局所フローに対しては命題 B.15の逆も言える [?, p.212, Theorem 9.12]：

定理 B.11: フローの基本定理

M を境界なし C∞ 多様体とする．∀V ∈ X(M) に対して，極大局所フロー θ : D −→ M であって無
限小生成子が V であるようなものが一意的に存在する．さらに，この θ は以下の性質をみたす：

(1) ∀p ∈M に対し，θ(p) : D(p) −→M は初期条件 θ(p)(0) = p を充たす V の唯一の極大積分曲線
である．
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(2)

s ∈ D(p) =⇒ D(θ(s, p)) =
{
t− s

∣∣ t ∈ D(p)
}
=: D(p) − s

(3) ∀t ∈ R に対して，集合 Mt は M の開集合であり，連続写像 θt : Mt −→M−t は θ−t を逆にも
つ微分同相写像である．

上述の極大局所フロー θ のことを，V によって生成されたフロー (flow generated by V ) と呼ぶ．

証明 ∀V ∈ X(M) を 1つ固定する．

定義域を共有する２つの積分曲線が交差しないこと 　
命題 B.12より，J ⊂ R を開区間として，V の積分曲線 γ, γ̃ : J −→M をとることができる．ここで，
ある t0 ∈ J において γ(t0) = γ̃(t0) であると仮定する*23．このとき γ = γ̃ でなくてはならないことを
示そう．
　部分集合 S ⊂ J を

S :=
{
t ∈ J

∣∣ γ(t) = γ̃(t)
}

と定義する．示すべきは S = J である．仮定より t0 ∈ S なので S は空でない．また，積多様
体 M ×M 上の連続曲線 α : J −→ M ×M を α(t) :=

(
γ(t), γ̃(t)

)
と定義すると，M の部分空間

∆ :=
{
(p, p) ∈M ×M

}
を使って S = α−1(∆) と書けるが，任意の C∞ 多様体が Hausdorff空間で

あることから ∆ は閉集合であり*24，α が連続写像なので S も J の閉集合であることがわかる．一方
で ∀t1 ∈ S をとると，積分曲線の定義から γ, γ̃ は点 γ(t1) ∈M を含むある C∞ チャートの上の同一
の常微分方程式の解であり，かつ初期条件 γ(t1) = γ̃(t1) を充たす．故に常微分方程式の解の一意性か
ら，ある t1 を含む開区間 It1 ⊂ R 上で γ|It1 = γ̃|It1 が成り立つ．i.e. t1 ∈ It1 ∩ J ⊂ S で，t1 ∈ S は
任意だったので S は J の開集合でもある．さらに J は連結なので，J = S が示された*25

極大局所フロー θ : D −→M の構成 　
∀p ∈ M を 1つ固定する．初期条件 γ(0) = p を充たす*26 V の積分曲線 γ : Jγ −→ M 全体の集合を
I(p) とおき，

D(p) :=
⋃

γ∈I(p)

Jγ

と定義する．先述の議論から M の C∞ 曲線

θ(p) : D(p) −→M, t 7−→
(
γ(t) s.t. γ∈ I(p) かつ t ∈ Jγ

)
は well-definedであり，かつその構成から明らかに初期条件 θ(p)(0) = p を充たす唯一の極大積分曲線
である．

*23 時刻 t0 ∈ J において 2つの積分曲線 γ, γ̃ が交差するということ．
*24 (M×M)\∆ が開集合である ⇐⇒ ∀(p, q) ∈ (M×M)\∆ に対して p, q ∈M の開近傍 p ∈ U ⊂M, q ∈ V ⊂M が存在
して U×V ⊂ (M×M)\∆を充たす ⇐⇒ ∀(p, q) ∈ (M×M)\∆に対して p, q ∈M の開近傍 p ∈ U ⊂M, q ∈ V ⊂M

が存在して U ∩ V = ∅ を充たす ⇐⇒ M が Hausdorff空間である
*25 S ⊂ J が開かつ閉なので J \ S ⊂ J は開集合であり，J = S ∪ (J \ S) かつ S ∩ (J \ S) = ∅ が成り立つ．J は連結なので

S, J \ S のどちらかが空でなくてはならないが S 6= ∅ だったので J \ S = ∅ ⇐⇒ J = S が言えた．
*26 従って 0 ∈ Jγ とする．
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　 p ∈M は任意だったので，ここで

D :=
{
(t, p) ∈ R×M

∣∣ t ∈ D(p)
}
,

θ : D −→M, (t, p) 7−→ θ(p)(t)

と定義する．これが局所フローの定義の条件 (LF-1), (LF-2) を充たすことを確認する．
(LF-1) 構成より明らか．
(LF-2) ∀p ∈M, ∀s ∈ D(p) をとり，q := θ(s, p)とおく．このとき ∀t ∈ D(p)−sに対して s+t ∈ D(p)

が成り立つ．ここで，C∞ 曲線

γ : D(p) − s −→M, t 7−→ θ(t+ s, p) = θ(p)(t+ s)

は補題 B.5-(2)より初期条件 γ(0) = q を充たす V の積分曲線であるが，常微分方程式の解の一意
性から γ = θ(q)|D(p)−s が成り立つ．あとは D(p) − s = D(q) を示せば，∀t ∈ D(q) に対して

θ
(
t, θ(s, p)

)
= θ(t, q) = θ(q)(t) = γ(t) = θ(t+ s, p)

となって (LF-2)の証明が完了する．
　 θ(q) が極大積分曲線なので D(p)−s ⊂ D(q) が言える．D(p)−s ⊃ D(q) を示そう．まず 0 ∈ D(p)

なので −s ∈ D(p) − s ⊂ D(q) が言える．従って θ(−s, q) = θ(q)(−s) = γ(−s) = θ(p)(0) = p で
あり，∀t ∈ D(q) + s に対して −s+ t ∈ D(p) が成り立つ．C∞ 曲線

γ : D(q) + s −→M, t 7−→ θ(t− s, q) = θ(q)(t− s)

は補題 B.5-(2)より初期条件 γ(0) = p を充たす V の積分曲線なので，常微分方程式の解の一意性
から γ = θ(p)|D(q)+s が言えて，θ(p) の極大性から D(q) + s ⊂ D(p) ⇐⇒ D(p) − s ⊃ D(q) が
示された．

D ⊂ R×M が開集合かつ θ が C∞ 級 　
部分集合 W ⊂ D を

W :=

{
(t, p) ∈ D

∣∣∣∣∣
以下を充たす開近傍 (t, p)∈J×U⊂D が存在：

(1) J⊂R は開区間で 0, t∈J
(2) U⊂M は p の開近傍
(3) θ|J×U がC∞級

}

と定義する．W = D を背理法により示す．まず ∃(τ, p0) ∈ D \W を仮定する．常微分方程式の
解の存在定理より (0, p0) ∈W なので，τ > 0 としよう．τ < 0 のときも議論は全く同様である．
　 t0 := sup

{
t ∈ R

∣∣ (t, p0) ∈ W }
とする．このとき 0 < t0 < τ でかつ 0, τ ∈ D(p0) なので

t0 ∈ D(p0) が言える．q0 := θ(p0)(t0) とおこう．常微分方程式の解の存在定理から，ある ε > 0

と q0 の開近傍 q0 ∈ U0 ⊂ M が存在して (−ε, ε) × U0 ⊂ W となる．ここで t1 ∈ (t0 − ε, t0)
を θ(p0)(t1) ∈ U0 を充たすようにとる．このとき t1 < t0 なので (t1, p0) ∈ W であり，故にある
δ > 0 と p0 の開近傍 p0 ∈ U1 ⊂M が存在して (t1 − δ, t1 + δ)× U1 ⊂W となる．従って W の
定義から，θ は [0, t1 + δ) × U1 上で C∞ 級である．θ(t1, p0) ∈ U0 なので，θ({t1} × U1) ⊂ U0

を充たすような U1 をとることができる．さて，

θ̃ : [0, t1 + ε)× U1 −→M,

(t, p) 7−→

{
θt(p), (t, p) ∈ [0, t1)× U1

θt−t1 ◦ θt1(p), (t, p) ∈ (t1 − ε, t1 + ε)× U1
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と定義した写像 θ̃ は，θ が条件 (LF-2) を充たすことから (t1−ε, t1)×U1 上 θt(p) = θt−t1 ◦θt1(p)
となり well-definedで，かつ U1, t1, ε の取り方から C∞ 級である．その上 ∀p ∈ U1 に対して C∞

曲線 t 7−→ θ̃(t, p) は V の積分曲線なので，θ̃ は (t0, p0) /∈W への θ の C∞ 級の延長である．し
かるにこのことは t0 の取り方に矛盾する．

(1) D(p), θ(p) の構成から明らか．
(2) (LF-2)の確認で示した．
(3) D が R×M の開集合なので，∀t ∈ R に対して Mt :=

{
p ∈ M

∣∣ (t, p) ∈ D } は開集合である．*27 ．
また，(2) から

p ∈Mt =⇒ t ∈ D(p)

=⇒ D(θt(p)) = D(p) − t

=⇒ −t ∈ D(θt(p))

=⇒ θt(p) ∈M−t

が言えるので θt(Mt) ⊂ M−t である．さらに (LF-2)から θ−t ◦ θt = idMt , θt ◦ θ−t = idM−t が言え
る．θ が C∞ 級なので θt, θ−t も C∞ 級であるから θt : Mt −→M−t は微分同相写像である．

�

定理 B.12: 境界付き多様体におけるフローの基本定理

M を境界付き多様体とし，V ∈ X(M) は ∂M に接するaとする．このとき定理 B.11と全く同じ結果
が V に対して成り立つ．

a i.e. ∀p ∈ ∂M において Vp ∈ Tp(∂M) ⊂ TpM が成り立つ．

証明 [?, p.227, Theorem 9.34] �

B.8.3 完備なベクトル場

定義 B.15: ベクトル場の完備性

C∞ ベクトル場 X ∈ X(M) が完備 (complete) であるとは，それが大域的なフローを生成することを
言う．

補題 B.6: uniform time lemma

C∞ 多様体 M およびその上の C∞ ベクトル場 V ∈ X(M) を与える．θ : D −→M を V が生成する
フローとする．
このとき，ある ε > 0 が存在して ∀p ∈ M に対して (−ε, ε) ⊂ D(p) を充たすならば，V は完備で
ある．

*27 写像 ιt : M −→ R ×M, p 7−→ (t, p) は，開区間と開集合の直積 J × U ⊂ R ×M に対して t ∈ J なら ι−1
t (J × U) = U，

t /∈ J なら ι−1
t (J × U) = ∅ となるので連続写像である．従って Mt = ι−1

t (D) ⊂M は M の開集合．
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証明 主張の仮定が満たされているとする．このとき V が完備であることを背理法により示す．そのためにま
ずある p ∈M が存在して，D(p) が上に有界であると仮定する．下に有界な場合も同様の議論ができる．
　 b := supD(p) とおき，t0 ∈ (b− ε, b) を 1つとる．q := θ(p)(t0) とおく．仮定より V の積分曲線 θ(p) は

少なくとも (−ε, ε) 上では定義されている．ここで C∞ 曲線

γ : (−ε, t0 + ε) −→M, t 7−→

{
θ(p)(t), t ∈ (−ε, b)
θ(q)(t− t0), t ∈ (t0 − ε, t0 + ε)

と定義すると，これは ∀t ∈ (t0 − ε, b) に対して (LF-2)より θ(q)(t − t0) = θt−t0(q) = θ(t − t0) ◦ θt0(p) =
θt(p) = θ(p)(t) が成り立つので well-definedである．特に補題 B.5-(2)より γ は初期条件 γ(0) = p を充たす
V の積分曲線なので (−ε, t0 + ε) ⊂ D(p) ということになるが，t0 + ε > b より b の取り方に矛盾する． �

定理 B.13: コンパクト台を持つベクトル場は完備

C∞ ベクトル場 X がコンパクト台を持つならば，X は完備である．

証明 [?, p.216, Theorem 9.16] �

系 B.14: コンパクト多様体のベクトル場は完備

コンパクトな C∞ 多様体上の任意の C∞ ベクトル場は完備である．

定理 B.15: Lie群の左不変ベクトル場は完備

Lie群 G を与える．このとき ∀X ∈ XL(G) は完備である．

証明 左不変ベクトル場 X ∈ X(G) の定義は，∀g ∈ G に対して X が自分自身と Lg-related であること
だった．
さて，θ : D −→ G を X が生成するフローとする．このとき θ(1G) : D(1G) −→ G に関して D(1G) は開区

間なので，十分小さい ε > 0 に対して (−ε, ε) ⊂ D(1G) を充たすようにできる．
∀g ∈ G を 1つとる．X は自分自身と Lg-relatedなので，命題 B.13より Lg ◦ θ(1g) : D(1G) −→ G は初期

条件 (Lg ◦ θ(1G))(0) = g を充たす X の積分曲線である．よって定理 B.11-(1) から，少なくとも (−ε, ε) 上
で θ(g) = Lg ◦ θ(1G) が言える．i.e. (−ε, ε) ⊂ D(g) であるから，補題 B.6から X は完備である． �

B.9 Lie微分

Euclid空間 Rd の点 p ∈ Rd におけるベクトル場 X ∈ X(Rd) の方向微分とは，数ベクトル v ∈ Rd を一つ
指定して

DvX(p) :=
d

dt

∣∣∣∣Xp+tv = lim
t→0

Xp+tv −Xp

t
= lim
t→0

Xµ(p+ tv)−Xµ(p)

t

∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

(B.9.1)

と定義するのが妥当だろう．しかし，この定義は Rd が R-ベクトル空間であることを使ってしまっており，一
般の C∞ 多様体 M 上で同じことをやろうとしても上手くいかない．この問題を，ベクトル場の積分曲線を
使って上手く解決したものが Lie微分である．
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定義 B.16: ベクトル場の Lie微分

境界あり/なし C∞ 多様体 M を与える．
ベクトル場 X ∈ X(M) の，V ∈ X(M) に沿った Lie微分 (Lie derivative of X with respect to V )
とは，∀p ∈M において

(LV X)p :=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Tθt(p)(θ−t)(Xθt(p))

= lim
t→0

Tθt(p)(θ−t)(Xθt(p))−Xp

t

と定義される C∞ ベクトル場 LVX ∈ X(M) のこと．ただし θ は V が生成するフローである．

命題 B.16:

境界あり/なし C∞ 多様体 M と，その上の C∞ ベクトル場 V, X ∈ X(M) を与える．もし ∂M 6= ∅
のときは V は ∂M に接するaとする．
このとき，∀p ∈M において接ベクトル (LVX)p ∈ TpM が存在し，LVX は C∞ ベクトル場になる．

a i.e. ∀p ∈ ∂M において Vp ∈ Tp(∂M) ⊂ TpM が成り立つ．

証明 D をフローの定義域，θ : D −→ M を V が生成するフローとする．∀p ∈ M を 1つ固定し，p を含む
M のチャート (U, ϕ) =

(
U, (xµ)

)
をとる．開区間 0 ∈ J0 ⊂ R と開集合 p ∈ U0 ⊂ U を，J0 ×U0 ⊂ D でか

つ θ(J0 × U0) ⊂ U を充たすようにとる*28．このとき ∀t ∈ J0 および ∀f ∈ C∞(U0) に対して

Tθt(p)(θ−t)(Xθt(p))f = Xθt(p)(f ◦ θ−t)

= Xµ(θt(p))
∂

∂xµ

∣∣∣∣
θt(p)

(f ◦ θ−t)

= Xµ(θt(p))
∂

∂xµ

∣∣∣∣
ϕ(θt(p))

(f ◦ θ−t ◦ ϕ−1)

= Xµ(θt(p))
∂

∂xν

∣∣∣∣
ϕ(θ−t(θt(p)))

(f ◦ ϕ−1)
∂

∂xµ

∣∣∣∣
ϕ(θt(p))

(xν ◦ θ−t ◦ ϕ−1)

= Xµ(θt(p))
∂

∂xµ

∣∣∣∣
ϕ(θt(p))

(xν ◦ θ−t ◦ ϕ−1)
∂

∂xν

∣∣∣∣
ϕ(p)

(f ◦ ϕ−1)

=

(
Xµ(θt(p))

∂

∂xµ

∣∣∣∣
ϕ(θt(p))

(xν ◦ θ−t ◦ ϕ−1)
∂

∂xν

∣∣∣∣
p

)
f

と計算できる．Xµ : M −→ R, θt : Mt −→ M−t, x
ν ◦ θ−t ◦ ϕ−1 : RdimM −→ R の全てが C∞ 写像なので

∂
∂xν

∣∣
p
∈ TpM の係数は p ∈ U0 に関して C∞ 級である．よって命題 B.4 から写像 M −→ TpM, p 7−→

Tθt(p)(θ−t)(Xθt(p)) は C∞ 級ベクトル場であり*29，示された． �

*28 θ は C∞ 写像なのでこのような J0, U0 をいつでもとることができる．
*29 従って Xp ∈ TpM との差をとることができる．
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【例 B.9.1】

M = Rd とし，M のチャート
(
Rd, (xµ)

)
をとる．このとき C∞ ベクトル場

V := vµ
∂

∂xµ
w/ vµ = const.

の生成するフローは

θ : R× Rd −→ Rd,
(
t, (p1, . . . , pd)

)
7−→ (p1 + v1t, . . . , pd + vdt)

と書ける．故に，X ∈ C∞(Rd) の V に沿った Lie微分は

(LVX)p = lim
t→0

Tθt(p)(θ−t)(Xθt(p))−Xp

t

= lim
t→0

Tp+vt(θ−t)(Xp+vt)−Xp

t

= lim
t→0

1

t

(
Xµ(p+ vt)

∂xν

∂xµ
(p+ vt)

∂

∂xν

∣∣∣∣
p

−Xµ(p)
∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

)

= lim
t→0

Xµ(p+ tv)−Xν(p)

t

∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

= DvX(p)

となって (B.9.1)を再現する．

定理 B.16: Lie微分の計算

M を境界あり/なし C∞ 多様体とする．このとき，∀V, X ∈ X(M) に対して

LVX = [V ,X]

が成り立つ．

証明 θ : D −→ M を V が生成するフローとする．∀p ∈ M を 1 つ固定する．十分小さい t を取れば
(t, p) ∈ D(p) を充たすようにできる．このとき ∀f ∈ C∞(M) に対して Taylorの定理から

f ◦ θt(p) = f
(
θ(p)(t)

)
= f(p) + t

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
θ(p)(t)

)
+O

(
t2
)
= f(p) + t

∂

∂t

∣∣∣∣
(0, p)

f
(
θ(t, p)

)
+O

(
t2
)

と書ける．一方，無限小生成子の定義から

V f
(
p
)
=

∂

∂t

∣∣∣∣
(0, p)

f
(
θ(t, p)

)
が成り立つので

lim
t→0

f ◦ θt − f
t

= V f (B.9.2)

が言える．
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さて，定理 B.11-(3) より θ−t : M−t −→ Mt は微分同相写像なので，ベクトル場 X|M−t
の押し出し

(θ−t)∗X が一意的に存在し，

Tθt(p)(θ−t)(Xθt(p)) =
(
(θ−t)∗X

)
θ−t(θt(p))

=
(
(θ−t)∗X

)
p

を充たす．よって (B.9.2)と系 B.10から

(LVX)f = lim
t→0

(
(θ−t)∗X

)
f −Xf

t

= lim
t→0

X(f ◦ θ−t) ◦ θt −Xf
t

= lim
t→0

X(f ◦ θ−t) ◦ θt −Xf ◦ θt +Xf ◦ θt −Xf
t

= lim
t→0

X

(
f ◦ θ−t − f

t

)
◦ θt + lim

t→0

Xf ◦ θt −Xf
t

= X(−V )f + V (Xf)

= [V,X]f

が言える． �
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付録 C

代数学のあれこれ

この章では，主に代数学に関する内容を雑多にまとめる．詳細は [10]や，加群については [7]を参照される
のが良いと思う．
まず，部分群の定義と判定法を書いておく：

定義 C.1: 部分群

(G, · , 1G) を群とする．部分集合 H ⊂ G が G の部分群 (subgroup) であるとは，H が演算 · によっ
て群になることを言う．

命題 C.1: 部分群であることの判定法

群 G の部分集合 H が G の部分群になるための必要十分条件は，以下の 3条件が満たされることで
ある：

(SG1) 1G ∈ H
(SG2) x, y ∈ H =⇒ x · y ∈ H
(SG3) x ∈ H =⇒ x−1 ∈ H

群の生成を定義しておく：

定義 C.2: word

(G, · , 1G) を群，S ⊂ G を部分集合とする．
S の有限部分集合 {x1, . . . , xn} ⊂ S によって

x±1
1 · x

±1
2 · · ·x±1

n
w/ x±1

i は xi か x−1
i のどちらでも良い

と書かれる G の元を S の元による語 (word) と呼ぶ．ただし n = 0 のときは単位元 1G を表すもの
とする．

308



命題 C.2: 部分加群の生成

S の元による word全体の集合を 〈S〉 と書く．

(1) 〈S〉 は G の部分群である．これを S によって生成された部分群と呼び，S のことを生成系
(generator)，S の元を生成元と呼ぶ．

(2) G の部分群 H が S ⊂ H を充たすならば 〈S〉 ⊂ H である．i.e. 〈S〉 は S を含む最小の部分群
である．

証明 (1) 命題 C.1の 3条件を充していることを確認する．x1, . . . , xn, y1, . . . , ym ∈ S とする．
(SG1) n = 0 の場合から 1G ∈ 〈S〉
(SG2) x1, . . . , xn, y1, . . . , ym ∈ S とする．

(x±1
1 · · ·x±1

n ) · (y±1
1 · · · y±1

m ) = x±1
1 · · ·x±1

n · y±1
1 · · · y±1

m ∈ 〈S〉

(SG3) 複号同順で

(x±1
1 · · ·x±1

n ) · (x∓1
n · · ·x∓1

1 ) = 1G

かつ x∓1
n · · ·x∓1

1 ∈ 〈S〉 なので良い．
(2) 1G ∈ H なので n = 0 のときは良い．n > 0 として x1, . . . , xn ∈ S を任意にとると，仮定より

x1, . . . , xn ∈ H である．故に命題 C.1から x±1
1 , . . . , x±1

n ∈ H であり，H が席について閉じている
ことから x±1

1 · · ·x±1
n ∈ H である．i.e. 〈S〉 ⊂ H.

�

定義 C.3: 巡回群

G を群とする．一つの元 x ∈ G で生成される群 〈x〉 を巡回群 (cyclic group) と言う．G の部分群で
あって，巡回群でもあるものを巡回部分群と呼ぶ．

C.1 群の準同型

C.1.1 定義

定義 C.4: 群準同型(
G1, · , 1G1

)
,
(
G2, ∗ , 1G2

)
を群とする．写像 φ : G1 → G2 が（群の）準同型写像 (homomorphism)

であるとは，

φ(x · y) = φ(x) ∗ φ(y), ∀x, y ∈ G1

が成り立つことを言う．
φ が準同型写像であって逆写像 φ−1 を持ち，かつ φ−1 もまた準同型写像であるとき，φ は同型写像
(isomorphism) と呼ばれる．このとき G1, G2 は同型 (isomorphic) であるといい，G1

∼= G2 と書く．
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いちいち群の演算を明記するのは大変なので，以降では余程紛らわしくない限り省略する．

命題 C.3:

φ : G1 → G2 を群の準同型とするとき，以下が成立する：

(1) φ(1G1
) = 1G2

(2) φ(x−1) = φ(x)−1, ∀x ∈ G1

証明 (1) φ(1G1
) = φ(1G1

1G1
) = φ(1G1

)φ(1G1
) より φ(1G1

) = 1G2

(2) (1) より φ(1G1
) = φ(x−1x) = φ(x−1)φ(x) = 1G2

�

標語的には「準同型写像 φ : G1 → G2 は群の演算，単位元，逆元の全てを保つ」ということになる．特に φ

が全単射である，i.e. 同型写像であるならば，G1 と G2 の群論的な性質は同じである．この意味で G1 と G2

は同一視できる．

C.1.2 核と像

定義 C.5: 準同型の核・像

G1, G2 を群，φ : G1 → G2 を準同型写像とする．

(1) φ の核 (kernel) Kerφ ⊂ G1 を次のように定義する：

Kerφ :=
{
x ∈ G1

∣∣ φ(x) = 1G2

}
(2) φ の像 (image) Imφ ⊂ G2 を次のように定義する：

Imφ :=
{
φ(x)

∣∣ x ∈ G1

}
命題 C.4:

G1, G2 を群，φ : G1 → G2 を準同型写像とする．このとき Kerφ, Imφ はそれぞれ G1, G2 の部分
群である．

証明 命題 C.1の 3条件を充していることを確認すれば良い．

(SG1) 命題 C.3-(1) より 1G1
∈ Kerφ, 1G2

∈ Imφ

(SG2) Kerφ に関しては

x, y ∈ Kerφ =⇒ φ(xy) = φ(x)φ(y) = 1G21G2 = 1G2

=⇒ xy ∈ Kerφ

よりよい．
Imφ に関しては φ が準同型であることから自明．
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(SG3) Kerφ に関しては命題 C.3-(2) から

x ∈ Kerφ =⇒ φ(x−1) = φ(x)−1 = 1−1
G2

= 1G2

=⇒ x−1 ∈ Kerφ

よりよい．
Imφ に関しても命題 C.3-(2) から

y ∈ Imφ =⇒ ∃x ∈ G1, y = φ(x)

=⇒ y−1 = φ(x)−1 = φ(x−1)

=⇒ y−1 ∈ Imφ

ただし，3行目で G1 が群であるために x ∈ G1 =⇒ x−1 ∈ G1 であることを使った．

�

命題 C.4より，Kerφ や Imφ による剰余類を考えることができる．

命題 C.5: 準同型の単射性判定

準同型写像 φ : G1 → G2 に対して以下が成立する：

φ が単射 ⇐⇒ Kerφ = {1G1}

証明 (=⇒)　 φ は単射と仮定する．命題 C.3-(1) より 1G1 ∈ Kerφ である．このとき ∀x ∈ G1 に対して

x ∈ Kerφ =⇒ φ(x) = 1G2
= φ(1G1

)

であり，仮定から x = 1G1
とわかる．

(⇐=)　 Kerφ = {1G1
} と仮定する．このとき ∀x, y ∈ G1 に対して

φ(x) = φ(y) =⇒ φ(xy−1) = φ(x)φ(y)−1 = φ(x)φ(x)−1 = 1G2

=⇒ xy−1 ∈ Kerφ

が成立し，仮定より xy−1 = 1G1
とわかる．故に x = y であり，φ(x) = φ(y) =⇒ x = y が示された． �

C.1.3 剰余類

群 G の部分群 H は G 上の同値関係を誘導する：

命題 C.6: 部分群による同値関係

群 (G, · , 1G) の部分群 (H, · , 1H) を与える．このとき，次のようにして定義される集合 ∼L, ∼R ⊂
G×G は同値関係であるa：

∼L :=
{
(x, y) ∈ G×G

∣∣ x−1y ∈ H
}

∼R :=
{
(x, y) ∈ G×G

∣∣ yx−1 ∈ H
}

a 群 G は可換とは限らない!
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証明 同値関係の公理 1.1を充していることを確認すればよい．ほぼ同じ議論なので，∼L についてのみ示す．

(1) 命題 C.1-(1) より x−1x = 1G = 1H ∈ H であるから x ∼ Lx．
(2) 命題 C.1-(3) より部分群 H は逆元をとる操作について閉じている．故に

x ∼ Ly =⇒ x−1y ∈ H
=⇒ y−1x = (x−1y)−1 ∈ H
=⇒ y ∼ Lx.

(3) 命題 C.1-(2) より部分群 H は演算 · について閉じている．故に

x ∼ Ly かつ y ∼ Lz =⇒ x−1y ∈ H かつ y−1z ∈ H
=⇒ x−1z = x−1(yy−1)z = (x−1y)(y−1z) ∈ H
=⇒ x ∼ Lz.

�

つまり，同値関係 ∼L, ∼R の気持ちは

• 反射律 ↔ 単位元
• 対称律 ↔ 逆元をとる操作
• 推移律 ↔ 群の演算

という対応を定式化したものと言える．
さて，集合 G の上に同値関係ができたので同値類を考えることができる：

定義 C.6: 剰余類

群 (G, · , 1G) の部分群 (H, · , 1H) を与える．

(1) G 上の同値関係 ∼L による x ∈ G の同値類を左剰余類 (left coset) と呼び，xH と書く．あか
らさまには以下の通り：

xH :=
{
y ∈ G

∣∣ x−1y ∈ H
}

同値関係 ∼L による G の商集合を G/H と書く：

G/H := G/∼L =
{
xH

∣∣ x ∈ G}
(2) G 上の同値関係 ∼R による x ∈ G の同値類を右剰余類 (right coset) と呼び，Hx と書く．あ
からさまには以下の通り：

Hx :=
{
y ∈ G

∣∣ yx−1 ∈ H
}

同値関係 ∼R による G の商集合を H\G と書く：

H\G := G/∼R =
{
Hx

∣∣ x ∈ G}
左/右剰余類は H が G の部分群ならば必ず作ことができる．
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命題 C.7: 剰余類の位数

H が G の部分群ならば以下が成り立つ（位数は ∞ でも良い）：

(1) |G/H| = |H\G|
(2) |xH| = |Hx| = |H|, ∀x ∈ G

証明 (1) 集合の濃度が等しいことを示すには，G/H から H\G への全単射が存在することを示せば良い．
　写像 α : G/H → H\G を α(xH) := Hx−1 と定義する．α が well-definedであることを示す．実際，
∀x ∈ G を一つ固定したとき xH の勝手な元は xh (h ∈ H) と書かれるが，(xh)−1 = h−1x−1 ∈ Hx−1

なので，写像 α の xH への作用は xH の代表元の取り方によらない．i.e. α は well-definedである．
　同様な議論から，写像 β : H\G → G/H を β(Hx) := x−1H として定義すると β も well-defined
であることがわかる．このとき (β ◦ α)(xH) = β(Hx−1) = xH, (α ◦ β)(Hx) = Hx が成立するので
β ◦ α = idG/H , α ◦ β = idH\G であり，α, β は両方とも全単射である．

(2) 写像 φ : H → xH を φ(h) := xh と定義する．このとき，∀h1, h2 ∈ H に対して

φ(h1) = φ(h2) =⇒ xh1 = xh2 =⇒ h1 = x−1xh1 = x−1xh2 = h2

が成立するので φ は単射である．φ が全射であることは明らかなので全単射である．故に |xH| = |H|．
|Hg| = |H| も同様に示される．

�

同値類全体の集合は商集合を非交和 (disjoint union) に分割することを考えると，次の定理が即座に従う：

定理 C.1: Lagrangeの定理

集合 G/H, H\G の濃度を (G :H) と書くaと，

|G| = (G : H)|H|.

a G における H の指数 (index) と呼ぶ．

C.1.4 両側剰余類

命題 C.8:

群 (G, · , 1G) およびその部分群 (H, · , 1H), (K, · 1K) を与える．このとき，次のようにして定義
される集合 ∼D ⊂ G×G は同値関係である：

∼D :=
{
(x, y)

∣∣ ∃h ∈ H, ∃k ∈ K, x = h · y · k
}

証明 同値関係の公理 1.1を充していることを確認すればよい．ほぼ同じ議論なので，∼L についてのみ示す．

(1) 命題 C.1-(1) より 1G = 1H = 1K であるから x = 1Hx1K．
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(2) 命題 C.1-(3) より部分群は逆元をとる操作について閉じている．故に

x ∼ Dy =⇒ ∃h ∈ H, ∃k ∈ K, x = hyk

=⇒ y = h−1xk−1

=⇒ y ∼ Dx.

(3) 命題 C.1-(2) より部分群は演算 · について閉じている．故に

x ∼ Dy かつ y ∼ Dz =⇒ ∃h1, h2 ∈ H, ∃k1, k2 ∈ K, x = h1yk1 かつ y = h2zk2

=⇒ x = (h1h2)z(k2k1)

=⇒ x ∼ Dz.

�

定義 C.7: 両側剰余類

命題 C.8において，同値関係 ∼D による G の商集合 G/∼D を H\G/K と書く．H\G/K の元を
H, K による両側剰余類 (double coset) と呼ぶ．x ∈ G の両側剰余類をあからさまに書くと以下の
通り：

HxK =
{
hxk

∣∣ h ∈ H, k ∈ K }

C.1.5 正規部分群

定義 C.6において右剰余類と左剰余類を定義したが，補題 C.1より部分群 H が正規部分群ならば両者は一
致する．そしてこのとき商集合 G/H と H\G が同一視され，自然に群構造が入る．

定義 C.8: 正規部分群

H を G の部分群とする．H が G の正規部分群 (normal subgroup) であるとは，∀g ∈ G, ∀h ∈ H
に対して ghg−1 ∈ H であることを言いa，記号として H C G，あるいは G B H と書く．

a このことを H は内部自己同型 (inner automorphism) の下で不変だ，とか言う

命題 C.9: Ker は正規部分群

G1, G2 を群，φ : G1 → G2 を準同型写像とすると，Kerφ C G1 である．

証明 ∀g ∈ G1, h ∈ Kerφ に対して

φ(ghg−1) = φ(g)φ(h)φ(g−1) = φ(g)φ(g)−1 = 1G2

なので ghg−1 ∈ Kerφ である．i.e. Kerφ C G1 である． �
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補題 C.1:

群 G およびその部分群 N を与える．このとき以下が成り立つ：

N C G ⇐⇒ ∀g ∈ G, gN = Ng

証明 (=⇒)　

• (⊂) 　 ∀x ∈ gN を一つとると，ある n ∈ N が存在して x = gn と書ける．仮定より N C G だから
gng−1 ∈ N である．ゆえに

x = gn = gn(g−1g) = (gng−1)g ∈ Ng．

x ∈ gN は任意だったから gN ⊂ Ng.
• (⊃) 　 g を g−1 に置き換えて同じ議論をすれば良い．

(⇐=)　 ∀g ∈ G, ∀n ∈ N をとる．仮定より ∃n′ ∈ N, gn = n′g が言える．従って

gng−1 = n′gg−1 = n′ ∈ N.

�

定理 C.2: 剰余群

群 G とその正規部分群 N を与える．このとき，左剰余類による商集合（定義 C.6）G/N 上の二項演
算 · : G/N ×G/N → G/N を

gN · hN := (gh)N (C.1.1)

と定義するとこれは well-definedであり，かつ
(
G/N, · , N

)
は群を成す．この群を G の N による

剰余群 (quotient group) と呼ぶ．

証明 well-definedness 　
　要するに式 (C.1.1)の右辺が引数 gN, hN の代表元の取り方によらずに定まることを示せば良い．
∀g, h ∈ G を固定する．このとき左剰余類 gN, hN の勝手な元 x ∈ gN, y ∈ hN は x = gn, y =

hn′ (n, n′ ∈ N) と書ける．故に

xy = (gn)(hn′) = g(hh−1)nhn′ = (gh)(h−1nh)n′

だが，N が G の正規部分群であることにより h−1nh ∈ N が言える．よって xy ∈ (gh)N であり，式
(C.1.1)の右辺が gN, hN の代表元の取り方によらないことが示された．

群であること 　
　演算 · の well-definednessが示されたので，後は群の公理を充していることを確認すれば良い．
単位元 G/N の任意の元は gN の形をしている．このとき

gN ·N = N · gN = (g1G)N = gN

なので 1G/N = N である．
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結合則 G/N の任意の元を 3つとってきて，それらを gN, hN, kN (g, h, k ∈ G) と書く．このとき

gN · (hN · kN) = gN · (hk)N = (ghk)N =
(
(gh)k

)
N = (gh)N · kN = (gN · hN) · kN

なので良い．
逆元 G/N の任意の元を 1 つとってきてそれを gN (g ∈ G) と書く．このとき g−1 ∈ G なので

g−1N ∈ G/N であり，

gN · g−1N = (gg−1)N = N = 1G/N

とわかる．i.e. (gN)−1 = g−1N である．
�

系 C.3: 標準射影と剰余群

群 G とその正規部分群 N を与える．このとき標準射影（定義 1.2）π : G→ G/N, g 7→ gN は G/N

を剰余群だと思うと全射準同型写像になる．また，Kerπ = N である．

証明 Imπ = G/N は π の定義から明らか．
剰余群 G/N の積の定義 (C.1.1)より

π(gh) = (gh)N = gN · hN = π(g) · π(h)

であり，π は準同型である．
剰余群 G/N の単位元は N なので，∀g ∈ G に対して π(g) = gN = 1G/N ⇐⇒ g ∈ N． �

! 系 C.3より，標準射影 π : G� G/N のことを自然な全射準同型と呼ぶ場合がある．

C.1.6 直積・半直積

部分群の「割り算」を定義できたので，ついでに「積」も定義しておこう．まず群 G の部分集合の積が自然
に定まることを見る．以下の定義 C.9は部分群を作っているわけではないので注意．

定義 C.9: 群 G の部分集合の積

S1, S2 を群 (G, · , 1G) の部分集合とするa．集合

S1S2 :=
{
x · y

∣∣ x ∈ S1, y ∈ S2

}
を部分集合の積と呼ぶ．

a 部分群ではない！
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命題 C.10: 部分集合の積が部分群になる必要十分条件

群 (G, · , 1G) とその部分群 H1, H2 を与える．このとき，以下が成り立つ：

(1) H1H2 ⊂ G が G の部分群 ⇐⇒ H1H2 = H2H1

(2) H1 C G かつ H2 C G =⇒ H1H2 C G

証明 (1) (=⇒) H1H2 が G の部分群であると仮定する．H1H2 の勝手な元は x = h1h2 (hi ∈ Hi) と書け
る．このとき仮定より x−1 ∈ H1H2 だが，Hi が部分群なので

x−1 = h−1
2 h−1

1 ∈ H2H1

でもある．よって H1H2 = H2H1.

(⇐=) H1H2 = H2H1 と仮定する．命題 C.1の 2条件を充していることを確認する．
(SG1) Hi が部分群なので 1G = 1G1G ∈ H1H2.

(SG2) H1H2 の勝手な 2つの元は h1h2, k1k2 (hi, ki ∈ Hi) と書ける．仮定より ∃h′1 ∈ H1, ∃k′2 ∈
H2, h2k1 = h′1k

′
2 が成立するから，

(h1h2)(k1k2) = h1(h2k1)k2 = (h1h
′
1)(k

′
2k2) ∈ H1H2.

(SG3) h1h2 ∈ H1H2 を任意にとる．仮定から ∃k′1 ∈ H1, ∃k′2 ∈ H2, h
−1
2 h−1

1 = k′1k
′
2 が成立する

から

(h1h2)
−1 = h′1h

′
2 ∈ H1H2.

(2) 仮定と補題 C.1より ∀g ∈ G に対して gH2 = H2g である．故に

H1H2 =
⋃

h1∈H1

h1H2 =
⋃

h1∈H1

H2h1 = H2H1.

よって (1) から H1H2 は G の部分群である．
h1h2 ∈ H1H2 を任意にとる．仮定より ∀g ∈ G に対して ghig

−1 ∈ Hi である．

g(h1h2)g
−1 = (gh1g

−1)(gh2g
−1) ∈ H1H2.

i.e. H1H2 C G.

�

次に，群の直積集合を群にする方法を定める．

定義 C.10: 群の直積

• G1, G2 を群とする．直積集合 G1 ×G2 に以下のように二項演算 · : G1 ×G2 → G1 ×G2 を
定義すれば，

(
G1 ×G2, · , (1G1

, 1G2
)
)
は群になる：

(g1, g2) · (h1, h2) := (g1h1, g2h2)

•

証明 結合律 G1, G2 それぞれの結合則から明らか．
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単位元 ∀(g1, g2) ∈ G1 ×G2 に対して

(g1, g2) · (1G1 , 1G2) = (g1, g2) = (1G1 , 1G2) · (g1, g2)

逆元 ∀(g1, g2) ∈ G1 ×G2 に対して

(g1, g2) · (g−1
1 , g−1

2 ) = (1G1
, 1G2

) = 1G1×G2

i.e. (g1, g2)
−1 = (g−1

1 , g−1
2 ) である．

�

命題 C.11: 群の直積の特徴付け

(1) G1, G2 を群とし，包含写像 ιi : Gi ↪→ G1 ×G2 (i = 1, 2) を

ι1(g1) := (g1, 1G2
), ι2(g2) := (1G1

, g2)

と定義する．このとき ι1(G1) の元と ι2(G2) の元は互いに可換であり，ιi(Gi) C G1 × G2 が
成り立つ．

(2) G を群，H, K ⊂ G を部分群とする．このとき H C G かつ K C G かつ H ∩K = {1G}
かつ HK = G ならば G ∼= H ×K である．

証明 (1) 可換であることは

(g1, 1G2
)(1G1

, g2) = (g1, g2) = (1G1
, g2)(g1, 1G2

)

より従う．
∀g1 ∈ G1, ∀(h1, h2) ∈ G1 ×G2 をとる．

(h1, h2)ι1(g1)(h1, h2)
−1 = (h1g1h

−1
1 , 1G2

) ∈ ι1(G1)

なので ι1(G1) C G1 ×G2 である．全く同様にして ι2(G2) C G1 ×G2 もわかる．
(2) 写像 φ : H ×K → G を

φ
(
(h, k)

)
:= hk

と定義する．仮定より G = HK だから（部分集合の積）φ は全射．
まず ∀h ∈ H, ∀k ∈ K に対して hk = kh であることを示す．

hk(kh)−1 = (hkh−1)k−1 = h(kh−1k−1)

だが，仮定より K, H C G なので hkh−1 ∈ K, kh−1k−1 ∈ H であり，hk(kh)−1 ∈ K ∩H = {1G}
が言える．i.e. hk = kh.

従って ∀(h, k), (h′, k′) ∈ H ×K に対して

φ
(
(h, k)

)
φ
(
(h′, k′)

)
= h(kh′)k′ = h(h′k)k′ = (hh′)(kk′) = φ

(
(h, k) · (h′, k′)

)
が成り立つから φ は群の準同型である．また，

(h, k) ∈ Kerφ =⇒ hk = 1G =⇒ h = k−1 ∈ H ∩K = {1G}

だから Kerφ = {1G} であり，命題 C.5から φ は単射．よって φ は同型写像である．
�
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最後に群の半直積を定義しておこう．

定義 C.11: 外部半直積

N, H を群とし，φ : H → AutN, h 7→ φh を準同型写像とするa．このとき，集合 N ×H は次の二
項演算 · : N ×H → N ×H に関して群を成す：

(n1, h1) · (n2, h2) :=
(
n1φh1

(n2), h1h2
)

この群
(
N×H, · , (1N , 1H)

)
のことを N, H の（外部）半直積 (semidirect product)と呼び，HnnnφN

または N oooφH と書く．

a AutN は，N から N 自身への同型写像全体の集合に，写像の合成を群の演算として群構造を入れたもので，自己同型
群 (automorphism group) と呼ばれる．

証明 結合律 φ : H → AutN は準同型写像であるから φh1h2 = φ(h1h2) = φ(h1) ◦ φ(h2) = φh1 ◦ φh2 で
ある． (

(n1, h1) · (n2, h2)
)
· (n3, h3) =

(
n1φh1(n2)φh1h2(n3), h1h2h3

)
=
(
n1φh1(n2)φh1

(
φh2(n3)

)
, h1h2h3

)
=
(
n1φh1

(
n2φh2(n3)

)
, h1(h2h3)

)
= (n1, h1) ·

(
n2φh2(n3), h2h3

)
= (n1, h1) ·

(
(n2, h2) · (n3, h3)

)
単位元 φ : H → AutN は準同型写像であるから φ1H = idN である．故に ∀n ∈ N, ∀h ∈ H に対して

(n, h) · (1N , 1H) = (nφh(1N ), h1H) = (n, h) = (1Nφ1H (n), 1Hh) = (1N , 1H) · (n, h)

逆元 φ : H → AutN は準同型写像であるから，命題 C.4より φh−1 = φ(h−1) = φ(h)−1 = φ−1
h である．故

に ∀n ∈ N, ∀h ∈ H に対して

(n, h) ·
(
φh−1(n−1), h−1

)
=
(
nφh

(
φh−1(n−1)

)
, 1H

)
= (nn−1, 1H) = 1NoφH(

φh−1(n−1), h−1
)
· (n, h) =

(
φh−1(n−1)φh−1(n), 1H

)
= (φh−1(n)−1φh−1(n), 1H) = 1NoφH

i.e. (n, h)−1 =
(
φh−1(n−1), h−1

)
.

�

C.1.7 準同型定理

群の準同型写像 φ : G→ H が与えられると，命題 C.9より Kerφ C G であるから G/Kerφ は剰余群 C.2
になる．そして系 C.3 により，G と G/Kerφ は自然に全射準同型 π で結ばれることもわかる．では，群
G/Kerφ と群 H の関係はどうなっているのだろうか？
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定理 C.4: 準同型定理 (第一同型定理)

群の準同型写像 φ : G → H を与える．π : G → G/Kerφ を自然な準同型とする．このとき，図 C.1
が可換図式となるような準同型 ψ : G/Kerφ→ H がただ一つ存在し，ψ : G/Kerφ→ Imφ は同型写
像になる．

G H

G/Kerφ

π

φ

∃!ψ

図 C.1: 準同型定理

証明 N = Kerφ とおく．∀g ∈ G に対して

ψ(gN) := φ(g) (C.1.2)

と定義する．
∀x ∈ gN はある n ∈ N = Kerφ を使って x = gn と書くことができるから

ψ(xN) = φ(x) = φ(gn) = φ(g)φ(n) = φ(g)1G = ψ(gN)

が成立する．i.e. (C.1.2)によって定義される写像 ψ : G/N → H は well-definedである．

ψ は準同型写像で，図 C.1は可換図式である 　
∀g, h ∈ G に対して

ψ
(
(gN)(hN)

)
= ψ

(
(gh)N

)
= φ(gh) = φ(g)φ(h) = ψ(gN)ψ(hN)

であるから ψ は準同型写像．
また，定義 (C.1.2)から明らかに写像の等式として ψ ◦ π = φ が成り立つ．i.e. 図 C.1は可換図式で
ある．

ψ は単射である 　
∀g ∈ G に対して

ψ(gN) = 1H =⇒ φ(g) = 1H ⇐⇒ g ∈ Kerφ = N

なので Kerψ = {N} とわかる．N = 1G/N なので，命題 C.4から ψ は単射である．
Imψ = Imφ である 　

∀g ∈ G に対して φ(g) = ψ(gN) なので Imφ ⊂ Imψ．G/N の勝手な元は gN (g ∈ G) の形をして
いるので ψ(gN) = φ(g) であり，Imψ ⊂ Imφ とわかる．よって Imψ = Imφ である．ψ は単射だか
ら ψ : G/N → Imφ は全単射であり，G/N ∼= Imφ が言える．

ψ は一意的に定まる 　
図 C.1 が可換図式であるとき， i.e. ψ ◦ π = φ が成り立つとき，∀x = gN ∈ G/N に対して
ψ(x) = ψ(gN) = (ψ ◦ π)(g) = φ(g) として値が定まり，定義 (C.1.2)と一致する．従って ψ は一意に
定まる．
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�

定理 C.5: 準同型定理 (第二同型定理)

G を群，H を G の部分群，N を G の正規部分群とするとき，次が成り立つ：

(1) H ∩N C H

(2) HN/N ∼=H/H ∩N

証明 写像 φ : H → HN/N, h 7→ hN/N は剰余群への自然な全射準同型と同様に well-definedな準同型写像
である．
∀y ∈ HN/N に対して

∃h ∈ H, ∃n ∈ N, y = (hn)N = hN = φ(h)

が成立するから Imφ = HN/N である．また，h ∈ H に対して

φ(h) = 1HN/N ⇐⇒ hN = N =⇒ h ∈ H ∩N

だから Kerφ = H ∩N である．

(1) 命題 prop.kergroup− 1 より H ∩N C H である．
(2) 準同型定理（第一同型定理）C.17より，φ によって HN/N ∼= H/H ∩N である．

�

定理 C.6: 準同型定理 (第三同型定理)

G を群，N ⊂M を G の正規部分群とするとき，次が成り立つ：

(G/N)/(M/N) ∼= G/M

証明 ∀x ∈ G, ∀y ∈ N をとる．N ⊂M なので (xy)M = xM である．従って，写像 φ : G/N → G/M を

φ(xN) := xM

とおくと φ は well-definedな準同型写像である．
また，x ∈ G に対して

φ(xN) = 1G/M ⇐⇒ xM =M =⇒ x ∈M

だから Kerφ =M/N である．よって準同型定理（第一同型定理）C.17を使うことで (G/N)/(M/N) ∼= G/M

がわかる． �

C.2 群の作用
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定義 C.12: 群の作用

G を群，X を集合とする．

• G の X への左作用 (left action) とは写像

φ : G×X → X, (g, x) 7→ φ(g, x)

であって以下の性質を充たすものを言う：
(1) φ(1G, x) = x

(2) φ
(
g, φ(h, x)

)
= φ(gh, x)

• G の X への右作用 (right action) とは写像

φ : X ×G→ X, (x, g) 7→ φ(x, g)

であって以下の性質を充たすものを言う：
(1) φ(x, 1G) = x

(2) φ
(
φ(x, h), g

)
= φ(hg, x)

! よく左作用 φ は g · x, gx := φ(g, x) と略記される．右作用 φ は x · g, xg, xg := φ(g, x) などと略記
される．

命題 C.12:

群 G が集合 X に左（右）から作用するとする．∀g ∈ G を一つ固定すると，写像

α : X → X, x 7→ g · x

は全単射になる．

証明 左作用 ∀x ∈ X に対して y := g · x とおく．

g−1 · (g · x) = (g−1g) · x = 1G · x = x = g−1 · y

なので写像 β : X → X, x 7→ g−1 · x が α の逆写像である．
右作用 左作用のときとほぼ同様に y := x · g とおくと，

(x · g) · g−1 = x · (gg−1) = x · 1G = y · g−1

であることから，α−1 の逆写像の存在が示される．
�

C.2.1 種々の作用
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定義 C.13: 剰余群への自然な作用

H を群 G の部分群とする．このとき ∀g, ∀xH ∈ G/H に対して

g · (xH) := (gx)H (C.2.1)

と定義すれば G の G/H への左作用が得られる．これをG の G/H への自然な作用と呼ぶ．
同様に ∀g, ∀Hx ∈ H\G に対して

(Hx) · g := H(xg)

と定義すれば G の H\G への右作用が得られる．これも自然な作用と呼ぶ．

証明 well-definednessを確認する．実際 xH の勝手な元 y は h ∈ H を使って y = xh と書かれるから

gy = gxh ∈ (gx)H

であり，式 (C.2.1)の右辺は剰余類 xH の代表元の取り方によらない．右作用に関しても同様である． �

定義 C.14: 随伴作用

G を群とし，∀g ∈ G をとる．このとき，写像 Ad(g) : G→ G を

Ad(g)(h) := ghg−1, ∀h ∈ G

と定義すれば，Ad: G×G→ G は G の G 自身への左作用になる．これを随伴作用a (adjoint action)
と呼ぶ．

a 共役作用 (conjugation) とも言う．

証明 定義 C.12の 2条件を充していることを確認する．

(1) Ad(1G)(h) = h より明らか．
(2) ∀g1, g2 ∈ G に対して

Ad(g1g2)(h) = (g1g2)h(g1g2)
−1 = g1(g2hg

−1
2 )g−1

1 = Ad
(
g1
)(
Ad(g2)(h)

)
よりよい．

�

C.2.2 群の作用に関する諸定義

以下，断らなければ作用は左作用であるとする．
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定義 C.15: 軌道，等質空間，安定化群

群 G が集合 X に作用するとする．

(1) x ∈ X に対して，集合 G · x :=
{
g · x

∣∣ g ∈ G} を x の G による軌道 (orbit) と呼ぶ．
(2) x ∈ X に対して，集合 Gx :=

{
g ∈ G

∣∣ g · x = x
}
を x の安定化群 (stabilizer subgroup) と

呼ぶ．
(3) ∃x ∈ X, G · x = X であるとき，この作用は推移的a (transitive) であると言う．このとき X

は G の等質空間 (homogeneous space) であると言う．
(4) ∀x ∈ X, Gx = {1G} であるとき，この作用は自由b (free) であると言う．
(5) ∃x ∈ X, Gx = {1G} であるとき，この作用は効果的c (effective) であると言う．

a 可移と言うこともある．
b 半正則 (semiregular) とも言う．
c 忠実 (faithful) とも言う．

命題 C.13:

群 G が X に作用するとする．∀x ∈ X を一つ固定する．このとき写像

α : G/Gx → G · x, gGx 7→ g · x

は全単射である．従って

|G · x| = (G : Gx).

証明 gGx の勝手な元 h は g1 ∈ Gx を用いて h = gg1 と書かれるから h · x = (gg1) · x = g · (g1 · x) = g · x
であり，α は well-definedである．
∀g1, g2 ∈ G をとる．

g1 · x = g2 · x ⇐⇒ (g−1
2 g1) · x = x

⇐⇒ g−1
2 g1 ∈ Gx

⇐⇒ g1 ∈ g2Gx
=⇒ g1Gx = g2Gx

だから α は単射である．全射性は明らか． �

定義 C.16: 正規化群，中心化群

H を群 G の部分群とする．

(1) G の部分群 NG(H) :=
{
g ∈ G

∣∣ gHg−1 = H
}
を H の正規化群 (normalizer) と呼ぶ．

(2) G の部分群 ZG(H) :=
{
g ∈ G

∣∣ ∀h ∈ H, gh = hg
}
を H の中心化群 (centralizer) と呼ぶ．

(3) Z(G) := ZG(G) を G の中心 (center) と呼ぶ．

324



定義 C.17: 共役類

群 G の元 x, y に対して

∃g ∈ G, y = gxg−1

が成り立つとき，x と y は共役であると言うa．x と共役である元全体の集合を C(x) と書き，共役類
(conjugacy class) と呼ぶ．

a 共役は明らかに同値関係である．

C.3 環

公理 C.1: 環の公理

• R を集合とする．環 (ring) とは，R と写像

+: R×R→ R, (a, b) 7→ a+ b

· : R×R→ R, (a, b) 7→ a · b

の組 (R, +, · ) であって，∀a, b, c ∈ R に対して以下を充たすもののことを言う：
(R1) (R, + , 0) は可換群である
(R2) (a · b) · c = a · (b · c)
(R3) a · (b+ c) = a · b+ a · c, (a+ b) · c = a · c+ b · c
(R4) ∃1 ∈ R, a · 1 = 1 · a = a

(R2)-(R4) は，R が乗法 · に関してモノイドであることを意味する．
• 環 (R, +, · ) が以下の条件を充たすとき，R を可換環 (commutative ring) という：

(R5) a · b = b · a
• 可換環 (R, +, · ) において，∀a ∈ R \ {0} が乗法 · に関して逆元を持つとき，R は体 (field) と
呼ばれる．

定義 C.18: 単元

環 (R, +, · ) を与える．

• a ∈ R が乗法 · に関して逆元を持つとき，a は可逆元または単元と呼ばれる．
• R の単元全体の集合を R× と書く．組 (R×, ·, 1R) を R の乗法群という．

!
　 (R4) を除いたものを環と呼ぶ流儀もある．このときは，(R1)-(R4) を充たすものを単位元を持つ
環 (unital ring, ring with unity) と呼ぶ．
　さらに珍しい（古い？）が，(R1), (R3) のみを環の公理とする場合もある．これが Lie「環」と呼
ばれる所以である．
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定義 C.19: 環の準同型・同型

(R1, +, · ), (R2, +, ∗ ) を環とする．

• 写像 φ : R1 → R2 が以下の条件を充たすとき，φ は環の準同型写像 (homomorphism) と呼ば
れる：
(1) φ(x+ y) = φ(x) + φ(y)

(2) φ(x · y) = φ(x) ∗ φ(y)
(3) φ(1R1

) = 1R2

• φ : R1 → R2 が環の準同型写像で逆写像 φ−1 を持ち，φ−1 もまた環の準同型写像であるとき，
φ は同型写像 (isomorphism) であると言う．このことを記号として R1

∼= R2 と書く．

いちいち (R, +, · ) と書くのは面倒なので，以下では環 R と略記する．

定義 C.20: 整域・零因子

R を零環でない可換環とする．

(1) R が整域 (domain) であるとは，次が成立することを言う：

∀a, b ∈ R \ {0}, ab 6= 0

(2) a ∈ R が以下の条件を充たすとき，a は零因子 (zero-divisor) であると言う：

∃b ∈ R \ {0}, ab = 0

i.e. R が整域であるとは，零因子が 0 のみであること．

C.3.1 部分環

定義 C.21: 部分環

R を環とする．R の部分集合 S が R の加法と乗法により環になり，かつ 1R ∈ S ならば，S を R の
部分環 (subring)，R を S の拡大環と呼ぶ．

命題 C.14: 部分環の判定

R を環，S ⊂ R を部分集合とする．S が部分環であるための必要十分条件は，次の条件が成り立つこ
とである：

(SR1) S は加法に関して部分群である
(SR2) a, b ∈ S =⇒ ab ∈ S
(SR3) 1R ∈ S
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命題 C.15: 整域の部分環は整域

R が整域，S が R の部分環ならば，S も整域である．

証明 a, b ∈ S \ {0} ならば a, b は R の元としても 0 でない．故に R は整域だから R の元として ab 6= 0 で
ある．部分環 S は R と加法逆元 0 および乗法を共有するから，S の元としても ab 6= 0 である．i.e. S は整
域である． �

定義 C.22: 核・像

φ : R1 → R2 を環の準同型写像とする．

(1) φ の核 (kernel) を次のように定義する：

Kerφ :=
{
x ∈ R1

∣∣ φ(x) = 0R2

}
⊂ R1

Kerφ は R1 のイデアルであり，かつ Kerφ 6= A である．
(2) φ の像 (image) を次のように定義する：

Imφ :=
{
φ(x)

∣∣ x ∈ R1

}
⊂ R2

Imφ は R2 の部分環である．

証明 (1) φ は加法準同型なので，命題 C.4から Kerφ は R1 の加法部分群である．
ここで a ∈ R, x ∈ Kerφ を任意にとると

φ(ax) = φ(a)φ(x) = φ(a)0R2
= 0R2

なので ax ∈ Kerφ である．以上より Kerφ は R1 のイデアルである．
また，φ(1R1) = 1R2 6= 0R2 なので 1R1 /∈ Kerφ である．よって Kerφ 6= A．

(2) 命題 C.14の 3条件を確認する．
(SR1) φ は加法準同型なので，命題 C.4から Imφ は加法部分群．
(SR2)

a, b ∈ Imφ =⇒ ∃x, y ∈ R1, a = φ(x), b = φ(y) =⇒ ab = φ(x)φ(y) = φ(xy) ∈ Imφ

(SR3) φ の定義から明らか．
�

命題 C.16: 環準同型の単射性判定

環準同型写像 φ : R1 → R2 に対して以下が成立する：

φ が単射 ⇐⇒ Kerφ = {0R1}

証明 (=⇒) 　 φ が単射であるとする．命題 C.3-(1) より 0R1
∈ Kerφ だから，仮定より

x ∈ Kerφ =⇒ φ(x) = φ(0R1) = 0R2 =⇒ x = 0R1
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(⇐=) 　 Kerφ = {0R1
} とする．このとき命題 C.3-(2) より，∀x, y ∈ R1 に対して

φ(x) = φ(y) =⇒ φ(x)− φ(y) = φ(x) + φ(−y) = φ(x− y) = 0R2

=⇒ x− y ∈ Kerφ =⇒ x = y

i.e. φ は単射． �

C.3.2 イデアル

環において正規部分群に対応するものがイデアルである．

定義 C.23: イデアル

R を環，I を R の部分集合とする．

(1) I が以下を充たすとき，I は左イデアル (left ideal) と呼ばれる：
（a）I は R の加法部分群
（b）∀a ∈ R, ∀x ∈ I, ax ∈ I

(2) I が以下を充たすとき，I は右イデアル (right ideal) と呼ばれる：
（a）I は R の加法部分群
（b）∀a ∈ R, ∀x ∈ I, xa ∈ I

I が左イデアルかつ右イデアルのとき，両側イデアル (two-sided ideal) と言う．R が可換環のときは
左右の区別はなく，単にイデアル (ideal) と言う．

{0}, R は明らかに両側イデアルである．これらを自明なイデアルと呼ぶ．

定義 C.24: イデアルの生成

R を環とする．

• 任意の添字集合 Λ を与える．部分集合 S :=
{
sλ
}
λ∈Λ
⊂ R を含む最小の左イデアル{∑

λ∈Λ

aλsλ

∣∣∣∣∣ aλ ∈ R, 有限個の添字 i1, ..., in を除いた
全ての添字 λ∈Λ について aλ=0

}

は S で生成された R の左イデアルと呼ばれ，記号として
∑
λ∈Λ

Rsλ と書かれる．

• S を含む最小の右イデアル{∑
λ∈Λ

sλaλ

∣∣∣∣∣ aλ ∈ R, 有限個の添字 i1, ..., in を除いた
全ての添字 λ∈Λ について aλ=0

}

は S で生成された R の右イデアルと呼ばれ，記号として
∑
λ∈Λ

sλR と書かれる．

328



• S を含む最小の両側イデアル{∑
λ∈Λ

aλsλbλ

∣∣∣∣∣ aλ, bλ ∈ R, 有限個の添字 i1, ..., in を除いた
全ての添字 λ∈Λ について aλ=0

}

は S で生成された R の両側イデアルと呼ばれ，記号として
∑
λ∈Λ

RsλR と書かれる．

• Λ = {1, . . . , n} のとき，S の生成する最小の左（resp. 右，両側）イデアルは Rs1 + · · ·+
Rsn

(
resp. s1R+ · · ·+ snR, (s1, . . . , sn)

)
と書かれる．特に R が可換環の場合，これはa

有限生成なイデアル (finitly generated ideal) と呼ばれる．
• 1 つの元 s ∈ R で生成される可換環 R のイデアルを単項イデアル (principal ideal) と言い，

(s) と書く．

a もちろん，R が可換環ならば左・右・両側イデアルの定義は互いに同値である．この場合，有限生成なイデアルの記号と
して (s1, . . . , sn) を使うことが多いように思う．

定義 C.25: イデアルの和・積

R を環，I, J ⊂ R を左（右）イデアルとする．

(1) I, J の和を次のように定義する：

I + J :=
{
x+ y

∣∣ x ∈ I, y ∈ J }
I + J は左（右）イデアルである．

(2) I, J の積を次のように定義する：

IJ :=
{
x1y1 + · · ·+ xnyn

∣∣ n ∈ N, xi ∈ I, yi ∈ J
}

IJ は左（右）イデアルである．

定理 C.7: 剰余環

環 R とその自明でない両側イデアル I を与える．このとき，加法に関する剰余類a全体の集合 R/I の
上の 2つの二項演算 +, · : R/I ×R/I → R/I を

(x+ I) + (y + I) := (x+ y) + I

(x+ I) · (y + I) := (xy) + I

と定義するとこれらは well-definedであり，かつ (R/I, +, · ) は環を成す．この環を R の I による
剰余環 (quotient ring) と言う．

a + に関して可換群なので，左・右剰余類の区別はない．

! R が可換環ならば，その剰余環も可換環になる．

証明 加法に関する well-definednessおよび可換群であることは，定理 C.2より即座に従う．
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well-definedness 　乗法に関して示す．
剰余類剰余類 x+ I, y + I の勝手な元は x′ = x+ a, , y′ = y + b (a, b ∈ I) とかける．故に

x′y′ = (x+ a)(y + b) = xy + xb+ ay + ab

であるが，I が R の両側イデアルであることにより xb, ay, ab ∈ I が言える．従って x′y′ ∈ (xy) + I

であり，乗法の定義は剰余類の代表元の取り方に依らない．
環であること 　環の公理を充していることを確認すれば良い．

(R1) 定理 C.2より従う．零元 0R/I = I である．
(R2) R の結合律より従う．
(R3) R の分配律より従う．
(R4) 乗法単位元は 1R/I = 1 + I である．

�

系 C.8: 剰余環への自然な全射準同型

環 R とその両側イデアル I を与える．このとき標準射影（定義 1.2）π : R → R/I, x 7→ x + I は
R/I を剰余環と見做すと全射準同型写像になる．また，Kerπ = I である．π のことを自然な全射準
同型と呼ぶ．

証明 加法 + に関しては剰余群の全射準同型の場合と同様．後は定義 C.19-(2), (3) の成立を確かめれば良い．
剰余環の乗法の定義より，∀x, y ∈ R に対して

π(xy) = (xy) + I = (x+ I) · (y + I) = π(x) · π(y)

だから乗法を保存する．乗法単位元に関しては

π(1R) = 1R + I = 1R/I .

従って π は環の準同型である． �

定義 C.26: 単項イデアル整域

任意のイデアルが単項イデアルである整域を単項イデアル整域 (principal ideal domain; PID) と
呼ぶ．

C.3.3 準同型定理

定理 C.9: 環の準同型定理 (第一同型定理)

環の準同型写像 φ : R→ S を与える．π : R→ R/Kerφ を自然な準同型とする．このとき，図 C.1が
可換図式となるような準同型 ψ : R/Kerφ→ S がただ一つ存在し，ψ : R/Kerφ→ Imφ は同型写像
になる．
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R/Kerφ

π

φ

∃!ψ

図 C.2: 環の準同型定理

証明 群の準同型定理により，ψ が加法群の準同型として一意的に存在し，Imφ への加法群の同型となる．
よって環の準同型の定義から，後は ψ が積を保つことを示せば良い．
I := Kerφ とおく．R/I の勝手な 2つの元は x+ I, y + I (x, y ∈ R) と書ける．φ = ψ ◦ π は環の準同型

なので，

ψ(x+ I)ψ(y + I) =
(
ψ ◦ π(x)

)(
ψ ◦ π(y)

)
= φ(x)φ(y) = φ(xy) = ψ(xy + I).

従って，ψ は環の準同型． �

定理 C.10: 環の準同型定理 (第三同型定理)

R を環，I ⊂ J を自明でない両側イデアルとするとき，次が成り立つ：

(1) 環の準同型 φ : R/I → R/J であって，φ(x+ I) = x+ J となるものが存在する．
(2) (R/I)/(J/I) ∼= R/J

C.3.4 環の直積

定義 C.27: 環の直積

R1, . . . , Rnを環とする．直積集合R := R1×· · ·×Rnの上に加法+: R×R→ Rと乗法 · : R×R→ R

を次のように定めると，組 (R, +, · ) は環になる．この環を R1, . . . , Rn の直積と呼ぶ：

(a1, . . . , an) + (b1, . . . , bn) := (a1 + b1, . . . , an + bn),

(a1, . . . , an) · (b1, . . . , bn) := (a1b1, . . . , anbn)

C.3.5 中国式剰余定理

定理 C.11: 中国式剰余定理

m, n 6= 0 が互いに素な整数ならば以下が成り立つ：

Z/mnZ ∼= Z/mZ× Z/nZ

証明 写像 φ : Z/mnZ ∼= Z/mZ× Z/nZ を

φ(x+mnZ) := (x+mZ, x+ nZ)

と定義する．明らかに φ は環の準同型写像である．
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well-definedness 　
∀y ∈ x+mnZ は a ∈ Z を使って y = x+mna と書ける．従って y ∈ x+mZ かつ y ∈ x+ nZ で
あり，φ の定義は剰余類 x+mnZ の代表元の取り方によらない．

φ は全単射 　
|Z/mnZ| = |Z/mZ× Z/nZ| = mn <∞ だから，補題 D.2より φ が全射であることを示せば十分．
∀(x+mZ, y + nZ) ∈ Z/mZ× Z/nZ をとる．仮定より m, n が互いに素なので，Z が単項イデアル
整域であることから ma+ nb = 1 を充たす a, b ∈ Z が存在する．従って z := may + nbx とおくと，

z = may + (1−ma)x = x+ma(y − x) = (1− nb)y + nbx = y + nb(x− y)

が成立する．i.e. z ∈ x+mZ かつ z ∈ y + nZ であり，

(x+mZ, y + nZ) = φ(z +mnZ) ∈ Imφ

が言えた．

�

系 C.12: 古典的な中国式剰余定理

m, n 6= 0 を互いに素な整数とする．ma+nb = 1 を充たす整数 a, b ∈ Z をとる．このとき ∀x, y ∈ Z
に対して z :=may+ nbx とおけば，

z ≡ x mod m,

z ≡ y mod n

が成り立つ．

証明 定理 C.11の証明から即座に従う． �

より一般化すると次のようになる：

定理 C.13: 可換環における中国式剰余定理

R を可換環，I1, . . . , In ( R を両側イデアルとする．イデアルの和に関して

i 6= j =⇒ Ii + Ij = R

が充たされているaとき，以下が成立する：

(1) 1 ≤ ∀i ≤ n, Ii +
∏
j 6=i

Ij = R

(2) I1 ∩ · · · ∩ In =

n∏
i=1

Ij

(3) R/(I1 ∩ · · · ∩ In) ∼= R/I1 × · · · ×R/In

a このことを，イデアル I1, . . . , In は互いに素であると言う．
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証明 (1) i = 1 とする．I1 + (I2I3 · · · In) は R のイデアルだから，I1 + (I2I3 · · · In) ⊃ R を示せばよい．
仮定より 2 ≤ ∀i ≤ n に対して

∃xi ∈ I1, ∃yi ∈ Ii, xi + yi = 1

である．このとき

(x2 + y2)(x3 + y3) · · · (xn + yn) = 1

であるが，左辺を展開すると y2y3 · · · yn ∈ I2I3 · · · In かつそれ以外の項は I1 の元である．よって
1 ∈ I1 + (I2I3 · · · In) であるが，イデアルの定義から a ∈ R =⇒ a = a1 ∈ I1 + (I2I3 · · · In) がわ
かる．

(2) 　 n ≥ 2 に関する数学的帰納法により示す．
　 n = 2 のとき，I1I2 ⊂ I1 ∩ I2 は明らか．仮定より x+ y = 1 を充たす x ∈ I1, y ∈ I2 が存在する．
従って

a ∈ I1 ∩ I2 =⇒ a = ax+ ay

だが，a ∈ I2 かつ R が可換環であることから ax ∈ I1I2 であり，a ∈ I1 であることから ay ∈ I1I2
である．よって a ∈ I1I2 が言えた．
　 n− 1 まで成り立っているとすると，帰納法の仮定は

I1 ∩ · · · ∩ In−1 = I1I2 · · · In−1.

(1)より (I1 · · · In−1) + In = R なので，n = 2 の場合の証明から

I1 ∩ · · · ∩ In−1 ∩ In = (I1 · · · In−1) ∩ In = I1 · · · In−1In.

(3) 　 n ≥ 2 に関する数学的帰納法により示す．
　 n = 2 のとき，準同型写像 φ : R→ R/I1 ×R/I2 を

φ(a) :=
(
(a+ I1), (a+ I2)

)
で定義する．

a ∈ Kerφ ⇐⇒ φ(a) = (I1, I2) ⇐⇒ a ∈ I1 かつ a ∈ I2

なので Kerφ = I1 ∩ I2 である．
　 ∀c ∈ R/I1 × R/I2 は a, b ∈ R を使って c = (a + I1, b + I2) と書ける．ここで仮定より，ある
x ∈ I1, y ∈ I2 が存在して x+ y = 1 を充たすから，z := ay + bx とおくと

z = a+ (b− a)x ∈ a+ I1, z = b+ (a− b)y ∈ b+ I2

である．i.e. c = φ(z) であり，Imφ = R/I1 ×R/I2 がわかった．従って，環準同型定理より

R/(I1 ∩ I2) ∼= R/I1 ×R/I2

が示された．
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　 n− 1 まで成り立っているとすると，帰納法の仮定は

R/I1 ∩ · · · ∩ In−1
∼= R/I1 × · · · ×R/In−1.

J := I1I2 · · · In−1 とおく．(2)より J = I1 ∩ · · · ∩ In−1 である．よって (1)からある x ∈ J, y ∈ In
が存在して x+ y = 1 を充たすので，n = 2 の場合の証明をそのまま適用することができて，

R/(I1 ∩ · · · ∩ In) = R/(J ∩ In) ∼= R/J ×R/In
= R/(I1 ∩ · · · ∩ n−1)×R/In
∼= R/I1 × · · · ×R/In.

�

系 C.14:

定理 C.13の条件が成立しているとき，任意の整数 a1, . . . , an に対して

R/(Ia11 ∩ · · · ∩ Iann ) ∼= R/Ia11 × · · · ×R/Iann

証明 イデアル I, J が互いに素であるとき，x ∈ I, y ∈ J であって x+ y = 1 を充たすものを取ることがで
きる．このとき，∀a, b ∈ Z に対して

(x+ y)a+b = 1

であるが，左辺を展開して出現する項は全て Ia に属するか Jb に属するかのどちらかである．i.e. 1 ∈ Ia+Jb

であるから，Ia + Jb = R である． �

C.4 加群

公理 C.2: 加群の公理

• R を環とする．左 R 加群 (left R-module) とは，可換群 (M, +, 0) と写像a

· : R×M →M, (a, x) 7→ a · x

の組 (M, +, · ) であって，∀x, x1, x2 ∈ M, ∀a, b ∈ R に対して以下を充たすもののことを
言う：
(LM1) a · (b · x) = (ab) · x
(LM2) (a+ b) · x = a · x+ b · x
(LM3) a · (x1 + x2) = a · x1 + a · x2
(LM4) 1 · x = x

ただし，1 ∈ R は環 R の乗法単位元である．
• R を環とする．右 R 加群 (left R-module) とは，可換群 (M, +, 0) と写像

· : M ×R→M, (x, a) 7→ x · a

の組 (M, +, · ) であって，∀x, x1, x2 ∈ M, ∀a, b ∈ R に対して以下を充たすもののことを
言う：
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(RM1) (x · b) · a = x · (ba)
(RM2) x · (a+ b) = x · a+ x · b
(RM3) (x1 + x2) · a = x1 · a+ x2 · a
(RM4) x · 1 = x

• R, S を環とする．(R, S) 両側加群 ((R, S)-bimodule) とは，可換群 (M, +, 0) と写像

·L : R×M →M, (a, x) 7→ a · Lx
·R : M ×R→M, (x, a) 7→ x · Ra

の組 (M, +, ·L , ·R ) であって，∀x ∈ M, ∀a ∈ R, ∀b ∈ S に対して以下を充たすもののこと
を言う：
(BM1) 左スカラー乗法 ·L に関して M は左 R 加群になる
(BM2) 右スカラー乗法 ·R に関して M は右 S 加群になる
(BM3) (a · Lx) · Rb = a · L(x · Rb)

a この写像 · はスカラー乗法 (scalar multiplication) と呼ばれる．

R が可換環の場合，(LM1) と (RM1) が同値になるので，左 R 加群と右 R 加群の概念は同値になる．こ
れを単にR 加群 (R-module) と呼ぶ．
R が体の場合，R 加群のことを R-ベクトル空間と呼ぶ．

! 以下では，なんの断りもなければ R 加群と言って左 R 加群を意味する．

定義 C.28: 部分加群

R を環，M を R 加群とする．部分集合 N ⊂M が M の演算によって R 加群になるとき，N を M

の部分加群 (submodule) と呼ぶ．

命題 C.17: 部分加群の判定法

N が部分加群であることと次の条件が成り立つことは同値である：

(SM1) N は + に関して M の部分群
(SM2) a ∈ R, n ∈ N =⇒ an ∈ N

定義 C.29: 部分加群の共通部分・和

M を R 加群，N1, N2 をその部分加群とする．このとき，以下の二つの集合は部分加群になる：

(1) N1 ∩N2

(2) N1 +N2 :=
{
x+ y

∣∣ x ∈ N1, y ∈ N2

}
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C.4.1 加群の生成

定義 C.30: 線形独立

M を R 加群，S = {x1, . . . , xn} を M の有限部分集合とする．

(1) S が線形従属であるとは，

∃a1, . . . , an ∈ Rn s.t. ∃i ∈ {1, . . . , n}, ai 6= 0, a1x1 + · · · anxn = 0

が成り立つことを言う．
(2) S が線形従属でないとき，S は線形独立 (linearly independent) であると言う．∅ は線形独立
であると見做す．

(3) 与えられた S に対して

a1x1 + · · · anxn, ai ∈ R

の形をした R の元を S の線型結合 (linear combination) と呼ぶ．0 は空集合の線形結合と見
做す．

定義 C.31: 加群の生成

M を左 R 加群，Λ を任意の添字集合とする．任意の部分集合 S :=
{
xλ
}
λ∈Λ
⊂ R を与える．

• S の任意の有限部分集合が定義 C.30 の意味で一次独立であるとき，S は一次独立であると
言う．

•

M =

{∑
λ∈Λ

aλxλ

∣∣∣∣∣ aλ ∈ R, 有限個の添字 i1, ..., in を除いた
全ての添字 λ∈Λ について aλ=0

}

が成り立つとき，S は M を張る，または生成する (generate) と言い，S のことを M の生成
系 (generator) と呼ぶ．
特に Λ = {1, . . . , n} のとき，M はR上有限生成な加群 (finitely generated) と呼ばれる．

• S が一次独立で，かつ M を生成するとき，S を M の基底 (basis) と言う．

命題 C.18: 部分加群の生成

M を左 R 加群，Λ を任意の添字集合とする．部分集合 S :=
{
xλ
}
λ∈Λ
⊂ R を与える．このとき，

集合

〈S〉 :=

{∑
λ∈Λ

aλxλ

∣∣∣∣∣ aλ ∈ R, 有限個の添字 i1, ..., in を除いた
全ての添字 λ∈Λ について aλ=0

}
⊂M

は M の部分加群になる．

証明 命題 C.17の 2条件を充していることを確認する．
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(SM1) 加法単位元 0 は空集合の線型結合と見做すので 0 ∈ 〈S〉 である．
和，逆元について閉じていること 〈S〉 の勝手な 2つの元 u, v は ai, bi ∈ R, xi, yi ∈ S によって

u = a1x1 + · · ·+ anxn, v = b1y1 + · · ·+ bnyn (m, n <∞)

と書ける．よって u± v ∈ 〈S〉 である．
(SM2) c ∈ R ならば，∀v = a1x1 + · · ·+ anxn ∈ 〈S〉 に対して

cv = (ca1)x1 + · · ·+ (can)xn ∈ 〈S〉 .

�

定義 C.32:

〈S〉 のことを S によって生成された部分加群と呼ぶ．〈S〉 のことを
∑
x∈S

Ax とも書く．Λ = {1, . . . , n}

のときは 〈x1, . . . , xn〉，あるいは Ax1 + · · ·+Axn とも書く．

! R のイデアルがイデアルとして有限生成であることは，R 加群として有限生成であることと同値で
ある．

C.4.2 加群の準同型

定義 C.33: 加群の準同型

M1, M2 を環 R 上の加群とする．

• 写像 f : M1 →M2 が ∀a ∈ R ∀x ∈M1 に対して以下の条件を充たすとき，f はR加群の準同
型であると言われる．
(1) f は加法 + に関して可換群の準同型である
(2) f(ax) = af(x)

R加群の準同型全体の集合を HomR(M1, M2) と書く．
• 写像 f : M1 → M2 が R 加群の準同型であり，逆写像が存在してそれも R 加群の準同型であ
るとき，f を R 加群の同型と呼び，M ∼= N と書く．

R が体または斜体のとき，R 加群の準同型のことを線型写像と呼ぶ．

命題 C.19: HomR 加群

R を可換群とする．このとき，HomR (M1, M2) の上の加法 +，スカラー乗法 · を次のように定め
ると，組

(
HomR (M1, M2), +, ·

)
は左 R 加群になる：

(1) ∀x ∈M1, (f + g)(x) := f(x) + g(x)

(2) ∀a ∈ R, ∀x ∈M1, (af)(x) := af(x)

証明 命題 C.17の 2条件を充たしていることを確かめる．
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(SM1) + に関して命題 C.3の 3条件を確認する．
(SG1) 零写像を 0 とすると，明らかに 0 ∈ HomR (M1, M2) である．
(SG2)

f, g ∈ HomR (M1, M2)

=⇒ ∀a ∈ R, ∀x, y ∈M1,

(f + g)(x+ y) = f(x) + g(x) + f(y) + g(y) = (f + g)(x) + (f + g)(y),

(f + g)(ax) = f(ax) + g(ax) =
(
a(f + g)

)
(x)

=⇒ f + g ∈ HomR (M1, M2)

ただし，赤文字の部分で Rが + について可換群であることを使った．
(SG3)

f ∈ HomR (M1, M2)

=⇒ ∀a ∈ R, ∀x, y ∈M1,

(−f)(x+ y) = −f(x+ y) = (−f)(x) + (−f)(y),
(−f)(ax) = −f(ax) =

(
a(−f)

)
(x)

=⇒ − f ∈ HomR (M1, M2)

(SM2) Rが可換環なので

r ∈ R, f ∈ HomR (M1, M2)

=⇒ ∀a ∈ R, ∀x, y ∈M1,

(rf)(x+ y) = rf(x+ y) = (rf)(x) + (rf)(y),

(rf)(ax) = raf(x) = arf(x) =
(
a(rf)

)
(x)

=⇒ af ∈ HomR (M1, M2)

である．

�

C.4.3 剰余加群

M を R 加群，N ⊂M を部分加群とする．M は + に関して可換群なので N は + に関して正規部分群で
あり，剰余群 M/N が定義できる．さらにスカラー乗法 · : R ×M/N → M/N を上手く定義すれば M/N

が左 R 加群になる：
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定理 C.15: 剰余加群

左 R 加群 M とその部分加群 N を与える．このとき，加法に関する剰余類a全体の集合 M/N の上の
2つの二項演算 +: M/N ×M/N →M/N, · : R×M/N →M/N を

(x+N) + (y +N) := (x+ y) +N

a · (x+N) := (ax) +N

と定義するとこれらは well-definedであり，かつ (M/N, +, · ) は R 加群をなす．この環を M の
N による剰余加群 (quotient module) と言う．

a + に関して可換群なので，左・右剰余類の区別はない．

証明 加法に関する well-definednessおよび可換群であることは，定理 C.2より即座に従う．

well-definedness 加法に関する well-definednessは定理 C.2より従う．スカラー乗法に関して示す．
剰余類剰余類 x+N の勝手な元は x′ = x+ n (n ∈ N) とかける．故に ∀a ∈ R に対して

ax′ = a(x+ n) = ax+ an

であるが，N が M の部分加群であることにより an ∈ N が言える．従って ax′ ∈ (ax) +N であり，
乗法の定義は剰余類の代表元の取り方に依らない．

R 加群であること 左 R 加群の公理を充していることを確認すれば良い．
(LM1) a ·

(
b · (x+N)

)
= a ·

(
(bx) +N

)
= (abx) +N = (ab) · (x+N)

(LM2) (a+ b) · (x+N) =
(
ax+ bx

)
+N = a · (x+N) + b · (x+N)

(LM3) a ·
(
(x+N) + (y +N)

)
=
(
a(x+ y)

)
+N = (ax+ ay) +N = a · (x+N) + a · (y +N)

(LM4) 1R · (x+N) = (1Rx) +N = x+N

�

系 C.16: 剰余加群への自然な全射準同型

R 加群 M とその部分加群 N を与える．このとき標準射影（定義 1.2）π : M → N/I, x 7→ x+N は
M/N を剰余加群と見做すと全射準同型写像になる．また，Kerπ = N である．π のことを自然な全
射準同型と呼ぶ．

証明 加法 + に関しては剰余群の全射準同型の場合と同様．後は定義 C.33-(2) の成立を確かめれば良い．
実際，剰余加群のスカラー乗法の定義より ∀a ∈ R, ∀x ∈M に対して

π(ax) = (ax) + I = a · (x+N) = a · π(x)

だから良い． �
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定義 C.34: 核・像・余核

f : M → N を R 加群の準同型とする．

(1) Ker f :=
{
x ∈M

∣∣ f(x) = 0
}
を f の核 (kernel)，

(2) Im f :=
{
f(x)

∣∣ x ∈M }
を f の像 (image)，

(3) Coker f := N/ Im f を余核 (cokernel) と呼ぶ．

命題 C.20:

加群の準同型写像 f : M → N を与える．Ker f, Im f はそれぞれ M, N の部分 R 加群であり，
Coker f は R 加群である．

証明 Kerf ⊂M は部分 R 加群 　
命題 C.17の 2条件を充たしていることを確かめる．加法に関する群準同型の性質から f(0M ) = 0N が
従う．加群の準同型の定義から

x, y ∈ Ker f =⇒ f(x+ y) = f(x) + f(y) = 0, f(−x) = −f(x) = 0

=⇒ x+ y, −x ∈ Ker f

より + に関して部分群であるとわかった（条件 (SM1)），

∀a ∈ R, ∀x ∈ Ker f, f(ax) = af(x) = a0 = 0 =⇒ ax ∈ Ker f

より条件 (SM2)も充たす．
Imf ⊂N は部分 R 加群 　

命題 C.17の 2条件を充たしていることを確かめる．まず，0N = f(0M ) である．

f(x), f(y) ∈ Im f =⇒ f(x) + f(y) = f(x+ y), −f(x) = f(−x)
=⇒ 0, f(x) + f(y), −f(x) ∈ Im f

より + に関して部分群であるとわかる（条件 (SM1)），

∀a ∈ R, ∀f(x) ∈ Im f, af(x) = f(ax) ∈ Im f

より条件 (SM2)も充たす．
Cokerf は R 加群 　

Im f が部分加群とわかったので，定理 C.15から Coker f も R 加群である．
�

C.4.4 準同型定理

群，環の準同型定理（定理 C.17，定理 C.9）と同様に加群の準同型定理も成り立つ．証明はほとんど同じな
ので省略する．
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定理 C.17: 加群の準同型定理 (第一同型定理)

R加群の準同型写像 φ : M → N を与える．π : M →M/Kerφを自然な全射準同型とする．このとき，
図 C.3が可換図式となるような準同型 ψ : M/Kerφ → N がただ一つ存在し，ψ : M/Kerφ → Imφ

は同型写像になる．

M N

M/Kerφ

π

φ

∃!ψ

図 C.3: 加群の準同型定理

定理 C.18: 環の準同型定理 (第二，第三同型定理)

M を R 加群，N1, N2 を部分加群とする．

(1) (N1 +N2)/N2
∼=N1/N1 ∩N2

(2) N1 ⊂ N2 ならば (M/N1)/(N2/N1) ∼=M/N2

C.5 直積・直和・自由加群

R を環，Λ を任意の添字集合とする．∀λ ∈ Λ に対応して R 加群 Mλ が与えられているとする．R 加群の
族
{
(Mλ, +, · )

}
λ∈Λ

の集合としての直積は∏
λ∈Λ

Mλ =
{
(xλ)λ∈Λ

∣∣ ∀λ ∈ Λ, xλ ∈Mλ

}
と書かれるのだった．

定義 C.35: 加群の直積・直和

Λ,
{
(Mλ, +, · )

}
λ∈Λ

を上述の通りにとる．

(1) 集合
∏
λ∈Λ

Mλ の上の加法 + およびスカラー乗法 · を次のように定めると，組

(∏
λ∈Λ

Mλ, +, ·

)
は左 R 加群になる．これを加群の族

{
(Mλ, +, · )

}
λ∈Λ

の直積 (direct product) と呼ぶ：

+:
∏
λ∈Λ

Mλ ×
∏
λ∈Λ

Mλ →
∏
λ∈Λ

Mλ,
(
(xλ)λ∈Λ, (yλ)λ∈Λ

)
7→ (xλ + yλ)λ∈Λ

· : R×
∏
λ∈Λ

Mλ →
∏
λ∈Λ

Mλ,
(
a, (xλ)λ∈Λ

)
7→ (a · xλ)λ∈Λ

添字集合 Λ が有限集合 {1, . . . , n} であるときは

M1 ×M2 × · · · ×Mn
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とも書く．

(2) 加群の直積

(∏
λ∈Λ

Mλ, +, ·

)
を与えると，次のように定義される部分集合

⊕
λ∈Λ

Mλ は部分 R

加群をなす．これを加群の族
{
(Mλ, +, · )

}
λ∈Λ

の直和 (direct sum) と呼ぶ：

⊕
λ∈Λ

Mλ :=

{
(xλ)λ∈Λ ∈

∏
λ∈Λ

Mλ

∣∣∣∣∣ 有限個の添字 i1, ..., in∈Λ を除いた
全ての添字 λ∈Λ について xλ=0

}

添字集合 Λ が有限集合 {1, . . . , n} であるときは

M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mn

とも書く．

!
添字集合 Λ が有限のときは R 加群として

∏
λ∈Λ

Mλ
∼=
⊕
λ∈Λ

Mλ である．Λ が無限集合の時は，包含写像⊕
λ∈Λ

Mλ ↪→
∏
λ∈Λ

Mλ によって準同型であるが，同型とは限らない．

定義 C.36: 標準射影，標準包含

加群の族
{
(Mλ, +, · )

}
λ∈Λ

を与える．

(1) 各添字 µ ∈ Λ に対して，次のように定義される写像 πµ :
∏
λ∈Λ

Mλ → Mµ のことを標準射影

(canonical projection) と呼ぶ：

πµ
(
(xλ)λ∈Λ

)
:= xµ

(2) 各添字 µ ∈ Λ に対して，次のように定義される写像 ιµ : Mµ ↪→
⊕
λ∈Λ

Mλ のことを標準包含

(canonical inclusion) と呼ぶ：

ιµ(x) := (yλ)λ∈Λ,
w/ yλ :=

{
x, : λ = µ

0. : otherwise

加群の族をいちいち
{
(Mλ, +, · )

}
λ∈Λ

と書くと煩雑なので，以降では省略して
{
Mλ

}
λ∈Λ

と書くことに
する．

C.5.1 普遍性

核，余核，直積，直和の普遍性による特徴付けを行う．これらは全て左 R 加群の圏 R-Mod における極限，
余極限である．
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命題 C.21: 核・余核の普遍性

左 R 加群の準同型写像 f : M −→ M ′ を与える．また i : Ker f ↪→ M, x 7→ x を標準的包含，
p : M ′ � Coker f, x 7→ x+Coker f を標準的射影とする．このとき以下が成り立つ：

(核の普遍性) 任意の左 R 加群 N に対して，写像

i∗ : HomR (N, Ker f) −→
{
g ∈ HomR (N, M)

∣∣ f ◦ g = 0
}
,

h 7−→ i ◦ h

は well-definedな全単射である．i.e. f ◦ g = 0 を充たす任意の g ∈ HomR (N, M) に対して，
ある h ∈ HomR (N, Ker f) が一意的に存在して図式 C.4aを可換にする．

(余核の普遍性) 任意の左 R 加群 N に対して，写像

p∗ : HomR (Coker f, N) −→
{
g ∈ HomR (M ′, N)

∣∣ g ◦ f = 0
}
, h 7−→ h ◦ p

は well-definedな全単射である．i.e. g ◦ f = 0 を充たす任意の g ∈ HomR (M ′, N) に対して，
ある h ∈ HomR (Coker f, N) が一意的に存在して図式 C.4bを可換にする．

Ker f M M ′

∀N

i
f

0

∃!h
g

(a) 核の普遍性

M M ′ Coker f

∀N

f

0

p

g
∃!h

(b) 余核の普遍性

証明 (1) well-definedness 核の定義により f ◦ i = 0 だから，∀h ∈ HomR (N, Ker f), f ◦
(
i∗(h)

)
=

(f ◦ i) ◦ h = 0．
全単射であること ∀g ∈

{
g ∈ HomR (N, M)

∣∣ f ◦ g = 0
}
をとる．このとき ∀x ∈ N に対して

f
(
g(x)

)
= 0 ⇐⇒ g(x) ∈ Ker f なので，写像

h : N −→ Ker f, x 7−→ g(x)

は well-definedかつ g = i ◦ h ∈ Im i∗ が成り立つ．i.e. i∗ は全射．
また，h, h′ ∈ HomR (N, Ker f) に対して

i∗(h) = i∗(h
′) ⇐⇒ i ◦ h = i ◦ h′ =⇒ ∀x ∈ N, i

(
h(x)

)
= i
(
h′(x)

)
だが，i は単射なので ∀x ∈ N, h(x) = h′(x) ⇐⇒ h = h′ が成り立つ．i.e. i∗ は単射．

(2) well-definedness 余核の定義により p ◦ f = 0 だから，∀h ∈ HomR (Coker f, N), p∗(h) ◦ f =

h ◦ (p ◦ f) = 0．
全単射であること ∀g ∈

{
g ∈ HomR (M ′, N)

∣∣ g ◦ f = 0
}
をとる．このとき ∀x′ ∈ x+ Coker f は

ある y ∈M を用いて x′ = x+ f(y) と書けるから

g(x′) = g(x) + (g ◦ f)(y) = g(x) ∈ N
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が成り立つ．したがって写像

h : Coker f −→ N, x+ Im f 7−→ g(x)

は well-definedであり，かつ g = h ◦ p ∈ Im p∗ が成り立つ．i.e. p∗ は全射．
また，h, h′ ∈ HomR (Coker f, N) に対して

p∗(h) = p∗(h′) =⇒ h ◦ p = h′ ◦ p

が成り立つが，p は全射なので h = h′ が言える．i.e. p∗ は単射．
�

【例 C.5.1】商加群の普遍性

左 R 加群 M と，その任意の部分加群 N ⊂ M を与える．包含準同型 i : N −→ M, x 7−→ x の余核
の普遍性の図式は

N M ′ Coker i =M/N

∀N

i

0

p

f
∃!f

のようになる．すなわち，任意の左 R 加群 N と，f ◦ i = 0 を充たす任意の準同型写像 f : M −→ N

に対して，ある f : M/N −→ N が一意的に存在して可換図式

M ∀N

M/N

p

f

∃!f̄

が成り立つということである．f ◦ i = 0 は N ⊂ Ker f と同値なので，次の命題が示されたことに
なる：

命題 C.22: 商加群の普遍性

M, L を左 R 加群，f : M −→ L を準同型とする．部分加群 N ⊂M が

N ⊂ Ker f

を充たすならば，準同型 f̄ : M/N −→ L であって標準的射影

p : M −→M/N, x 7−→ x+N

に対して図式C.5を可換にするようなものが一意に存在する．このような準同型 f̄ : M/N → L

を f : M → L によって M/N 上に誘導される準同型 (induced homomorphism) と呼ぶ．
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M L

M/N

p

f

∃!f̄

図 C.5: 商加群の普遍性

命題 C.23: 直積・直和の普遍性

任意の添字集合 Λ，および加群の族
{
Mλ

}
λ∈Λ

を与える．添字 µ ∈ Λ に対する標準射影，標準包含を
それぞれ πµ, ιµ と書く．

(1) 任意の左 R 加群 N に対して，写像

HomR

(
N,

∏
λ∈Λ

Mλ

)
−→

∏
λ∈Λ

HomR (N, Mλ)

∈ ∈
f 7−→

{
πλ ◦ f

}
λ∈Λ

は全単射である． i.e. 任意の左 R 加群 N ，および任意の左 R 加群の準同型写像の族{
fλ : N → Mλ

}
λ∈Λ

に対して，∀λ ∈ Λ, πµ ◦ f = fλ を充たす準同型写像 f : N →
∏
λ∈Λ

Mλ

が一意的に存在する（図式 C.6a）．
(2) 任意の左 R 加群 N に対して，写像

HomR

(⊕
λ∈Λ

Mλ, N

)
−→

∏
λ∈Λ

HomR (Mλ, N)

∈ ∈

f 7−→
{
f ◦ ιλ

}
λ∈Λ

は全単射である． i.e. 任意の左 R 加群 N ，および任意の左 R 加群の準同型写像の族{
fλ : Mλ → N

}
λ∈Λ

に対して，∀λ ∈ Λ, f ◦ ιλ = fλ を充たす準同型写像 f :
⊕
λ∈Λ

Mλ → N が

一意的に存在する（図式 C.6b）．

N
∏
λ∈Λ

Mλ

Mλ

∃!f

fλ πλ

(a) 直積の普遍性

Mλ

⊕
λ∈Λ

Mλ

N

ιλ

fλ ∃!f

(b) 直和の普遍性
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証明 (1) 存在 　左 R 加群の準同型写像の族
{
fλ : N →Mλ

}
λ∈Λ

が与えられたとき，写像 f を

f : N →
∏
λ∈Λ

Mλ, x 7→
(
fλ(x)

)
λ∈Λ

と定義する．このとき ∀µ ∈ Λ, ∀x ∈ N に対して

(πµ ◦ f)(x) = fµ(x)

なので図 C.6aは可換図式になる．
一意性 　図 C.6a を可換図式にする別の準同型写像 g : N →

∏
λ∈Λ

Mλ が存在したとする．このとき

∀x ∈ N, ∀λ ∈ Λ に対して

πλ
(
g(x)

)
= fλ(x) = πλ

(
f(x)

)
なので f(x) = g(x) となる．i.e. f は一意である．

(2) 存在 　左 R 加群の準同型写像の族
{
fλ : Mλ → N

}
λ∈Λ

が与えられたとき，写像 f を

f :
⊕
λ∈Λ

Mλ → N, (xλ)λ∈Λ 7→
∑
λ∈Λ

fλ(xλ)

と定義する．右辺は有限和なので意味を持つ．
このとき ∀µ ∈ Λ, ∀x ∈Mµ に対して

f
(
ιµ(x)

)
= fµ(xµ) +

∑
λ6=µ

fλ(0) = fµ(xµ)

なので図 C.6bは可換図式になる．
一意性 　図 C.6b を可換図式にする別の準同型写像 g :

⊕
λ∈Λ

Mλ → N が存在したとする．このとき

∀(xλ)λ∈Λ ∈
⊕

λ∈Λ に対して

g
(
(xλ)λ∈Λ

)
= g

(∑
λ∈Λ

ιλ(xλ)

)
=
∑
λ∈Λ

g
(
ιλ(xλ)

)
=
∑
λ∈Λ

fλ(xλ) = f
(
(xλ)λ∈Λ

)
なので f = g となる．i.e. f は一意である．

�

C.5.2 自由加群

Λ を集合，M を左 R 加群とする．左 R 加群の族
{
Mλ

}
λ∈Λ

に対して，∀λ ∈ Λ, Mλ =M が成り立つとき

MΛ :=
∏
λ∈Λ

Mλ, M⊕Λ :=
⊕
λ∈Λ

Mλ

と書く．得に Λ = {1, . . . , n} のとき Mn, M⊕n と書くが，Mn ∼=M⊕n である．
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定義 C.37: 自由加群

• ある集合 Λ に対して，左 R 加群 M が R 上の自由加群 (free module) であるとは，以下を充
たすことを言う：

M ∼= R⊕Λ =
⊕
λ∈Λ

R

• R⊕Λ の元を ∑
λ∈Λ

aλλ
w/ aλ ∈ R は有限個を除いて 0

と書き，Λ の元の，R を係数とする形式的な線型結合 (formal linear combination) という．
• 自由加群 R⊕Λ の元のうち，第 λ ∈ Λ 成分のみが 1 ∈ R で他が全て 0 ∈ R であるようなもの
を ∀λ ∈ Λ について集めた族 {

ιλ(1)
}
λ∈Λ
⊂ R⊕Λ

は R⊕Λ の基底 (basis) である．

命題 C.24: 基底を持つ R 加群は自由加群

R 加群 M が基底 S を持てば

M ∼= R⊕S

である．

C.6 ベクトル空間

K を体とする．このとき K 加群のことを体 K 上のベクトル空間と呼び，K 加群の準同型写像のことを線
型写像と呼ぶのだった．
線型写像 f : V −→W の核，像，余核は左 R 加群の核，像，余核と全く同様に

Ker f :=
{
v ∈ V

∣∣ f(v) = 0
}
,

Im f :=
{
f(v) ∈W

∣∣ v ∈ V },
Coker f :=W/ Im f

として定義される．Ker f, Im f がそれぞれ V, W の部分ベクトル空間であることは，左 R 加群の場合と全
く同じ議論によって示される．

C.6.1 階数・退化次数の定理
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V, W を有限次元 K ベクトル空間とし，線型写像 T : V −→ W を与える． V, W の基底
{e1, . . . , edimV }, {f1, . . . , fdimW } をとり，

T (eµ) = T νµfν

のように左辺を展開したときに得られる行列 T 1
1 · · · T 1

dimV

...
. . .

...
T dimW

1 · · · T dimW
dimV


は基底 {e1, . . . , edimV }, {f1, . . . , fdimW } に関する T の表現表列と呼ばれる．∀v = vνeν ∈ V に対して

T (v) = T (vνeν) = vνT (eν) = vνTµνfµ

と書けるので，成分表示だけを見ると T はその表現行列を左から掛けることに相当する： T 1
1 · · · T 1

dimV

...
. . .

...
T dimW

1 · · · T dimW
dimV


 v1

...
vdimV


定義 C.38: 線型写像の階数

ImT の次元のことを T の階数 (rank) と呼び，rankT と書く．

命題 C.25: 表現行列の標準形

V, W を有限次元ベクトル空間とし，任意の線型写像 T : V −→W を与える．このとき V, W の基底
であって，T の表現行列を [

IrankT 0
0 0

]
の形にするものが存在する．

証明 ImT の基底 {f1, . . . , frankT } および KerT の基底 {k1, . . .kdim(KerT )} を勝手にとる．像の定義から，
1 ≤ ∀µ ≤ rankT に対して eµ ∈ V が存在して fµ = T (eµ) を充たす．
まず e1, . . . , erankT , k1, . . . , kdim(KerT ) が V の基底を成すことを示す．

線型独立性

rankT∑
µ=1

aµeµ +

dim(KerT )∑
ν=1

bνkν = 0

を仮定する．左辺に T を作用させることで

rankT∑
µ=1

aµfµ = 0
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がわかるが，f1, . . . , frankT は ImT の基底なので線型独立であり，1 ≤ ∀µ ≤ rankT に対して aµ = 0

が言える．故に仮定から

dim(KerT )∑
ν=1

bνkν = 0

であるが，k1, . . . , kdim(KerT ) は KerT の基底なので線型独立であり，1 ≤ ∀ν ≤ dim(KerT ) に対し
て bν = 0 が言える．i.e. e1, . . . , erankT , k1, . . . , kdim(KerT ) は線型独立である．

V を生成すること ∀v ∈ V を 1つとる．このとき T (v) ∈ ImT なので

T (v) =

rankT∑
µ=1

vµfµ

と展開できる．ここでw :=
∑rankT
µ=1 vµeµ ∈ V とおくと，T (v) = T (w) が成り立つが，T が線型写像

であることから T (v −w) = 0 ⇐⇒ v −w ∈ KerT が言えて

v −w =

dim(KerT )∑
ν=1

wνkν

と展開できる．従って

v = w + (v −w) =

rankT∑
µ=1

vµeµ +

dim(KerT )∑
ν=1

wνkν

であり，e1, . . . , erankT , k1, . . . , kdim(KerT ) は V を生成する．

f1, . . . , frankT と線型独立な dimW − rankT 個のベクトル f̃rankT+1, . . . , f̃dimW をとると，

• V の基底 {e1, . . . , erankT , k1, . . . , kdim(KerT )}
• W の基底 {f1, . . . , frankT , f̃rankT+1, . . . , f̃dimW }

に関する T の表現行列は [
IrankT 0

0 0

]
になる． �

系 C.19: 階数・退化次数の定理（有限次元）

V, W を有限次元ベクトル空間とし，任意の線型写像 T : V −→W を与える．このとき

dimV = dim(ImT ) + dim(KerT )

が成り立つ．

証明 命題 C.25の証明より従う． �

系 C.19から便利な補題がいくつか従う：
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補題 C.2: 有限次元ベクトル空間に関する小定理集

V, W を有限次元ベクトル空間とし，任意の線型写像 T : V −→ W を与える．このとき以下が成り
立つ：

(1) rankT ≤ dimV. 特に rankT = dimV ⇐⇒ T は単射
(2) rankT ≤ dimW. 特に rankT = dimW ⇐⇒ T は全射
(3) dimV = dimW かつ T が単射 =⇒ T は同型写像
(4) dimV = dimW かつ T が全射 =⇒ T は同型写像

証明 (1) 系 C.19より

dimV = rankT + dim(KerT ) ≥ rankT

が成り立つ．特に命題 C.9 から T が単射 ⇐⇒ KerT = 0 ⇐⇒ dim(KerT ) = 0 ⇐⇒ rankT =

dimV が従う．
(2) rankの定義より rankT ≤ dimW は明らか．特に次元の等しい有限次元ベクトル空間は同型なので，

T が全射 ⇐⇒ ImT ∼=W ⇐⇒ dim(ImT ) = rankT = dimW が言える．
(3) dimV = dimW かつ T が単射とする．T が単射なので (1) より rankT = dimV = dimW が従い，

(2) より T は全射でもある．
(4) dimV = dimW かつ T が全射とする．T が全射なので (2) より rankT = dimW = dimV が従い，

(1) より T は単射でもある．
�

C.6.2 分裂補題と射影的加群

実は，系 C.19は有限次元でなくとも成り立つ．それどころか，左 R 加群の場合の分裂補題に一般化される．

補題 C.3: 分裂補題

左 R 加群の短完全列

0 −→M1
i1−→M

p2−→M2 −→ 0 (C.6.1)

が与えられたとする．このとき，以下の二つは同値である：

(1) 左 R 加群の準同型 i2 : M2 −→M であって p2 ◦ i2 = 1M2
を充たすものが存在する

(2) 左 R 加群の準同型 p1 : M −→M1 であって p1 ◦ i1 = 1M1
を充たすものが存在する

証明 (1) =⇒ (2) 写像

p′1 : M −→M, x 7−→ x− i2
(
p2(x)

)
を定義すると，

p2
(
p′1(x)

)
= p2(x)− ((p2 ◦ i2) ◦ p2)(x) = p2(x)− p2(x) = 0
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が成り立つ．従って，(C.6.1)が完全列であることを使うと p′1(x) ∈ Ker p2 = Im i1 である．さらに i1

が単射であることから

∃!y ∈M1, p
′
1(x) = i1(y)

が成り立つ．ここで写像

p1 : M −→M1, x 7−→ y

を定義するとこれは準同型写像であり，∀x ∈M1 に対して

p′1
(
i1(x)

)
= i1(x)− (i2 ◦ (p2 ◦ i1))(x) = i1(x)

が成り立つ*1ことから

(p1 ◦ i1)(x) = x

とわかる．i.e. p1 ◦ i1 = 1M1

(1) ⇐= (2) (C.6.1) は完全列であるから M2 = Ker 0 = Im p2 である．従って ∀x ∈ M2 = Im p2 に対し
て，x = p2(y) を充たす y ∈M が存在する．ここで写像

i2 : M2 −→M, x 7−→ y − i1
(
p1(y)

)
は well-definedである．x = p2(y

′) を充たす勝手な元 y′ ∈M をとってきたとき，p2(y− y′) = 0 より
y − y′ ∈ Ker p2 = Im i1 だから，i1 の単射性から

∃!z ∈M1, y − y′ = i1(z)

が成り立ち，このとき(
y − i1

(
p1(y)

))
−
(
y′ − i1

(
p1(y

′)
))

= i1(z)− (i1 ◦ (p1 ◦ i1))(z) = i1(z)− i1(z) = 0

とわかるからである．i2 は準同型写像であり，∀x ∈M2 に対して

(p2 ◦ i2)(x) = p2(y)− ((p2 ◦ i1) ◦ p1)(y) = p2(y) = x

なので p2 ◦ i2 = 1M2
．

�

系 C.20:

左 R 加群の短完全列

0 −→M1
i1−→M

p2−→M2 −→ 0

が補題 C.3の条件を充たすならば

M ∼=M1 ⊕M2

*1 (C.6.1)が完全列であるため，p2 ◦ i1 = 0
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証明 補題 C.3の条件 (1) が満たされているとする．このとき補題 C.3証明から ∀x ∈M に対して

i1
(
p1(x)

)
= p′1(x) = x− i2

(
p2(x)

)
⇐⇒ i1

(
p1(x)

)
+ i2

(
p2(x)

)
= x

また，完全列の定義から p2
(
i1(x)

)
= 0 であるから ∀x ∈M2 に対して

p′1
(
i2(x)

)
= i2(x)− ((i2 ◦ p2) ◦ i2)(x) = 0 = i1(0)

であり，結局 p1
(
i2(x)

)
= 0 とわかる．

ここで準同型写像

f : M1 ⊕M2 −→M, (x, y) 7−→ i1(x) + i2(y),

g : M −→M1 ⊕M2, x 7−→
(
p1(x), p2(x)

)
を定めると

(g ◦ f)(x, y) =
(
p1(i1(x)) + p1(i2(y)), p2(i1(x)) + p2(i2(x))

)
= (x, y),

(f ◦ g)(x) = i1(p1(x)) + i2(p2(x)) = x

なので f, g は同型写像． �

定義 C.39: 分裂

左 R 加群の短完全列

0 −→M1
i1−→M

p2−→M2 −→ 0

が分裂 (split) するとは，補題 C.3の条件を充たすことをいう．

定義 C.40: 射影的加群

左 R 加群 P が射影的加群 (projective module)であるとは，任意の左 R 加群の全射準同型 f : M −→
N および任意の準同型写像 g : P −→ N に対し，左 R 加群の準同型写像 h : P −→ M であって
f ◦ h = g を充たすものが存在することを言う（図式 C.7）．

P

M N

g
∃h
f

図 C.7: 射影的加群

命題 C.26:

左 R 加群の完全列

0 −→ L
f−→M

g−→ N −→ 0

は，N が射影的加群ならば分裂する．
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証明 射影的加群の定義において P = N とすることで，左 R 加群の準同型写像 s : N −→ M であって
g ◦ s = 1N を充たすものが存在する． �

命題 C.27: 射影的加群の直和

左 R 加群の族
{
Pλ
}
λ∈Λ

に対して以下の 2つは同値：

(1) ∀λ ∈ Λ に対して Pλ が射影的加群
(2)

⊕
λ∈Λ

Pλ が射影的加群

証明 標準的包含を ιλ : Pλ ↪→
⊕

λ∈Λ Pλ と書く．

(1)=⇒(2) 仮定より，∀λ ∈ λ に対して，任意の全射準同型写像 f : M −→ N および任意の準同型写像
g :
⊕

λ∈Λ Pλ −→ N に対して，準同型写像 hλ : Pλ −→ M であって f ◦ hλ = g ◦ ιλ を充たすものが
存在する．従って直和の普遍性より準同型写像

h :
⊕
λ∈Λ

Pλ −→M

であって f ◦ hλ = h ◦ ιλ を充たすものが一意的に存在する．このとき

(f ◦ h) ◦ ιλ = f ◦ hλ = g ◦ ιλ

であるから，h の一意性から f ◦ h = g．
(1)⇐=(2) λ ∈ Λを一つ固定し，任意の全射準同型写像 f : M −→ N および任意の準同型写像 g : Pλ −→M

を与える．直和の普遍性より準同型写像

h :
⊕
λ∈Λ

Pλ −→ N

であって h ◦ ιλ = g（∀µ ∈ Λ \ {λ}, h ◦ ιλ = 0）を充たすものが一意的に存在する．さらに仮定より，
準同型写像

α :
⊕
λ∈Λ

−→M

であって f ◦ α = h を充たすものが存在する．このとき

f ◦ (α ◦ ιλ) = h ◦ ιλ = g

なので β := h ◦ ιλ とおけば良い．

�

系 C.21: 自由加群は射影的加群

環 R 上の自由加群は射影的加群である

証明 R が射影的加群であることを示せば命題 C.27より従う．
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左 R 加群の全射準同型写像と準同型写像 f : M −→ N, g : R −→ N を任意に与える．このときある
x ∈ M が存在して f(x) = g(1) となる．この x に対して準同型写像 h : R −→ M, a 7−→ ax を定めると，
∀a ∈ R に対して

f
(
h(a)

)
= f(ax) = af(x) = ag(1) = g(a)

が成り立つので f ◦ h = g となる． �

V, W を任意の（有限次元とは限らない）K ベクトル空間，T : V −→W を任意の線型写像とする．

i1 : KerT −→ V, v 7−→ v,

p2 : V −→ ImT, v 7−→ T (v),

と定めると，i1 は単射，p2 は全射で，かつ p2 ◦ i1 = 0 が成り立つ．よって VecK の図式

0 −→ KerT
i1−→ V

p2−→ ImT −→ 0 (C.6.2)

は短完全列だが，ImT はベクトル空間なので自由加群であり，系 C.21より射影的加群でもある．従って命題
C.26より短完全列 (C.6.2)は分裂し，系 C.20から

V ∼= ImT ⊕KerT

が言える．

定理 C.22: 階数・退化次数の定理

V, W をベクトル空間とし，任意の線型写像 T : V −→W を与える．このとき

dimV = dim(ImT ) + dim(KerT )

が成り立つ．
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付録 D

小技集

この章では，これまでに登場した種々の定理の証明に使われる数学の小技を紹介する．

D.1 集合と写像の関係

補題 D.1: 集合論の小定理集

f : X → Y を写像とする．また，Λ, M を任意の添字集合とし，U, Uλ ⊂ X (λ ∈ Λ)，V, Vµ ⊂ Y (µ ∈
M) とする．

(1)

f

(⋃
λ∈Λ

Uλ

)
=
⋃
λ∈Λ

f(Uλ)

(2)

f

(⋂
λ∈Λ

Uλ

)
⊂
⋂
λ∈Λ

f(Uλ)

(3)

f−1

( ⋃
µ∈M

Vµ

)
=
⋃
µ∈M

f−1(Vµ)

(4)

f−1

( ⋂
µ∈M

Vµ

)
=
⋂
µ∈M

f−1(Vµ)

(5)

f−1
(
V c
)
=
(
f−1(V )

)c
(6)

f
(
f−1(V )

)
= V ∩ f(X)
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(7)

f−1
(
f(U)

)
⊃ U

(8)

f(X) \ f(U) ⊂ f(U c)

(9) 以下の 4つは互いに同値である：
（a）任意の集合族

{
Uλ
}
λ∈Λ
⊂ 2X に対して

f

(⋂
λ∈Λ

Uλ

)
=
⋂
λ∈Λ

f(Uλ)

（b）

∀U ∈ 2X , f−1
(
f(U)

)
= U

（c）

∀U ∈ 2X , f(X) \ f(U) = f(U c)

（d）f は単射
(10) 以下の 2つは同値である：
（a）

∀V ∈ 2Y , f
(
f−1(V )

)
= V

（b）f は全射

証明 (1) (⊂) :

y ∈ f

(⋃
λ∈Λ

Uλ

)
=⇒ ∃x ∈

⋃
λ∈Λ

Uλ, f(x) = y =⇒ ∃α ∈ Λ, y ∈ f(Uα) ⊂
⋃
λ∈Λ

f(Uλ).

(⊃) :

y ∈
⋃
λ∈Λ

f(Uλ) =⇒ ∃α ∈ Λ, y ∈ f(Uα) =⇒ y ∈ f

(⋃
λ∈Λ

Uλ

)
(2)

y ∈ f

(⋂
λ∈Λ

Uλ

)
⇐⇒ ∃x ∈

⋂
λ∈Λ

Uλ, y = f(x) =⇒ ∀α ∈ Λ, y ∈ f(Uα) ⇐⇒
⋂
λ∈Λ

f(Uλ).

(3) (⊂) :

x ∈ f−1

( ⋃
µ∈M

Vµ

)
=⇒ f(x) ∈

⋃
µ∈M

Vµ =⇒ ∃α ∈M, f(x) ∈ Vα ⊂
⋃
µ∈M

f−1(Vµ).
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(⊃) :

x ∈
⋃
µ∈M

f−1
(
Vµ
)

=⇒ ∃α ∈M, x ∈ f−1(Vα) =⇒ x ∈ f−1

( ⋃
µ∈M

f−1(Vµ)

)
.

(4) (⊂) :

x ∈ f−1

( ⋂
µ∈M

Vµ

)
=⇒ f(x) ∈

⋂
µ∈M

Vµ =⇒ ∀α ∈M, f(x) ∈ Vµ =⇒ x ∈
⋂
µ∈M

f−1(Vµ).

(⊃) :

x ∈
⋂
µ∈M

f−1

(
Vµ

)
=⇒ ∀α ∈M, f(x) ∈ Vα =⇒ f(x) ∈

⋂
µ∈M

Vµ =⇒ x ∈ f−1

( ⋂
µ∈M

Vµ

)
.

(5)

x ∈ f−1
(
Y \ V

)
⇐⇒ f(x) ∈ Y かつ f(x) /∈ V ⇐⇒ x ∈ f−1(Y ) \ f−1(V )

(6)

y ∈ f
(
f−1(V )

)
⇐⇒ ∃x ∈ f−1(V ), y = f(x)

⇐⇒ ∃x ∈ U, f(x) ∈ V かつ y = f(x)

⇐⇒ y ∈ V かつ y ∈ f(X)

(7)

x ∈ U =⇒ f(x) ∈ f(U) ⇐⇒ x ∈ f−1
(
f(U)

)
(8)

y ∈ f(X) かつ y /∈ f(U) ⇐⇒
(
∃x ∈ X, y = f(x)

)
かつ

(
∀u ∈ U, y 6= f(u)

)
=⇒ ∃x ∈ X \ U, y = f(x) (D.1.1)
⇐⇒ y ∈ f(U c)

(9) (d) =⇒ (c) :

　 f が単射なら (8) の証明中の命題 (D.1.1)が

∃!x ∈ X \ U, y = f(x)

になり*1，=⇒ の逆も成り立つ．
(c) =⇒ (b) :

　仮定より，∀x ∈ X に対して

f(x) ∈ f(U) = f
(
(X \ U)c

)
=⇒ f(x) /∈ f(X \ U) =⇒ x ∈ U

*1 ∃! は「ただ一つ存在する」の意味である．
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が成り立つ．i.e. (7) の証明において =⇒ の逆も成り立つ．
(b) =⇒ (a) :

y ∈
⋂
λ∈Λ

f(Uλ) ⇐⇒ ∃x ∈ X, α ∈ Λ, ∃xα ∈ Uα, y = f(xα).

ここで ∀α, β ∈ Λ をとり，一点集合 {xα}, {xβ} ∈ 2X に対して (b) を使うと

{xα} = f−1
(
f({xα})

)
= f−1({y}) = f−1

(
f({xβ})

)
= {xβ}

がわかる．i.e. ∀α, β ∈ Λ, xα = xβ . ゆえに (2) の証明における =⇒ の逆も成り立つ．
(a) =⇒ (d) :

　 f(x1) = f(x2) = y とする．(a) から

f({x1} ∩ {x2}) = f({x1}) ∩ f({x2}) = {y} 6= ∅

だから {x1} ∩ {x2} 6= ∅ でなくてはならない．i.e. x1 = x2.

(10) (6) より，∀V ∈ 2Y に対して

f
(
f−1(V )

)
= V ⇐⇒ V = V ∩ f(X) ⇐⇒ V ⊂ f(X) (D.1.2)

が成り立つ．
(=⇒) :

　仮定 (a)と命題 (D.1.2)より Y ⊂ f(X).一方 f が写像であることから f(X) ⊂ Y であり，f(X) = Y

がわかる．
(⇐=) :

　仮定 (b) より f(X) = Y であるから，∀V ∈ 2Y に対して V ⊂ f(X) が成り立つ．従って命題
(D.1.2)を使うことができて，(a) が成立する．

�

補題 D.2: 有限集合上の単射と全射

A, B が有限集合で，かつ |A| = |B| ならば次の (1), (2) が成り立つ：

(1) A ⊂ B =⇒ A = B

(2) f : A→ B が写像ならば，f が単射であることと f が全射であることは同値である．

証明 (1) 仮定より B = A t (B \ A) である．ゆえに |B| = |A|+ |B \A| だが，仮定より |A| = |B| なの
で |B \A| = 0. i.e. B \A = ∅ である．

(2) (=⇒) :

　 f を単射とする．このとき仮定より |f(A)| = |A| = |B| である．f(A) ⊂ B でもあるから，(1) より
f(A) = B がわかる．
(⇐=) :

　 f を全射とする．∀b ∈ B に対して，ab ∈ A であって f(ab) = b を充たすものを一つずつ選んでお
き，A の部分集合 C を

C :=
{
ab ∈ A

∣∣ b ∈ B } ⊂ A
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として定める．
　 ∀b1, b2 ∈ B に対して，b1 6= b2 かつ ab1 = ab2 を仮定すると b1 = f(ab1) = f(ab2) = b2 となり
矛盾である．よって背理法から b1 6= b2 =⇒ ab1 6= ab2 であり，仮定から |C| = |B| = |A| とわか
る．C ⊂ A でもあるから (1) が使えて C = A. これは ∀b ∈ B に対して f−1({b}) = {ab}（一点集合）
であることを意味するから，f は単射である．

�

D.2 C∞ 関数の構成

Rn において原点を中心とする半径 r の開円板を D(r) と書く．
C∞ 級関数 h : R→ R を次のように定義する：

h(x) :=

{
e−1/x : x > 0

0 : x ≤ 0

この h を使って C∞ 関数 b : Rn → R を次のように定義する：

b(x) :=
h(4− |x|2)

h(4− |x|2) + h(|x|2 − 1)

この C∞ 関数は以下の条件を充たす：

b(x) =

{
1 : x ∈ D(1)

0 : x /∈ D(2)
(D.2.1)

実際，b(x) をプロットしてみると図 D.1のようになる．

図 D.1: b(x) のグラフ．x ∈ [−1, 1] において b(x) = 1 であり，|x| ≥ 2 に対して b(x) = 0 となっている様子
が確認できる．
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補題 D.3: C∞ 関数の拡張

M を C∞ 多様体とする．点 p ∈M の開近傍 U と U 上の C∞ 関数 f : U → R を任意にとる．
このとき，V ⊂ U となる p の開近傍 V と，M 全体で定義された C∞ 関数 f̃ : M → R で

f̃(q) =

{
f(q) : q ∈ V
0 : q /∈ U

を充たすものが存在する．

証明 点 p を含むチャート (W, ϕ) であって，W ⊂ U かつ ϕ(p) = 0, ϕ(W ) ⊃ D(3) を充たすものをとる*2．
式 (D.2.1) の関数 b を使って C∞ 関数 b̃W → R を b̃ := b ◦ ϕ と定義する．その構成から明らかに

ϕ−1(D(1)) の外側で b̃ は 0 になる．故に M \W においては常に 0 と定義して b̃ の定義域を拡張すること
で，̃b ∈ C∞(M) とすることができる．
ここで V := ϕ−1(D(1)) とおくと V は p の開近傍になるが，明らかに V ⊂ U であり，かつ V 上で b̃ は

常に 1 である．このとき M 上の関数 f̃

f̃(q) :=

{
b̃(q)f(q) : q ∈ V
0 : q /∈ U

は C∞ 級であり，求める性質を充している． �

*2 このようなチャートは，Rn の原点を中心とする相似拡大を施すことでいつでも作ることができる．
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