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第 1章

粒子の統計性

この章は [Sim21, Chapter3, 4]に相当する．この章では同種の多粒子系の経路積分による量子化を考察し，
粒子の統計性と配位空間のホモトピー論の間の関係性を調べる．特に，プロパゲーターの合成則を充たす経路
積分の測度と配位空間の基本群のユニタリ表現の対応を考察し，2 + 1 次元の同種 N 粒子系においてエニオ
ンの統計性が生じ得ることを確かめる．なお，本章ではまだ場の量子化は行わない．

1.1 1粒子の経路積分

RD 内を運動する非相対論的 1粒子の軌跡 x(t) を与える．時刻 ti に xi を出発し，時刻 tf に xf に到達し
ているとする．
この系を量子力学的に捉えてみる．時刻 ti に状態 |xi〉 にあった系が時刻 tf に状態 |xf〉 にある遷移振幅は

プロパゲーター (propagator) と呼ばれるが，それは系の時間発展を表すユニタリ演算子 Û(tf , ti) を用いて

〈xf | Û(tf , ti) |xi〉 (1.1.1)

と書かれる*1．プロパゲーターが計算されると，系の波動関数 ψ(x, t) := 〈x|ψ(t)〉 の時間発展が次のように
してわかる：

ψ(xf , tf) = 〈xf |ψ(tf)〉

= 〈xf |Û(tf , ti)|ψ(ti)〉

=

∫
RD

dDxi 〈xf | Û(tf , ti) |xi〉 〈xi|ψ(ti)〉

=

∫
RD

dDxi 〈xf | Û(tf , ti) |xi〉ψ(xi, ti)

従って，初期条件が与えられてかつ任意の時刻を繋ぐプロパゲーターが計算できれば系の時間発展が全てわ
かったことになる．そして Feynmanの経路積分 (path integral) による量子化とは，今考えている系の古典的
作用

S[x(t)] =

∫ tf

ti

dt L[x(t), ẋ(t), t]

*1 状態ケット |x〉 は Schrödinger表示である．
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と，量子的なプロパゲーター (1.1.1)との間に

〈xf | Û(tf , ti) |xi〉 = N
∑

x(t) s.t.x(ti)=xi,x(tf )=xf

eiS[x(t)]/~ (1.1.2)

の関係があることを主張するものである．
いま考えている系のハミルトニアンが

Ĥ(p̂, x̂) =
p̂2

2m
+ V (x̂)

と書かれる場合に (1.1.2)が成り立っていることを確認する．Schrödinger方程式より時間発展演算子は

Û(tf , ti) = e−iĤ(tf−ti)/~

である．十分大きな n に対して ε := (tf − ti)/n とおくとことで時間間隔 [ti, tf ] を

[ti, tf ] = [ti, ti + ε] ∪ [ti + ε, ti + 2ε] ∪ · · · ∪ [ti + (n− 1)ε, tf ]

のように分割し，tk := ti + kε (k = 0, 1, . . . , n) とおく*2．このとき ε は微小なので，∀xk ∈ RD に対して

〈xk+1| Û(tk+1, tk) |xk〉 = 〈xk+1| e−iĤε/~ |xk〉

≈ 〈xk+1|xk〉 −
iε

~
〈xk+1|Ĥ|xk〉

= δD(xk+1 − xk)−
iε

~

(
〈xk+1|

p̂

2m
|xk〉+ V (xk)δ

D(xk+1 − xk)
)

=

∫
dDp

(2π)D
eip·(xk+1−xk)/~

(
1− iε

~
H(p, xk)

)
≈
∫

dDp

(2π)D
eip·(xk+1−xk)/~e−iεH(p,xk)/~

が成り立つ．ここに，4行目以降に登場する H(p, xk) は演算子ではなく c数である．従って*3，

〈xf | Û(tf , ti) |xi〉 = 〈xf | e−iĤnε/~ |xi〉

= lim
n→∞

∫ (n−1∏
k=1

dDxk

)
n−1∏
k=1

〈xk+1| e−iĤε/~ |xk〉

= lim
n→∞

i.e. ε→0

∫ (n−1∏
k=1

dDxk d
Dpk

(2π)D

)
exp

{
i

~
ε

n−1∑
k=1

(
pk ·

xk+1 − xk
ε

−H(pk, xk)

)}
(1.1.3)

= lim
n→∞

∫ (n−1∏
k=1

dDxk d
Dpk

(2π)D

)
exp

{
i

~

∫ tf

ti

dt
(
p · ẋ−H(p, x)

)}
=:

∫
[dDx dDp] exp

{
i

~

∫ tf

ti

dt
(
p · ẋ−H(p, x)

)}

*2 定義から ti = t0, tf = tn である．
*3 実は，(1.1.3)から次の行への移行は，厳密には単に記号的なものだと考えるべきである．というのも，xk (k = 1, . . . , n− 1) は
それぞれ独立に RD を動くので，(xk+1 − xk)/ε は発散しても良いのである．つまり，次の行の ẋ := limε→0(xk+1 − xk)/ε

は単に記号としてこう書いているだけに過ぎない．この件に関しては [中原 18, 第 1章, p.23]に言及がある．旧版には書いていな
いので注意．
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ただし
∫
[dDx dDp] := limn→∞

∫ (∏n−1
k=1

dDxkd
Dpk

(2π)D

)
は経路積分の測度である．ハミルトニアンの p 依存性

は運動項のみなので，(1.1.3)において pk 積分を先に実行することができる：

〈xf | Û(tf , ti) |xi〉 = lim
n→∞

i.e. ε→0

∫ (n−1∏
k=1

dDxk d
Dpk

(2π)D

)

exp

{
i

~
ε

n−1∑
k=1

(
− 1

2m

(
pk −m

xk+1 − xk
ε

)2

+
m

2

(
xk+1 − xk

ε

)2

− V (xk)

)}

= lim
n→∞

i.e. ε→0

∫ (n−1∏
k=1

(
m~
2πiε

)D/2
dDxk

)
exp

{
i

~
ε

n−1∑
k=1

(
m

2

(
xk+1 − xk

ε

)2

− V (xk)

)}

= lim
n→∞

∫ (n−1∏
k=1

(
m~
2πiε

)D/2
dDxk

)
exp

{
i

~

∫ tf

ti

dt
(m
2
ẋ2 − V (x)

)}
=:

∫
[dDx] exp

{
i

~

∫ tf

ti

L[x(t), ẋ(t)]

}
これがまさに求めたい形 (1.1.2)である．

1.2 2つの同種粒子

次に，D(≥ 2) 次元 Euclid空間*4 RD 内に 2つの同種粒子が存在する量子系 H を考える．簡単のためこの
節では粒子の内部自由度はないとする．

1.2.1 粒子の配位

この系における粒子の配位 (configuration) を記述する方法を考察しよう．いま，coincidences と呼ば
れる集合を ∆ :=

{
(x, x)

∣∣ x ∈ RD
}
で定義する．内部自由度がないという仮定により，勝手な 1 つの

(x1, x2) ∈ (RD)2 \∆ に対応する H の元が一意に定まる．それを |x1, x2〉 ∈ H と書こう*5．ここで，いわゆ
る粒子の不可弁別性により 2つのケット |x1, x2〉 , |x2, x1〉 が同じ物理状態*6を表していることに注意する．
このため，集合 (RD)2 \∆ の上の同値関係 ∼ を

∼ def⇐⇒ (x1, x2) ∼ (x2, x1)

と定義し，配位空間 (configuration space) C としては*7商集合
(
(RD)2 \∆

) /
∼ を選ぶのが良い*8．

*4 つまり，空間の Riemann計量の成分は δij であるとする．
*5 写像 | , 〉 : (RD)2 −→ H は全単射ではある．
*6 すなわち，Hilbert空間の元としては U(1) 位相がかかるという違いしかない．
*7 写像 C −→ H, [(x1, x2)] 7−→ |x1, x2〉 は代表元の取り方に依存するので well-definedでないが，この写像は C から Hilbert
空間 H の射線 (ray) 全体が成す集合への写像だと思うことで well-definedな全単射になる．C のことを配位空間と呼ぶのはこの
ためだと思われる．

*8 というよりも実は，位相幾何学においては位相空間 C のことを RD の 2 次の (unordered) configuration space と呼ぶ
（https://en.wikipedia.org/wiki/Configuration_space_(mathematics)）．RD を一般の位相空間に置き換えても良い．
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!

以降では，同値類a [(x1, x2)] ∈ C の代表元として

y1
1 < y2

1

または y1
1 = y2

1, y1
2 < y2

2

または · · ·
または y1

1 = y2
1, · · · y1D−1 = y2

D−1, y1
D < y2

D

を充たす (y1, y2) ∈ [(x1, x2)] を使う．

a (x1, x2) ∈ (RD)2 \∆ の ∼ による同値類を [(x1, x2)] と書く．

1.2.2 配位空間上の経路

この系を経路積分によって量子化する際，積分すべき経路とは配位空間 C 上の連続曲線，すなわち連続写
像 l : [ti, tf ] −→ C のことである．始点 l(ti) = [(x1i, x2i)] =: xi および終点 l(tf) = [(x1f , x2f)] =: xf を固
定した経路全体がなすホモトピー集合を ΠC(xi, xf) と書こう．∀xi, xm, xf ∈ C に対して，xi と xm を繋ぐ
経路 l0 と xm と xf を繋ぐ経路 l1 の積と呼ばれる xi と xf を繋ぐ経路 l1 · l0 を

(l1 · l0)(t) :=

{
l0(2t− ti), t ∈ [ti,

ti+tf
2 ]

l1(2t− tf), t ∈ [ ti+tf2 , tf ]

と定義し，xf から xi へむかう逆の経路を

(l−1)(t) := l(ti + tf − t)

と定義する．このとき，ホモトピー類の well-defined な積が

∗ : ΠC(xm, xf)×ΠC(xi, xm) −→ ΠC(xi, xf),

([l1], [l0]) 7−→ [l1 · l0]

と定義され，以下の性質を充たす．

補題 1.1:

∀xi, xm, xn, xf ∈ C に対して以下が成り立つ：

(1) ∀[l0] ∈ ΠC(xi, xm), ∀[l1] ∈ ΠC(xm, xn), ∀[l2] ∈ ΠC(xn, xf) に対して

([l2] ∗ [l1]) ∗ [l0] = [l2] ∗ ([l1] ∗ [l0])

(2) 定数写像 [ti, tf ] −→ C, t 7−→ x のホモトピー類を 1x と書くとき，∀[l] ∈ ΠC(xi, xf) に対して

[l] ∗ 1xi
= 1xf

∗ [l]

(3) ∀[l] ∈ ΠC(xi, xf) に対して

[l−1] ∗ [l] = 1xi
, [l] ∗ [l−1] = 1xf

10



つまり，始点と終点がつながっていさえすれば，集合 ΠC :=
⋃

xi,xf∈C ΠC(xi, xf) は積 ∗ に関して群のよ
うに振る舞う*9．特に xi = xf = x のとき ΠC(xi, xf) は基本群 (fundamental group) または 1 次のホモト
ピー群と呼ばれ，π1(C, x) と書かれる．

補題 1.2:

基本群は群である．

証明 始点と終点が一致しているので，∀[l0], [l1] ∈ π1(C, x) に対して積 [l0] ∗ [l1] が定義されている． �

今考えている系に関して言えば，群 π1(C, x) の位数は ∀x ∈ C に対して常に 2 であり，Z2 と同型である．

1.2.3 経路積分による量子化

配位空間 C 上の始点と終点をそれぞれ [(x1i, x2i)] =: xi, [(x1f , x2f)] =: xf に固定する．時刻 ti から tf

までの系の時間発展演算子を Û(tf , ti) と書くと，プロパゲーターは素朴に

〈x1f , x2f | Û(tf , ti) |x1i, x2i〉 = N
∑

l∈{ ct.maps [ti, tf ]→C }

eiS[l]/~ (1.2.1)

= N

 ∑
l s.t.[l]=+1

+
∑

l s.t.[l]=−1

 eiS[l]/~

と計算される．これは以下の 2つの性質を充たさねばならない：

• Û(tf , ti) はユニタリ演算子
• 時刻 ∀tm ∈ [ti, tf ] に対して，

〈x1f , x2f | Û(tf , ti) |x1i, x2i〉 =
∫

dx1m dx2m 〈x1f , x2f | Û(tf , tm) |x1m, x2m〉 〈x1m, x2m| Û(tm, ti) |x1i, x2i〉

(1.2.2)

逆に (1), (2) を充たすような (1.2.1)の最右辺には他の可能性がある．それは例えば

〈x1f , x2f | Û(tf , ti) |x1i, x2i〉

= N

 ∑
l s.t.[l]=+1

−
∑

l s.t.[l]=−1

 eiS[l]/~ (1.2.3)

である．というのも，このとき ΠC の積の性質（補題 1.1）および Z2 との類似から∫
dx1m dx2m 〈x1f , x2f | Û(tf , tm) |x1m, x2m〉 〈x1m, x2m| Û(tm, ti) |x1i, x2i〉

∝
∫

dx1m dx2m

 ∑
lm→f s.t.[lm→f ]=+1

−
∑

lm→f s.t.[lm→f ]=−1

 eiS[lm→f ]/~

 ∑
li→m s.t.[li→m]=+1

−
∑

li→m s.t.[li→m]=−1

 eiS[li→m]/~

*9 ΠC は位相空間 C の基本亜群 (fundamental groupoid) と呼ばれる．
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=

∫
dx1m dx2m

 ∑
[lm→f ]=+1

∑
[li→m]=+1

ei(S[lm→f ]+S[li→m])/~ +
∑

[lm→f ]=−1

∑
[li→m]=−1

ei(S[lm→f ]+S[li→m])/~


−
∫

dx1m dx2m

 ∑
[lm→f ]=+1

∑
[li→m]=−1

ei(S[lm→f ]+S[li→m])/~ +
∑

[lm→f ]=−1

∑
[li→m]=+1

ei(S[lm→f ]+S[li→m])/~


=

∫
dx1m dx2m

∑
[lm→f ·li→m]=+1

eiS[lm→f ·li→m]/~ −
∫

dx1m dx2m

∑
[lm→f ·li→m]=−1

eiS[lm→f ·li→m]/~

=

 ∑
li→f s.t.[li→f ]=+1

−
∑

li→f s.t.[li→f ]=−1

 eiS[li→f ]/~

が成り立ち (2) が充たされるのである．ただし，2つめの等号で S[lm→f ] + S[li→m] = S[lm→f · li→m] を使っ
た．(1.2.3)はフェルミオンの経路積分を表す．

1.3 同種粒子多体系

次に D(≥ 2) 次元 Euclid空間 RD 内に N 個の同種粒子が存在する量子系 H を考える．簡単のためこの
節でも粒子の内部自由度はないとし，粒子の生成・消滅は考えない．
経路積分による量子化では，2粒子の場合と同様の議論ができる．まず配位空間 C は，集合 (RD)N \∆ の

上の同値関係

∼ def⇐⇒ (x1, x2, . . . , xN ) ∼ (xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(N)), ∀σ ∈ SN

による*10商集合
(
(RD)N \∆

) /
∼ として定義される．積分すべき経路のホモトピー類は基本亜群 ΠC をな

す．また，経路の世界線*11を考えることでこれは D + 1 次元空間を動く，互いに交わらない N 本の曲線と
みなすこともできる．適当な基点 x ∈ (RD)N \∆ を取ってきて基本群 π1(C, x) を考えれば良い．

1.3.1 D = 2 の場合：組み紐群

空間次元が D = 2 の場合，π1(C, x) は (Artinの) 組み紐群 (braid group) BN と呼ばれる．

定義 1.1: 組み紐群（代数的）

語 (word) {σ1, . . . , σN−1} で生成され，関係式

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 1 ≤ i ≤ N − 2

σiσj = σjσi |i− j| > 1, 1 ≤ i, j ≤ N − 1

を充たす群をArtinの組み紐群 (Artin braid group)，もしくは単に組み紐群 (braid group) と呼ぶ．

*10 SN は N 次の対称群．従って一つの同値類は N ! 個の (RD)N \∆ の元からなる．SN の作用による軌道空間と見ても良い．
*11 つまり，D + 1 次元の粒子の軌跡．
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BN の代数的な定義 1.1と，位相幾何学的な定義 π1(C, x) が同型であることは，例えば [FVB61]に証明が
ある．生成元 σi を図として表示するとわかりやすい．この場合，BN の積とは単に組み紐を下から上へ*12繋
げることに他ならない．

図 1.1: B4 の生成元の表示．[Sim21, p.29, Fig. 3.4]より引用．

組み紐不変量として特に重要なのが巻き付き数 (winding number) である：

W := (# of overcrossings)− (# of undercrossings)

1.3.2 D = 3 の場合：対称群

空間次元が D = 3 の場合，π1(C, x) の様子は D = 2 の場合と大きく異なる．

命題 1.1:

S1 の R3 への任意の 2つの埋め込みは，それらを R4 への埋め込みと見做すことで同位になる．

命題 1.1により，D = 3 のとき π1(C, x) = SN であることが分かる．

1.3.3 経路積分の構成

N = 2 の場合と同様に考える．経路積分の終点と始点を {x}i, {x}f ∈ C に固定する．まず簡単のため
{x}i = {x}f =: {x} とすると，

〈{x}f | Û(tf , ti) |{x}i〉 = N
∑

[l]∈π1(C, {x})

ρ([l])
∑
m∈[l]

eiS[m]/~

とすれば条件 (1.2.2) が充たされる．ただしユニタリ性の条件を充たすため，群準同型 ρ : π1(C, {x}) −→
GL(V ) は基本群 π1(C, {x}) のユニタリ表現にとる．

1.3.4 1次元表現（可換な例）

*12 文献によって上下がまちまちである．
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まず ρが π1(C, {x})の 1次元ユニタリ表現である場合を考える．つまり，群準同型 ρ : π1(C, {x}) −→ U(1)

としてあり得るものを全て列挙することを試みる．

【例 1.3.1】2 + 1 次元の場合

π1(C, {x}) = BN である．N − 1 個の U(1) の元の組 {g1, . . . , gN−1} であって定義 1.1の関係式を
充たすものを見つければ良い．U(1) は可換群なので 2つ目の関係式は常に成り立つ．1つ目の関係式
が成り立つ必要十分条件は g1 = g2 = · · · = gN−1 = eiθ（θ ∈ R は任意）である．1 ≤ ∀i ≤ N − 1 に
対して W (σi) = 1 であることから，

ρθ(g) := eiθW (g) (∀θ ∈ R)

によって全ての表現が尽くされた．

• θ = 0 のとき ρθ : g 7−→ 1 であり，ボゾン
• θ = π のとき ρθ : g 7−→ (−1)W (g) であり，フェルミオン
• 他の θ ∈ R に対応する ρθ による統計性はエニオン (anyons)，もしくは分数統計 (fractional

statistics) と呼ばれる．特に U(1) が可換群なので可換エニオン (abelian anyons) という．

【例 1.3.2】3 + 1 次元の場合

π1(C, {x}) = SN である．定義 1.1の関係式に σ2
i = 1を追加したものがSN のCoxeter presentation

となる．つまり，【例 1.3.1】において θ = 0, π の場合のみがあり得る．これはボゾンとフェルミオン
であり，N = 2 の場合に考察した例の一般化になっている．

1.3.5 より高次元の表現（非可換な場合）

粒子の内部自由度を考慮しよう．具体的には，D(≥ 2) 次元 Euclid空間 RD 内に N 個の同種粒子が存在
する量子系 H において内部自由度を指定する添字集合 I が存在して，写像

| ; 〉 :
(
(RD)N \∆

)
× I −→ H,

(
(x), i

)
7−→ |{x}; i〉

が全単射となるような状況を考える*13．このとき ∀{x}i, {x}f ∈ C, ∀i, j ∈ I に対するプロパゲーター

〈{x}f ; i| Û(tf , ti) |{x}i; j〉 = N
∑

[l]∈π1(C, {x})

[
ρ([l])

]
ij

∑
m∈[l]

eiS[m]/~

を計算する必要がある．ここに，#I =M <∞ のとき群準同型

ρ : π1(C, {x}) −→ U(M) ⊂ GL(C, M)

は π1(C, {x}) の M 次元ユニタリ表現であり，
[
ρ([l])

]
ij
というのは M ×M ユニタリ行列 ρ([l]) の第 (i, j)

成分という意味である．一方 #I =∞ のとき ρ は無限次元表現となる．

*13 ややこしいが，定義域を同値関係で割る前なので (x) と表記した．
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【例 1.3.3】2 + 1 次元の場合

特に空間次元が D = 2 のとき，ρ は BN の M 次元ユニタリ表現である．このような統計性を持つ粒
子のことを非可換エニオン (nonabelian anyon) と呼ぶa．

a U(M) が非可換群なので

【例 1.3.4】3 + 1 次元の場合

特に空間次元が D = 3のとき，ρは SN のM 次元ユニタリ表現である．このような統計性を持つ粒子
のことを parastatisticsと呼ぶが，実は暗に存在する付加的な制約のせいでボゾンかフェルミオン，
もしくはいくつか内部自由度が追加されるかしか許されないことが示されている [HM06, Appendix
B]．このことについては後述する．しかし，粒子の描像を捨てて弦を考えるなどすると「面白い」例が
得られるかもしれない．
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第 2章

Chern-Simons理論の導入

この章は [Sim21, Chapter4, 5]に相当する．

2.1 Charge-Flux composite

2.1.1 Aharonov-Bohm効果

空間を表す多様体を Σ と書く．電荷 q を持つ 1つの粒子からなる系を考えよう．この系に静磁場をかけた
とき，粒子の古典的作用は自由粒子の項 S0 と，粒子と場の結合を表す項とに分かれる：

S[l] = S0[l] + q

∫ tf

ti

dt ẋ ·A = S0[l] + q

∫
l

dx ·A

ただし l : [ti, tf ] −→ Σ は粒子の軌跡を表す．
ここで，いつもの 2重スリットを導入する．粒子が xi = x(ti) から出発して xf = x(tf) に到達するとき，

これらの 2点を結ぶ経路全体の集合 C(xi, xt) のホモトピー類は，スリット 1, 2 を通る経路それぞれでちょ
うど 2 つある．i.e. プロパゲーターは経路積分によって∑

l∈C(xi,xt) s.t. slit 1

eiS0[l]/~+i(q/~)
∫
l
dx·A +

∑
l∈C(xi,xt) s.t. slit 2

eiS0[l]/~+i(q/~)
∫
l
dx·A

と計算される．第 1項と第 2項の位相差は，片方の経路の逆をもう片方に足すことでできる閉曲線 ∂S につ
いて

exp

[
iq

~

∮
∂S

dx ·A
]
= exp

[
iq

~

∫
S

dS · (∇×A)

]
= exp

[
iq

~
ΦS

]
となる*1．

(1) 磁束が Φ0 = 2π~/q の整数倍の時は，位相シフトがない場合と物理的に区別がつかない．
(2) 実は，静止した電荷の周りに磁束を動かしても全く同じ位相シフトが引き起こされる [AC84]．

*1 粒子が侵入できない領域にのみ磁場がかかっているとする．なお，粒子の配位空間が単連結でないことが本質的に重要である．こ
のとき，領域 S をホモトピーで 1点に収縮することで，無限に細い管状の磁束 (flux tube) の概念に到達する．
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2.1.2 Charge-Flux compositeとしてのエニオン

荷電粒子と無限に細い磁束管 (flux tube) が互いに束縛し合って近接しているものを考える．この対を 2次
元系における，(q, Φ) なるチャージを持つ 1つの粒子と見做してみよう．
さて，粒子 i(= 1, 2) がチャージ (q, Φ) を持つとしよう．この 2つの同種粒子の配位空間の基本群は前章

の議論から Z2 であり，

(1) 粒子 1 を 2 の周りに 1周させる操作
(2) 粒子の交換を2回行う操作

の 2つが同じホモトピー類に属すことがわかる．故に，これら 2つの操作で得られる位相シフトは等しい．操
作 (1) による位相シフトは AB効果によるもので，e2iqΦ/~ である*2．故に，この粒子が1回交換することに
よって得られる位相シフトは eiqΦ/~ であるが，これは θ = qΦ/~ なる可換エニオンの統計性である．
次に，エニオンのフュージョン (fusion) を経験的に導入する．これは，エニオン (q1, Φ1), (q2, Φ2) が「融

合」してエニオン (q1 + q2, Φ1 +Φ2) になる，と言うものであり，今回の場合だと電荷，磁束の保存則に由来
すると考えることができる．エニオン (q, Φ) と (−q, −Φ) がフュージョンすると I := (0, 0) になるだろう．
この I をエニオンの真空とみなし*3，(−q,−Φ) のことを (q, Φ) の反エニオン (anti-anyon) と見做す．反エ
ニオンをエニオンの周りに一周させたときの位相シフトが e−2iθ になることには注意すべきである．

2.1.3 トーラス上のエニオンの真空

トーラス T 1 := S1 × S1 の上のエニオン系の基底状態（真空）を考える．
トーラスには非自明なサイクルがちょうど 2つあるので，それらを C1, C2 とおく．そして系の時間発展演

算子のうち，次のようなものを考える：

T̂1 ある時刻に C1 の 1点において粒子-反粒子対を生成し，それらを C1 上お互いに反対向きに動かし，有
限時間経過後に C1 の対蹠点で対消滅させる．

T̂2 ある時刻に C2 の 1点において粒子-反粒子対を生成し，それらを C2 上お互いに反対向きに動かし，有
限時間経過後に C2 の対蹠点で対消滅させる．

T̂1, T̂2 は非可換であり，基底状態への作用を考える限り，フュージョンダイアグラムと braidingの等式から

T̂2T̂1 = e−i2θT̂1T̂2 (2.1.1)

が成り立つことが分かる．然るに，基底状態が張る部分空間に制限すると [T1,H] = [T2,H] = 0 なので*4，基
底状態が縮退していることがわかる．
さて，Ti はユニタリなので，T1 |α〉 = eiα |α〉 とおける．この時 (2.1.1)より

T1(T2 |α〉) = ei(α+2θ)T2 |α〉

*2 2がつくのは，粒子 1の q が粒子 2の Φ の周りを 1周する AB効果だけでなく，粒子 1の Φ が粒子 2の q の周りを 1周する
AB効果の寄与があるからである．一般に，粒子 i のチャージが (qi, Φi) ならば ei(q1Φ2+q2Φ1)/~ の位相シフトが起こる．

*3 しかし，I のことは粒子として捉える．
*4 基底状態 |0〉 と T̂1 |0〉 は同じエネルギーである．
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である．つまり，|α〉 が基底状態ならば |α+ 2θ〉 = T2 |α〉 もまた基底状態である．この操作を続けて，基底
状態 |α+ 2nθ〉 = (T2)

n |α〉 (n ∈ Z≥0) を得る．特に θ = πp/m (p, m は互いに素) である場合を考えると，
基底状態は m 重縮退を示している．

2.2 可換 Chern-Simons理論の経験的導入

ゲージ場*5 Aα = (a0, a1, a2) が印加された N 粒子 2次元系であって，ラグランジアンが

L = L0 +

∫
Σ

d2x
(µ
2
εαβγAα∂βAγ − jαAα

)
=: L0 +

∫
Σ

d2xL (2.2.1)

と書かれるものを考える．ただし，L0 は場と粒子の結合を無視したときの粒子のラグランジアンであり，空
間を表す多様体を Σ で書いた．粒子 n はチャージ qn を持つものとし，jα = (j0, j) は

j0(x) :=
N∑
n=1

qnδ(x− xn),

j(x) :=

N∑
n=1

qnẋnδ(x− xn)

と定義される粒子のカレントである．ラグランジアン密度 L の第 1項は場自身を記述し，第 2項は場と粒子
の結合を記述する．

2.2.1 ゲージ不変性

ラグランジアン (2.2.1)のゲージ不変性は次のようにしてわかる：ゲージ変換

Aα −→ Aα + ∂αχ

による L の変化は

µ

2
εαβγ∂αχ∂βAγ +

((((((((((((((((
µ

2
εαβγAα∂β∂γχ+

µ

2
εαβγ∂αχ∂β∂γχ− jα∂αχ

であるから，空間積分を実行すると∫
Σ

d2x
µ

2
∂α
(
εαβγχ∂βAγ

)
−
∫
Σ

d2x
µ

2(
((((((

εαβγχ∂α∂βAγ −
∫
Σ

d2x ∂α
(
jαχ

)
+

∫
Σ

d2x��∂αj
αχ

=

∫
∂Σ

dSα

(µ
2
εαβγχ∂βAγ − jαχ

)
となる．ただしチャージの保存則 ∂αj

α = 0 を使った．このことから，もし空間を表す多様体 Σ の境界が
∂Σ = ∅ ならば*6ラグランジアンはゲージ不変である．

*5 一般相対論に倣い，時空を表す多様体M の座標のうち時間成分を x0，空間成分を x1, x2 とする．
*6 このような多様体の中で重要なのが閉多様体 (closed manifold) である．
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2.2.2 運動方程式

ラグランジアン密度 L から導かれる Euler-Lagrange方程式は

∂L
∂Aα

= ∂β

(
∂L

∂(∂βAα)

)
である．

∂L
∂Aα

=
µ

2
εαβγ∂βAγ − jα,

∂β

(
∂L

∂(∂βAα)

)
= ∂β

(µ
2
εαβγAα

)
= −µ

2
εαβγ∂βAγ

なのでこれは

jα = µεαβγ∂βAγ

となる．特に第 0成分は，「磁場」b := ∇×A を導入することで

N∑
n=1

qn
µ
δ(x− xn) = b0

となる．つまり，位置 xn に強さ qn/µ の磁束管が点在している，という描像になり，charge-flux composite
を説明できている．

2.2.3 プロパゲーター

簡単のため，全ての粒子のチャージが等しく q であるとする．N 粒子の配位空間 C における初期配位と
終了時の配位をそれぞれ {xi}, {xf} とし，それらを繋ぐ経路全体の集合を C(xi, xf) と書くと，プロパゲー
ターは経路積分によって ∑

l∈C(xi,xf )

eiS0[l]/~
∫
M
D
(
Aµ(x)

)
eiSCS[Aµ(x)]/~ei(q/~)

∫
l
dxαAα(x)

と計算される．ここに D
(
Aµ(x)

)
は汎函数積分の測度を表す．詳細は後述するが，場に関する汎函数積分を

先に実行してしまうと，実は ∑
l∈C(xi,xf )

eiS0[l]/~+iθW (l)

の形になることが知られている．ここに W (l) は，経路 l の巻きつき数である．経路に依存する位相因子
eiθW (l) は前章で議論した π1C の 1 次元ユニタリ表現そのものであり，エニオンの統計性が発現する機構が
Chern-Simons項により説明できることを示唆している．

2.2.4 真空中の可換 Chern-Simons理論
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粒子が存在しないとき，経路積分は

Z(M) :=

∫
M
DAµ(x) eiSCS[Aµ(x)]/~

の形をする．Z(M) はM についてホモトピー不変であり，分配関数 (partition function) と呼ばれる．Z(M)

が TQFTにおいて重要な役割を果たすことを後の章で見る．

2.2.5 正準量子化

A0 = 0 なるゲージをとると，ラグランジアン密度における Chern-Simons項は −A1∂0A2 +A2∂0A1 の形
になる．これは A1（resp. A2）が A2（resp. A1）の共役運動量であることを意味するので，正準量子化を行
うならば

[A1(x), A2(y)] =
i~
µ
δ2(x− y)

を要請する*7．
さて，このときトーラス T 2 上の 2つのサイクル C1, C2 に対してWilsonループ

Wj = exp

(
iq

~

∮
Cj

dx ·A
)

を考える．[A,B] が c数である場合の BCH公式から

W1W2 = eiq
2/(µ~)W2W1

を得るが，これは (2.1.1)を説明している．つまり，演算子 T1, T2 とはWilson loopのことだったのである*8．

2.3 非可換 Chern-Simons理論の経験的導入

この節では自然単位系を使う．前節を一般化して，ゲージ場 Aµ(x) がある Lie代数 g に値をとるものとし
よう．つまり，Lie代数 g の基底を σa/(2i) とすると*9

Aµ(x) = Aaµ(x)
σa
2i

と書かれるような状況を考える*10．σa ∈ g が一般に非可換であることから，このような理論は非可換
Chern-Simons理論と呼ばれる．
時空多様体M 上の閉曲線 γ に沿ったWilson loopは，経路順序積 (path ordering) P を用いて

Wγ := Tr

[
P exp

(∮
γ

dxµAµ(x)

)]
と定義される．Aharonov-Bohm位相の一般化という気持ちであるが，経路 γ の異なる 2点 x, y を取ってき
たときに Aµ(x) と Aµ(y) が一般に非可換であることが話をややこしくする．

*7 しかし，トーラス上の座標をどのように取るかと言うことは問題である．
*8 疑問：座標の時間成分はどこへ行ったのか？
*9 因子 1/(2i) は物理学における慣習である．ややこしいことに，文献によってこの因子が異なる場合がある．
*10 ゲージ接続が Lie代数に値をとる 1-形式である，ということ．
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2.3.1 ゲージ不変性

非可換 Chern-Simons理論におけるゲージ変換は，U :M−→ G を用いて

Aµ(x) −→ U(x)
(
Aµ(x) + ∂µ

)
U(x)−1 (2.3.1)

の形をする．このゲージ変換がWilson loopを不変に保つことを確認しておこう．
M の任意の 2点 xi, xf ∈M を結ぶ曲線 γ : [ti, tf ] −→M をとり，Wilson lineを

W̃γ(x, y) := P exp

(∫
γ

dxµAµ(x)

)
で定義する．[ti, tf ] の分割 ti =: t0 < t1 < · · · < tN := tf を与えて xi := γ(ti), dxi := xi+1 − xi とお
く*11と，

W̃γ(xi, xf) = P exp

(∫ x1

xi

dxµAµ(x) +

∫ x2

x1

dxµAµ(x) + · · ·+
∫ xf

xN−1

dxµAµ(x)

)

:= lim
N→∞

exp

(∫ x1

xi

dxµAµ(x)

)
exp

(∫ x2

x1

dxµAµ(x)

)
· · · exp

(∫ xf

xN−1

dxµAµ(x)

)
= lim
N→∞

W̃γ|[ti, t1]
(xi, x1)W̃γ|[t1, t2]

(x1, x2) · · · W̃γ|[tN−1, tf ]
(xN−1, xf)

と書ける．N が十分大きい時は 0 ≤ ∀i ≤ N − 1 に対して |dxi| が十分小さく，

W̃γ|[ti, ti+1]
(xi, xi+1) ≈ exp

(∫ xi+1

xi

dxµAµ(x)

)
≈ 1 +

∫ xi+1

xi

dxµAµ(x)

≈ 1 +Aµ(xi) dxi
µ

と書ける*12．このときゲージ変換 (2.3.1)に伴って

W̃γ|[ti, ti+1]
(xi, xi+1) −→ 1 + U(xi)

(
Aµ(xi) + ∂µ

)
U(xi)

−1 dxi
µ

≈ U(xi)
(
1 +Aµ(xi) dxi

µ
)(
U(xi)

−1 + ∂µ(U(xi)
−1) dxi

µ
)

≈ U(xi)W̃γ|[ti, ti+1]
(xi, xi+1)U(xi+1)

−1

と変換するので，結局 xi, xf ∈M を繋ぐWlison lineがゲージ変換 (2.3.1)に伴って

W̃γ(xi, xf) −→ U(xi)W̃γ(xi, xf)U(xf)
−1

と変換することがわかった．Wlison loopの場合は xi = xf でかつトレースをとるので，ゲージ不変になる．

*11 dxi は，厳密には 2点 xi, xi+1 を含むあるM のチャート
(
U, (xµ)

)
をとってきた時の座標関数の値の差 dxi

µ := xµ(xi+1)−
xµ(xi) として理解する．

*12 N → ∞ の極限で等式になる．
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2.3.2 Chern-Simons作用

いささか天下り的だが，Chern-Simons actionを

SCS[Aµ] :=
k

4π

∫
M

d3x εαβγ Tr

[
Aα∂βAγ +

2

3
AαAβAγ

]
により定義する．第 2項は可換な場合には必ず零になるので前節では登場しなかった．SCS[A] が時空M の
計量によらない*13ことは，ゲージ場を Lie代数値 1-形式 A ∈ Ω1(M)⊗ g として書き表したときに

SCS[A] =
k

4π

∫
M

Tr

(
A ∧ dA+

2

3
A ∧A ∧A

)
と書けることからわかる*14．
SCS[A] にゲージ変換 (2.3.1)を施した結果は

SCS[Aµ] −→ SCS[Aµ] + 2πνk, (2.3.2)

w/ ν :=
1

24π2

∫
M

d3x εαβγ Tr
[
(U−1∂αU)(U−1∂βU)(U−1∂γU)

]
となる．ν は写像 U :M−→ G の巻きつき数 (winding number)，もしくは Pontryagin indexと呼ばれ，
常に整数値をとる．この極めて非自明な結果についても後述する．(2.3.2)から，SCS[X] は厳密にはゲージ不
変ではない．然るに，もし k ∈ Z ならば（このとき k の値は levelと呼ばれる），分配関数 Z(M) がゲージ不
変な形になってくれるので問題ない，と考える．2+ 1 次元においては，1つのゲージ場からなる作用であって

• トポロジカル不変性（i.e. 計量不変性）
• 上述の意味のゲージ不変性

の 2つを充たすものは他にない．

2.4 古典的ゲージ理論の数学

時空の多様体をM と書く．
場*15 ϕ :M −→ KN , x 7−→

(
ϕ1(x), . . . , ϕN (x)

)
が線型 Lie 群 G ⊂ GL(N, K) で記述される*16内部対

称性を持っているような系を考える．つまり，ゲージ原理を要請し，任意の C∞ 写像 U :M −→ G に対し
て*17，系のラグランジアン密度の場に関する項 L[ϕµ(x)] が L

[
[U(x)]jiϕj(x)

]
= L[ϕi(x)] を充たすとする．

もしくは，場 ϕ :M−→ KN であって，時空の各点 x ∈ M および任意の C∞ 写像 U :M−→ G に対して
ϕ(x) −→ U(x)ϕ(x) と変換する*18 ものを考えると言っても良い．

*13 計量不変 (metric invariant) であると言う．
*14 ...と言うのは微妙に的を外している．より正確には 2 + 1 次元多様体 M を境界に持つような 4次元多様体 N を用意し，N の
作用 S[A] := k/(4π)

∫
N Tr(F ∧ F ) を部分積分することで SCS[A] を定義する．

*15 この段階では，場とはその配位を記述する空間 F（これは C∞ 多様体だったりベクトル空間だったりする）と C∞ 写像
ϕ : M −→ F の組のことと考える．この描像は後にファイバー束の C∞ 切断として定式化される．

*16 ここでは K = R, C としておく．
*17 内部対称性という言葉を使うのは，U が定数写像とは限らないことを意味する．
*18 一般相対論の数学的定式化におけるテンソル場の変換性は，時空の多様体 M 上の一般座標変換（i.e. チャートの取り替え）に由
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この系を経路積分により量子化することを見据えて，このような変換性を充たす全ての場がなす空間の幾何
学を考察すると見通しが良いだろう．そのため，まず時空上の無限小だけ離れた 2点 xi, xf ∈M における場
の配位 ϕ(xi), ϕ(xf) を比較しよう．内部自由度による変換性を議論したいので，ϕ(xf)− ϕ(xi) なる量を調べ
ても意味がない．xi, xf を結ぶ C∞ 曲線 γ : [ti, tf ] −→M を持ってきて，γ に沿って ϕ(xi) を xf まで流し
てやるのが良い．つまり，場の配位を記述する空間 KN 上の C∞ 曲線 ϕ(γ) := ϕ ◦ γ : [ti, tf ] −→ KN を考え
れば，量 ϕ(xf)− ϕ(γ)(tf) は U(xf) ∈ G による変換を受けるはずである．xi, xf の両方を含むM のチャー
ト
(
V, (xµ)

)
を持ってきて成分計算すると，dx := xf − xi が*19微小なので Taylor展開において dx の 1次

の項まで残すことで

ϕ
(γ)
i (tf) =: ϕi(xi)− [Aµ(xi) ]

j
iϕj(xi) dx

µ (2.4.1)
ϕ(xf) = ϕ(xi) + ∂µϕ(x) dx

µ

と書けるはずである．ただし，式 (2.4.1) の右辺によって dimM 個の成分を持つ新しい場 Aµ : M −→
GL(N, K) を定義した．この場はゲージ場と呼ばれる．
ゲージ場 Aµ を時空の各点 x ∈M における変換性によって特徴付けよう．そのためには，量

ϕ(xf)− ϕ(γ)(tf) =
(
∂µϕ(xi) +Aµ(xi)ϕ(xi)

)
dxµ

が U(xf) ∈ G による変換を受けることに注目すれば良い．つまり，共変微分と呼ばれる線型写像を
Dµ(x) := ∂µ +Aµ(x) で定義すると，∀x ∈M における，内部対称性による変換

ϕ(x) −→ ϕ̃(x) := U(x)ϕ(x) (2.4.2)

に伴って Dµ(x)ϕ(x) は

Dµ(x)ϕ(x) −→ D̃µ(x)ϕ̃(x) := U(x)Dµ(x)ϕ(x)

の変換を受ける．このことから，場 ϕ の変換 (2.4.2)に伴う共変微分自身の変換則は

Dµ(x) −→ D̃µ(x) = U(x)Dµ(x)U(x)−1 (2.4.3)

となる．従って場 Aµ :M−→ GL(N, K) の，場 ϕ の変換 (2.4.2)に伴う変換則が

Aµ(x) −→ U(x)
(
∂µ +Aµ(x)

)
U(x)−1 (2.4.4)

だと分かった．このような場の変換則をゲージ変換 (gauge transformation) と呼ぶ．

2.4.1 主束と内部対称性の定式化

ゲージ場は，主束の接続として定式化できる．特に，主束の同伴ベクトル束が重要である．
まずファイバー束と主束を定義し，内部対称性を持つ場の記述には主束の同伴ベクトル束が適していること

を見る*20．C∞ 多様体 M の微分同相群 (diffeomorphism group) DiffM とは，

来するものであった．同じように，ここで考えている場の変換性はどのような数学的定式化に由来するのかということを考えると，
時空M を底空間とする主束 G ↪→ P

π−→ M の同伴ベクトル束 KN ↪→ P ×ρ KN q−→ M における，M のチャートの取り替え
に伴う局所自明化の取り替え（i.e. 変換関数のファイバーへの作用）の概念に行き着くのである．詳細は次の小節で議論する．

*19 厳密にはこれは座標関数の差 dxµ := xµ(xf)− xµ(xi) の絶対値が小さいことを主張している．
*20 従って，この小節で行うのはゲージ場が登場する舞台の定式化であって，ゲージ場自身の定式化は次の小節で行う．
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• 台集合 DiffM :=
{
f : M −→M

∣∣ 微分同相写像}
• 単位元を恒等写像
• 積を写像の合成

として構成される群のことを言う．

定義 2.1: Lie群の作用

• Lie群 G の C∞ 多様体 M への左作用とは，群準同型 ρ : G −→ DiffM であって写像

I : G×M −→M, (g, x) 7−→ ρ(g)(x)

が C∞ 写像となるようなもののこと．g III x :=I (g, x) と略記する．
• Lie群 G の C∞ 多様体 M への右作用とは，群準同型 ρ : Gop −→ DiffM であって写像

J : M ×G −→M, (x, g) 7−→ ρ(g)(x)

が C∞ 写像となるようなもののこと．x JJJ g :=J (g, x) と略記する．
• Lie 群の左（resp. 右）作用が自由 (free) であるとは，∀x ∈ X, ∀g ∈ G \ {1G}, g I x 6=
x (resp. x J g 6= x) を充たすことを言う．

• Lie 群 の 左 （resp. 右） 作 用 が 効 果 的 (effective) で あ る と は， ρ : G −→
DiffM (resp. ρ : Gop −→ DiffM) が単射であることを言う．

定義 2.2: C∞ ファイバー束

Lie群 G が C∞ 多様体 F に効果的に作用しているとする．C∞ ファイバー束 (fiber bundle) とは，

• C∞ 多様体 E, B, F

• C∞ の全射 π : E −→ B

• Lie群 G と，G の F への左作用 I : G× F −→ F

• B の開被覆
{
Uλ
}
λ∈Λ

• 微分同相写像の族 {
ϕλ : π

−1(Uλ) −→ Uλ × F
}
λ∈Λ

であって，∀λ ∈ Λ に対して図 2.1を可換にするもの．

π−1(Uλ) Uλ × F

Uλ

π

ϕ

proj1

図 2.1: 局所自明性

• C∞ 写像の族{
tαβ : B −→ G

∣∣ ∀(p, f) ∈ (Uα ∩ Uβ)× F, ϕ−1
β (p, f) = ϕ−1

α

(
p, tαβ(p) I f

) }
α, β∈Λ
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の 6つのデータの組みのこと．記号としては (E, π, B, F ) や F ↪→ E
π−→ B と書く．

以下ではファイバー束と言ったら C∞ ファイバー束のことを指すようにする．ファイバー束 (E, π, B, F )

に関して，

• E を全空間 (total space)
• B を底空間 (base space)
• F をファイバー (fiber)
• π を射影 (projection)
• ϕλ を局所自明化 (local trivialization)
• tαβ を変換関数 (transition map)

と呼ぶ*21．また，射影 π による 1点集合 {b} の逆像 π−1({b}) ⊂ E のことを点 b のファイバー (fiber) と呼
び，Eb と書く．

定義 2.3: ベクトル束

ファイバーを n 次元 K-ベクトル空間 V とし，構造群を GL(n, K) とするようなファイバー束
V ↪→ E

π−→M であって，その局所自明化
{
ϕλ : π

−1(Uλ) −→ Uλ × V
}
λ∈Λ

が以下の条件を充たすも
ののことを階数 n のベクトル束 (vector bundle of rank n) と呼ぶ：

(vect-1) 　
∀λ ∈ Λ および ∀x ∈ Uλ に対して，proj2 ◦ ϕα|π−1({x}) : π

−1({x}) −→ V は K-ベクトル空間
の同型写像である．

【例 2.4.1】接束

n 次元 C∞ 多様体 M の接束は，構造群を GL(n, R) とするベクトル束 Rn ↪→ TM
π−→M である．実

際，M のチャート
(
Uλ, (x

µ)
)
に対して局所自明化は

ϕλ : π
−1(Uλ) −→ Uλ × Rn,

(
p, vµ

∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

)
7−→

(
p,

v
1

...
vn

)
となり，チャート

(
Uα, (x

µ)
)
,
(
Uβ , (y

µ)
)
に対して

ϕ−1
β

(
p, (v1, . . . , vn)

)
= ϕ−1

α

(
p,


∂x1

∂y1 (p) · · · ∂x1

∂yn (p)
...

. . .
...

∂xn

∂y1 (p) · · · ∂xn

∂yn (p)


v

1

...
vn

)

*21 紛らわしくないとき，ファイバー束 (E, π, B, F ) のことを π : E → B ，または単に E と略記することがある．
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となる．故に変換関数は

tαβ(p) :=


∂x1

∂y1 (p) · · · ∂x1

∂yn (p)
...

. . .
...

∂xn

∂y1 (p) · · · ∂xn

∂yn (p)

 ∈ GL(n, R)

で，ファイバーへの構造群の左作用とはただ単に n 次元の数ベクトルに行列を左から掛けることで
ある．

定義 2.4: 束写像

ファイバー F と構造群 G を共有する二つのファイバー束 ξi = (Ei, πi, Bi, F ) を与える．

• ξ1 から ξ2 への束写像 (bundle map) とは，二つの C∞ 写像 f : B1 → B2, f̃ : E1 → E2 の組
であって図 2.2

E1 E2

B1 B2

π1

f̃

π2

f

図 2.2: 束写像

を可換にし，かつ底空間 B1 の各点 b において，点 b のファイバー π−1
1 ({b}) ⊂ E1 への f̃ の

制限

f̃ |π−1
1 ({b}) : π

−1
1 ({b})→ f̃

(
π−1
1 ({b})

)
⊂ E2

が微分同相写像になっているもののことを言う．
• ファイバー束 ξ1 と ξ2 が同型 (isomorphic)であるとは，B1 = B2 = B であってかつ f : B → B

が恒等写像となるような束写像 f̃ : E1 → E2 が存在することを言う．記号としては ξ1 ' ξ2 と
かく．

E1 E2

B

π1

f̃

π2

図 2.3: ファイバー束の同型

• 積束 (B × F, proj1, B, F ) と同型なファイバー束を自明束 (trivial bundle) と呼ぶ．

ファイバー束 (E, π, B, F ) は，射影 π によってファイバー F の情報を失う．F を復元するためにも，
s : B → E なる写像の存在が必要であろう．
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定義 2.5: C∞ 切断

ファイバー束 ξ = (E, π, B, F ) の C∞ 切断 (cross section) とは，C∞ 写像 s : B → E であって
π ◦ s = idB となるもののことを言う．

ξ の切断全体の集合を Γ(B, E) あるいは Γ(E) と書く．

ξ = (E, π, B, F ) をファイバー束とする．底空間 B の開被覆 {Uλ}λ∈Λ をとると，定義 2.2 から，どの
α ∈ Λ に対しても局所自明性（図 2.4a）が成り立つ．ここでもう一つの β ∈ Λ をとり，Uα ∩ Uβ に関して局
所自明性の図式を横に並べることで，自明束 proj1 : (Uα ∩Uβ)×F → Uα ∩Uβ の束の自己同型（図 2.4c）が
得られる．

Uα × F π−1(Uα)

Uα

proj1

ϕα

π

(a) Uα に関する局所自明性

π−1(Uβ) Uβ × F

Uβ

π

ϕβ

proj1

(b) Uβ に関する局所自明性

(Uα ∩ Uβ)× F (Uα ∩ Uβ)× F

Uα ∩ Uβ
proj1

ϕβ◦ϕ−1
α

proj1

(c) 自明束 (Uα ∩ Uβ)× F の自己同型

図 2.4: 局所自明性の結合

全ての Uα ∩ Uβ に関する変換関数の族 {tαβ} が ∀b ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ に対して条件

tαβ(b)tβγ(b) = tαγ(b) (2.4.5)

を充たすことは図式 2.4より明かである．次の命題は，ファイバー束 (E, π, B, F ) を構成する「素材」には

• 底空間となる C∞ 多様体 B

• ファイバーとなる C∞ 多様体 F

• Lie群 G と，その F への左作用 I : G× F −→ F

• B の開被覆 {Uλ}
• (2.4.5)を充たす C∞ 写像の族 {tαβ : Uβ ∩ Uα → G}α, β∈Λ

があれば十分であることを主張する：
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命題 2.1: ファイバー束の構成

• C∞ 多様体 B, F

• Lie群 G と，G の F への左作用 I : G× F −→ G

• B の開被覆 {Uλ}λ∈Λ

• コサイクル条件 (2.4.5)を充たす C∞ 関数の族 {tαβ : Uβ ∩ Uα → G}

を与える．このとき，構造群 G と変換関数 {tαβ}α, β∈Λ を持つファイバー束 ξ = (E, π, B, F ) が存
在する．

証明 まず手始めに，cocycle条件 (2.4.5)より

tαα(b)tαα(b) = tαα(b), ∀b ∈ Uα

だから tαα(b) = 1G であり，また

tαβ(b)tβα(b) = tαα(b) = 1G, ∀b ∈ Uα ∩ Uβ

だから tβα(b) = tαβ(b)
−1 である．

開被覆 {Uλ} の添字集合を Λ とする．このとき ∀λ ∈ Λ に対して，Uλ ⊂ B には底空間 B からの相対位相
を入れ，Uλ × F にはそれと F の位相との積位相を入れることで，直和位相空間

E :=
∐
λ∈Λ

Uλ × F

を作ることができる*22．E の任意の元は (λ, b, f) ∈ Λ× Uλ × F と書かれる．
さて，E 上の二項関係 ∼ を以下のように定める：

(α, b, f) ∼
(
β, b, tαβ(b) I f

)
∀b ∈ Uα ∩ Uβ , ∀f ∈ F

∼ が同値関係の公理を充たすことを確認する：

反射律 冒頭の議論から tαα(b) = 1G なので良い．
対称律 冒頭の議論から tβα(b) = tαβ(b)

−1 なので，

(α, b, f) ∼ (β, c, h)

=⇒ b = c ∈ Uα ∩ Uβ かつ f = tαβ(b) I h

=⇒ c = b ∈ Uα ∩ Uβ かつ h = tαβ(b)
−1 I f = tβα(b) I f

=⇒ (β, c, h) ∼ (α, b, f).

推移律 cocycle条件 (2.4.5)より

(α, b, f) ∼ (β, c, h) かつ (β, c, h) ∼ (γ, d, k)

=⇒ b = c ∈ Uα ∩ Uβ かつ c = d ∈ Uβ ∩ Uγ かつ f = tαβ(b) I h, h = tβγ(c) I k

=⇒ b = d ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ かつ f =
(
tαβ(b)tβγ(b)

)
I k = tαγ(b) I k

=⇒ (α, b, f) ∼ (γ, d, k).

*22 E はいわば，「貼り合わせる前の互いにバラバラな素材（局所自明束 Uα × F）」である．証明の以降の部分では，これらの「素材」
を Uα ∩ Uβ 6= ∅ の部分に関して「良い性質 (2.4.5)を持った接着剤 {tαβ}」を用いて「貼り合わせる」操作を，位相を気にしな
がら行う．
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したがって ∼ は同値関係である．∼ による E の商集合を E と書き，商写像を pr: E → E, (α, b, f) 7→
[(α, b, f)] と書くことにする．
集合 E に商位相を入れて E を位相空間にする．このとき商位相の定義から開集合 {α} × Uα × F ⊂ E は

pr によって E の開集合 pr({α} × Uα × F ) ⊂ E に移される．ゆえに E は
{
pr({α} × Uα × Vβ)

}
を座標近

傍にもつ C∞ 多様体である（ここに {Vβ} は，C∞ 多様体 F の座標近傍である）．
次に C∞ の全射 π : E −→ B を

π
(
[(α, b, f)]

)
:= b

と定義すると，これは ∀α ∈ Λ に対して微分同相写像*23

ϕα : π
−1(Uα) −→ Uα × F, [(α, b, f)] 7−→ (b, f)

による局所自明性を持つ．従って組 ξ := (E, π, B, F ) は構造群 G，局所自明化 {ϕα}α∈Λ，変換関数
{tαβ}α, β∈Λ を持つファイバー束になり，証明が終わる． �

定義 2.6: 主束

構造群を G に持つファイバー束 ξ = (P, π, M, G) が主束 (principal bundle) であるとは，G の G

自身への左作用が自然な左作用aであることを言う．

a つまり，g I x := gx（Lie群の積）である．

次の命題は証明の構成が極めて重要である：

命題 2.2: 主束の全空間への右作用

ξ = (P, π, M, G) を主束とする．このとき，G の全空間 P への自由な右作用が自然に定義され，そ
の軌道空間 (orbit space) P/G が M になる．

証明 ξ の局所自明化を {ϕλ }λ∈Λ，変換関数を {tαβ : Uα ∩ Uβ → G}α, β∈Λ と書く．∀u ∈ P, ∀g ∈ G をと
る．π(u) ∈ Uα となる α ∈ Λ を選び，対応する局所自明化 ϕα による u の像を ϕα(u) =: (p, h) ∈ Uα ×G
とおく*24．このとき G の P への右作用 J : P ×G −→ P を次のように定義する*25：

u J g := ϕ−1
α (p, hg) (2.4.6)

J の well-definedness 　
β 6= α に対しても π(u) ∈ Uβ であるとする．このとき ϕβ(u) = (p, h′) ∈ (Uα ∩ Uβ) × G と書けて，
また変換関数の定義から

h′ = tαβ(p)h
(
tαβ(p) ∈ G

)

*23 逆写像は ϕ−1
α : Uα × F −→ π−1(Uα), (b, f) 7−→ [(α, b, f)] である．ϕα も ϕ−1

α も C∞ 写像の合成で書けるので C∞ 写像
である．

*24 つまり，p := π(u), h := proj2 ◦ ϕα(u) と言うことである．
*25 右辺の hg は Lie群の乗法である．
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である．したがって

ϕ−1
β (p, h′g) = ϕ−1

β

(
p,
(
tαβ(p)h

)
g
)
= ϕ−1

β

(
p, tαβ(p)hg

)
= ϕ−1

β ◦ (ϕβ ◦ ϕ
−1
α )(p, hg) = ϕ−1

α (p, hg)

が分かり，式 (2.4.6)の右辺は局所自明化の取り方によらない．
J は右作用 　写像 ρ : Gop −→ Diff P, g 7−→ (u 7−→ u J g) が群準同型であることを示す．

(1) u J 1G = ϕ−1
α (p, h1G) = ϕ−1

α (p, h) = u

(2) ∀g1, g2 ∈ G をとる．

u J (g1g2) = ϕ−1
α

(
p, (hg1)g2

)
= ϕ−1

α (p, hg1) J g2 = (u J g1) J g2

J は自由 　
∀α ∈ Λ に対して ∀u = (p, g) ∈ π−1(Uα) をとる．u J g′ = u ならば

u J g′ = ϕ−1
α (p, gg′) = u = ϕ−1

α (p, g1G)

が成り立つが，局所自明化は全単射なので gg′ = g が言える．g は任意なので g′ = 1G が分かった．
軌道空間が M 　

∀α ∈ Λ に対して，G の右作用 (2.4.6)による U ×G の軌道空間は (U ×G)/G = U × {1G} = U と
なる．故に P 全域に対しては P/G = B となる．

�

定理 2.1:

コンパクト Hausdorff空間 P と，P に自由に作用しているコンパクト Lie群 G を与える．この時，
軌道空間への商写像

π : P −→ P/G

は主束である．

証明 �

構造群を G とするファイバー束 F ↪→ E
π−→ M が与えられたとき，命題 2.1を使うと，変換関数が共通の

主束 G ↪→ P
p−→ M が存在することがわかる．このようにして得られる主束をファイバー束 F ↪→ E

π−→ M

に同伴する (associated) 主束と呼ぶ．

【例 2.4.2】フレーム束

変換関数 {tαβ : M −→ GL(N, K)} を持つ階数 N のベクトル束 KN ↪→ E
π−→M に同伴する主束は，

例えば次のようにして構成できる：∀x ∈M に対して

Px :=
{
f ∈ Hom (KN , Ex)

∣∣ 同型写像}
とし，

P :=
∐
x∈M

Px, $ : P −→M, (x, f) 7−→ x
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と定める．GL(N, K) ↪→ P
$−→M に適切な局所自明化を入れて，変換関数が {tαβ : M −→ GL(N, K)}

となるような主束を構成する．
　 ∀(x, f) ∈ Px をとる．このとき KN の標準基底を e1, . . . , eN とすると，f ∈ Hom (Kn, Ex) は
Ex の基底 f(e1), . . . , f(eN ) と同一視されるaことに注意しよう．このことに由来して，fµ := f(eµ)

とおいて f = (f1, . . . , fN ) ∈ Px と表すことにする．
　 E の局所自明化 {ϕα : π−1(Uα) −→ Uα × Kn} を与える．このとき，n 個の E の局所切断
sα1, . . . sαN ∈ Γ(E|Uα

) を

sαµ(x) := ϕ−1
α (x, eµ)

と定義すると，∀x ∈ Uα に対して sα1(x), . . . , sαN (x) が Ex の基底となるb．故に，P の局所切断
pα ∈ Γ(P |Uα) を

pα(x) :=
(
x,
(
sα1(x), . . . , sαN (x)

))
∈ Px

により定義できる．このとき，∀(x, f) =
(
x, (f1, . . . , fN )

)
∈ $−1(Uα) に対してある g ∈ GL(N, K)

が存在して f = pα(x)g と書ける．ただし g は基底の取り替え行列で，ただ単に行列の積として右か
ら作用している．
ここで，目当ての P の局所自明化を

ψα : $
−1(Uα) −→ Uα ×GL(n, K), (x, f) =

(
x, pα(x)g

)
7−→ (x, g)

と定義する．変換関数を計算すると

ψ−1
β (x, g) =

(
x, pβ(x)g

)
=
(
x,
(
sβ1(x), . . . , sβN (x)

)
g
)

=
(
x,
(
ϕ−1
β (x, e1), . . . , ϕ

−1
β (x, eN )

)
g
)

=

(
x,
(
ϕ−1
α

(
x, tαβ(x)e1

)
, . . . , ϕ−1

α

(
x, tαβ(x)eN

))
g

)
となるが，eµ が標準基底なので

tαβ(x)eµ =


tαβ(x)

1
µ

tαβ(x)
2
µ

...
tαβ(x)

n
µ

 = eνtαβ(x)
ν
µ

が成り立つこと，およびベクトル束の定義から proj2 ◦ ϕα|Ex
: Ex −→ KN が K-ベクトル空間の同型

写像であることに注意すると(
x,
(
ϕ−1
α

(
x, tαβ(x)e1

)
, . . . , ϕ−1

α

(
x, tαβ(x)eN

))
g

)
=

(
x,
(
ϕ−1
α

(
x, eν

)
tαβ(x)

ν
1, . . . , ϕ

−1
α

(
x, eν

)
tαβ(x)

ν
N

)
g

)
=

(
x,
(
ϕ−1
α

(
x, e1

)
, . . . , ϕ−1

α

(
x, eN

))
tαβ(x)g

)
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=

(
x,
(
sα1(x), . . . , sαN (x)

)
tαβ(x)g

)
=
(
x, pα(x)tαβ(x)g

)
= ψ−1

α (x, tαβ(x)g)

だとわかり，目標が達成された．この GL(N, K) ↪→ P
π−→M のことをフレーム束と呼ぶ．

a 実際 ∀v = vµeµ ∈ Kn に対して f(v) = vµf(eµ) が成り立つので，f(e1), . . . , f(eN ) ∈ Ex が指定されれば f が一
意的に決まる．

b ベクトル束の定義から proj2 ◦ ϕα|Ex : Ex −→ KN が K-ベクトル空間の同型写像であるため．

逆に，与えられた主束を素材にして，変換関数を共有するファイバー束を構成することができる．

命題 2.3: Borel構成

G ↪→ P
π−→ M を主束とし，Lie群 G の C∞ 多様体への左作用 I : G× F −→ F を与える．(2.4.6)

で定義された G の P への右作用を J : P ×G −→ P と書く．

• 積多様体 P × F への G の新しい右作用 J : (P × F )×G −→ P × F を

(u, f)J g := (u J g, g−1 I f)

と定義し，この右作用による P × F の軌道空間を P ×G F := (P × F )/G と書く．
• 商写像 $ : P × F −→ P ×G F, (u, f) 7−→ (u, f)JG による (u, f) ∈ P × F の像を
u×G f ∈ P ×G F と書く．このとき写像

q : P ×G F −→M, u×G f 7−→ π(u)

が well-definedになる．

このとき，F ↪→ P ×G F
q−→M は構造群 G をもち，変換関数が G ↪→ P

π−→M のそれと同じである
ようなファイバー束である．

証明 q の well-definednessは，(2.4.6)で定義した右作用 J が π(u) を不変に保つので明らか．
主束 G ↪→ P

π−→ M の開被覆，局所自明化，変換関数をそれぞれ {Uλ}λ∈Λ, {ϕλ : π−1(Uλ) −→ Uλ ×
G}λ∈Λ,

{
tαβ : M −→ G

}
α, β∈Λ

と書く．また，∀λ ∈ Λ に対して局所切断 sλ ∈ Γ(P |Uα) を

sλ : M −→ π−1(Uα), x 7−→ ϕ−1
λ (x, 1G)

と定義する．
このとき，∀λ ∈ Λ に対して C∞ 写像

ψλ : q
−1(Uλ) −→ Uλ × F, sλ(x)×G f 7−→

(
x, f

)
(2.4.7)
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が well-definedな*26 微分同相写像になる*27 ので，族{
ψλ : q

−1(Uλ) −→ Uλ × F
}
λ∈Λ

を F ↪→ P ×G F
q−→M の局所自明化にとる．すると ∀α, β ∈ Λ, ∀(x, f) ∈ (Uα ∩ Uβ)× F に対して

ψ−1
β (x, f) = sβ(x)×G f

= ϕ−1
β (x, 1G)×G f

= ϕ−1
α (x, tαβ(x)1G)×G f

= ϕ−1
α (x, 1Gtαβ(x))×G f

=
(
ϕ−1
α (x, 1G) J tαβ(x)

)
×G f

=
(
sα(x) J tαβ(x)

)
×G f

=
((
sα(x) J tαβ(x)

)
J tαβ(x)

−1
)
×G

(
tαβ(x) I f

)
= sα(x)×G

(
tαβ(x) I f

)
= ψ−1

α (x, tαβ(x) I f)

が成り立つので F ↪→ P ×G F
q−→M の変換関数は{

tαβ : M −→ G
}
α, β∈Λ

である． �

【例 2.4.3】同伴ベクトル束

主束 G ↪→ P
π−→M を任意に与える．Lie群 G の，N 次元 K ベクトル空間 V への左作用とは，Lie

群 G の N 次元表現 ρ : G −→ GL(V ) のことに他ならないa．このとき，命題 2.3の方法によって構成
される階数 N のベクトル束のことを P ×ρ V と書き，同伴ベクトル束 (associated vector bundle)
と呼ぶ．

a EndV に標準的な C∞ 構造を入れて Lie群と見做したものを GL(V ) と書いた．

これでゲージ場を導入する準備が整った．つまり，この節の冒頭で考えた内部対称性を持つ場 ϕ :M−→ KN

とは，厳密には主束

G ↪→ P
π−→M

*26 ∀u ×G f ∈ q−1(Uλ) をとる．このとき q(u ×G f) = π(u) ∈ Uλ なので u ∈ P に主束 G ↪→ P
π−→M の局所自明化

ϕλ : π−1(Uλ) −→ Uλ × F を作用させることができる．従って g(u) := proj2 ◦ ϕλ(u) ∈ G とおけば，G の P への
右作用の定義 (2.4.6) から u = ϕ−1

λ

(
π(u), g(u)

)
= ϕ−1

λ

(
π(u), 1G

)
J g(u) = sλ

(
π(u)

)
J g(u) が成り立ち，u ×G

f =
(
sλ

(
π(u)

)
J g(u)

)
×G f = sλ

(
π(u)

)
×G

(
g(u) I f

)
と書くことができる．よって ψλ の定義 (2.4.7) におい

て ψλ(u ×G f) =
(
π(u), g(u) III f

)
であり，全ての q−1(Uλ) の元の行き先が定義されていることがわかった．次に

u×Gf = u′×Gf
′ ∈ q−1(Uλ)であるとする．このとき右作用 Jの定義からある h ∈ Gが存在して u′ = ϕ−1

λ

(
π(u′), g(u′)

)
=

u J h = ϕ−1
λ

(
π(u), g(u)h

)
, f ′ = h−1 I f が成り立つので，π(u′) = π(u), g(u′) = g(u)h, f ′ = h−1 I f が言える．従って

ψλ(u
′ ×G f ′) =

(
π(u′), g(u′) I f ′

)
=

(
π(u),

(
g(u)h

)
I

(
h−1 I f

))
=

(
π(u), g(u) I h I h−1 I f

)
=

(
π(u), g(u) I

f
)
= ψλ(u×G f) が成り立ち，ψλ が well-definedであることが示された．

*27 π : P −→ M, g := proj2 ◦ ϕλ : q−1(Uλ) −→ G, I : G × F −→ F は全て C∞ 写像の合成の形をしているので C∞

写像であり，ψλ :=
(
π × (I ◦(g × idF ))

)
もこれらの合成として書けている（写像 ×, idF はもちろん C∞ 級である）の

で C∞ 写像である．well-definedness の証明と同じ議論で ψλ の単射性がわかる．全射性は定義 (2.4.7) より明らか．逆写像
(x, f) 7−→ sλ(x)×G f も，C∞ 写像たちの合成 q ◦ (sλ × idF ) なので C∞ 写像である．
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の，線型 Lie群 G の N 次元表現

ρ : G −→ GL(KN ), U 7−→ (v 7−→ Uv)

による同伴ベクトル束

KN ↪→ P ×ρ KN
q−→M

の局所切断 φ : Vα −→ P ×ρ KN を，ある一つの局所自明化 σα : q
−1(Vα) −→ Vα ×KN によって座標表示し

たもの（の第 2成分を取り出してきたもの）

ϕ = proj2 ◦ σα ◦ φ : Vα −→ KN

のことだと見做せる．と言うのも，こう考えることで場の変換性 (2.4.2)

ϕ(x) −→ ϕ̃(x) := U(x)ϕ(x)

が，時空Mの 2つのチャート
(
V, (xµ)

)
,
(
Ṽ , (x̃µ)

)
の共通部分 V ∩Ṽ 上における，局所自明化 σ, σ̃ : q−1(V ∩

Ṽ ) −→ (V ∩ Ṽ ) × KN の取り替え（内部自由度に関する一般座標変換のようなもの）に伴う変換関数
UṼ , V :M−→ G の作用

σ̃ ◦ σ−1 : (V ∩ Ṽ )×KN −→ (V ∩ Ṽ )×KN ,(
x, ϕ(x)

)
7−→

(
x, ρ

(
UṼ , V (x)

)(
ϕ(x)

))
=
(
x, UṼ , V (x)ϕ(x)

)
(2.4.8)

として上手く定式化できているのである*28．

2.4.2 Lie群の指数写像と基本ベクトル場

主束の接続の話に入る前に，Lie群の Lie代数について考察する．この小節は [Lee12, Chapter 20]，[今野
13, 第 6章]による．

Lie群 G の上の微分同相写像*29

Lg : G −→ G, x 7−→ gx,

Rg : G −→ G, x 7−→ xg,

のことをそれぞれ左移動，右移動と言う．

定義 2.7: 左不変ベクトル場

Lie群 G の左不変ベクトル場 (left-invariant vector field) とは，R-ベクトル空間

XL(G) :=
{
X ∈ X(G)

∣∣ ∀g ∈ G, (Lg)∗X = X
}

の元のこと．i.e. ∀g ∈ G に対して自分自身と Lg-related な C∞ ベクトル場のことを言う．

*28 物理では変換性によって場を定義するので，数学的定式化はこれで良い．なお，この定式化は主束の全空間 P の情報を一切使って
いないが，これは命題 2.1の表れである．実際，この節の冒頭の議論で顕に登場したのは時空M，場の配位を記述する空間 KN，
内部対称性を表す Lie群 G とその表現 ρ : G −→ GL(N, K)，場の局所的変換を表す C∞ 写像 U : M −→ G だけだったので，
その数学的定式化が P によらないのは妥当だと思う．

*29 従って，命題 B.7から Lg , Rg によるベクトル場の押し出しが一意的に存在する．
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∀g ∈ G と ∀X, Y ∈ XL(G) をとる．このとき (Lg)∗X = X, (Lg)∗Y = Y なので，命題 B.9の後半から

(Lg)∗[X,Y ] = [(Lg)∗X, (Lg)∗Y ] = [X,Y ]

が言える．i.e. XL(G) は Lieブラケットについて閉じるので，体 R 上の Lie代数になる．

命題 2.4:

G を Lie群とする．このとき評価写像

ev1G : XL(M) −→ T1GG, X 7−→ X1G

はベクトル空間の同型写像である．

証明 ev1G が R-線型写像であることは明らか．

ev1G が単射 　
Ker ev1G = {0} を示す．∀X ∈ Ker ev1G に対して ev1G(X) = X1G = 0 が成り立つ．一方 X ∈ XL(G)

でもあるので，∀g ∈ G に対して Xg = XLg(1G) = (T1GLg)(X1G) = 0 が言える*30．
ev1G が全射 　

∀v ∈ T1GG を 1つとり，C∞ ベクトル場 vL ∈ X(G) を

vL : G −→ TG, g 7−→ T1G(Lg)(v) (2.4.9)

と定義する*31．∀g ∈ G に対して vL が自分自身と Lg-related であることを示す．実際，∀h ∈ G に対
して

Th(Lg)(v
L|h) = Th(Lg) ◦ T1G(Lh)(v) = T1G(Lg ◦ Lh)(v) = T1G(Lgh)(v) = vL|gh = vL|Lg(h)

が言える．i.e. vL ∈ XL(G) である．従って vL に ev1G を作用させることができ，ev1G(vL) = vL|1G =

T1GL1G(v) = v ∈ Im ev1G が言えた．

�

ここで g := T1GG とおき，命題 2.4の (2.4.9)を使って g 上の Lieブラケットを

[X,Y ] :=
[
XL, Y L

]
1G
∈ g

と定義すれば ev1G は Lie代数の同型写像となる．この意味で g のことを Lie群 G の Lie代数と呼ぶ．

【例 2.4.4】一般線型群とその Lie代数

一般線型群 GL(n, K) ⊂ M(n, K) の Lie代数 gl(n, K) := T1nGL(n, K) を，GL(n, K) のチャート

*30 2つ目の等号で Lg-relatedの定義を使った．
*31 vL が C∞であることは次のようにしてわかる：∀f ∈ C∞(G)をとる．γ(0) = 1G, γ̇(0) = v を充たす C∞曲線 γ : (−δ, δ) −→

G をとると，∀g ∈ G に対して (vLf)(g) = v(f ◦Lg) = γ̇(0)(f ◦Lg) =
d
dt

∣∣∣
t=0

(f ◦Lg ◦γ)(t) と書ける．f ◦Lg ◦γ : (−δ, δ)×
G −→ R と見做すとこれは C∞ 写像の合成なので C∞ 写像であり，右辺は g に関して C∞ 級である．
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(
GL(n, K), (xµν)

)
の下で考える．まず，K-線型写像

α : gl(n, K) −→ M(n, K),

aµν
∂

∂xµν

∣∣∣∣
1n

7−→
[
aµν

]
1≤µ, ν≤n

は明らかに K-ベクトル空間の同型写像である．∀a = aµν
∂

∂xµ
ν

∣∣∣
1n

, b = bµν
∂

∂xµ
ν

∣∣∣
1n

∈ gl(n, K) をと

る．このとき ∀g =
[
gµν
]
1≤µ, ν≤n ∈ GL(n, K) に関する左移動は

Lg
([
xµν

]
1≤µ, ν≤n

)
=
[
gµρx

ρ
ν

]
1≤µ, ν≤n

なる C∞ 写像だから

aLg = T1G(Lg)(a) = aµν T1G(Lg)

(
∂

∂xµν

∣∣∣∣
1n

)

= aµν
∂[Lg ]

ρ
σ

∂xµν
(1n)

∂

∂xρσ

∣∣∣∣
Lg(1n)

= gρµa
µ
ν

∂

∂xρν

∣∣∣∣
g

と計算できる．i.e. 第 (µ, ν) 成分を取り出す C∞ 関数を prµν : GL(n, K) −→ K とおくと ∀f ∈
C∞(GL(n, K)

)
に対して aLf ∈ C∞(GL(n, K)

)
は

aLf(g) = aµν pr
ρ
µ(g)

∂f

∂xρν
(g)

と書ける．よって

[a, b]f =
[
aL, bL

]
f(1n)

= aµν pr
ρ
µ(1n)

∂

∂xρν

(
bαβ pr

γ
α
∂f

∂xγβ

) ∣∣∣∣
1n

− bµν prρµ(1n)
∂

∂xρν

(
aαβ pr

γ
α
∂f

∂xγβ

) ∣∣∣∣
1n

= aµνb
ν
β

∂f

∂xµβ
(1n) +

����������

aµνb
α
β

∂2f

∂xµν∂xαβ
(1n)

− bµνaνβ
∂f

∂xµβ
(1n)−

����������

bµνa
α
β

∂2f

∂xµν∂xαβ
(1n)

=

(
(aµρb

ρ
ν − bµρaρν)

∂

∂xµν

∣∣∣∣
1n

)
f

であり，

α([a, b]) =
[
aµρb

ρ
ν − bµρaρν

]
1≤µ, ν≤n

i.e. α は Lie代数の同型写像だと分かった．
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定理 2.2: 誘導される Lie代数の準同型

Lie群 G, H と Lie群の準同型 F : G −→ H を与える．

(1) このとき，∀X ∈ g に対して Y ∈ h がただ一つ存在して，XL と Y L が F -relatedになる．i.e.
Y L = F∗X

L である．
(2) T1GF : g −→ h, X 7−→ T1GF (X) は Lie代数の準同型である．

証明 (1) Y = T1GF (X) ∈ h に対して XL と Y L が F -relatedであることを示す．実際，F が Lie群の準
同型であることから ∀g, h ∈ G について

F ◦ Lg(h) = F (gh) = F (g)F (h) = LF (g) ◦ F (h)

が成り立つこと，i.e. F ◦ Lg = LF (g) ◦ F に注意すると ∀g ∈ G に対して

TgF (X
L|g) = TgF

(
T1GLg(X)

)
= T1G(F ◦ Lg)(X)

= T1G(LF (g) ◦ F )(X)

= T1H (LF (g)) ◦ T1GF (X)

= T1H (LF (g))(Y )

= YF (g)

が言える．系 B.1より F∗X
L = Y L がわかるので Y は一意的に定まる．

(2) ∀X, Y ∈ g をとる．(1) と命題 B.9-(1) より
[
F∗X

L, F∗Y
L
]
は
[
XL, Y L

]
と F -related であるが，(1)

で示した一意性から

F∗
[
XL, Y L

]
=
[
F∗X

L, F∗Y
L
]

が言える．両辺の 1H ∈ H における値をとることで

T1GF ([X,Y ]) = (F∗
[
XL, Y L

]
)1G = (

[
F∗X

L, F∗Y
L
]
)1G = [X,Y ]

が示された．
�

定義 2.8: 1パラメータ部分群

Lie 群の準同型写像 R −→ G のことを Lie 群 G の 1 パラメータ部分群 (one-parameter subgroup)
と呼ぶa．

a 1パラメータ部分群自身は部分 Lie群ではない．
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命題 2.5: 1パラメータ部分群の特徴付け

Lie群 G を与える．

(1) G の任意の 1パラメータ部分群 γ : R −→ G に対して，γ を初期条件 γ(0) = 1G を充たす極大
積分曲線として持つ左不変ベクトル場 X ∈ XL(G) が一意的に存在する．

(2) ∀X ∈ XL(G) に対して，初期条件 γ(0) = 1G を充たす唯一の X の極大積分曲線 γ : R −→ G

は G の 1パラメータ部分群である．

上述の対応によって X ∈ XL(G) から一意的に定まる 1パラメータ部分群のことをX が生成する 1
パラメータ部分群と呼ぶ．

!
命題 2.4の同型と併せると{

G の 1パラメータ部分群
} ∗←→ XL(G)

ev1G←→ T1GG

の 1対 1対応がある．i.e. G の任意の 1パラメータ部分群 γ は，その初速度 γ̇(0) ∈ T1GG により完全
に決定される．

証明 (1) G の 1 パラメータ部分群 γ : R −→ G を与える． d
dt ∈ XL(R) なので，定理 2.2 より，X :=

γ∗
(

d
dt

)
∈ XL(G) は d

dt と γ-related な唯一の左不変ベクトル場である．このとき ∀t0 ∈ R に大して

Xγ(t0) = Tt0γ

(
d

dt

∣∣∣∣
t=t0

)
= γ̇(t0)

が成り立ち，γ は初期条件 γ(0) = 1G を充たす X の極大積分曲線である．
(2) 定理 B.6より ∀X ∈ XL(G) は完備なので，X は大域的なフローを生成する．従って γ(0) = 1G を充
たす X の極大積分曲線 γ が唯一存在し，その定義域が R になる．
　 ∀g ∈ G をとる．左不変ベクトル場の定義より X ∈ XL(G) は X 自身と Lg-related なので，
命題 B.11 から Lg ◦ γ : R −→ G もまた X の積分曲線である．従って ∀s ∈ R に対して曲線
Lγ(s) ◦ γ : t 7−→ Lγ(s)

(
γ(t)

)
= γ(s)γ(t) は t = 0 において点 γ(s) ∈ G を通過する X の積分曲線であ

る．然るに補題 B.3-(2) より曲線 t : t 7−→ γ(s+ t) もまた同一の初期条件を充たす X の積分曲線なの
で，定理 B.2よりこれらは ∀t ∈ R において一致しなくてはならない：

γ(s)γ(t) = γ(s+ t)

i.e. γ : R −→ G は 1パラメータ部分群である．
�

定義 2.9: 指数写像

Lie群 G を与える．g を G の Lie代数とする．G の指数写像 (exponential map) を

exp: g −→ G, X 7−→ γ(X)(1)

と定義する．ただし，γ(X) : R −→ G は XL ∈ XL(G) が 生成する 1パラメータ部分群である．
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命題 2.6: 指数写像の性質

Lie群 G を与える．g を G の Lie代数とする．

(1) exp: g −→ G は C∞ 写像
(2) ∀X ∈ g に対して，

γ(X) : R −→ G, t 7−→ exp(tX)

は XL ∈ XL(G) が生成する 1パラメータ部分群である．
(3) ∀X ∈ g, ∀s, t ∈ R に対して

exp
(
(s+ t)X

)
= exp(sX) exp(tX)

(4) ∀X ∈ g に対して

(expX)−1 = exp(−X)

(5) H を別の Lie群，F : G −→ H を任意の Lie群の準同型とするとき，以下の図式が可換になる：

g h

G H

T1G
F

exp exp

F

(6) ∀X ∈ g に対して，左不変ベクトル場 XL ∈ XL(G) が生成するフロー θ(X) : R ×G −→ G に
対して

θ(X)(t, g) = g exp(tX)
(
=: Rexp(tX)(g)

)
が成り立つ．

(7) T0(exp) : T0g −→ g は恒等写像である．
(8) 点 0 ∈ g の近傍 U ⊂ g および点 1G ∈ G の近傍 V ⊂ G が存在して，exp |U : U −→ V が微分
同相写像になる．

証明 (1) [Lee12, p.519, Proposition 20.8-(1)]
(2) γ : R −→ G を XL ∈ XL(G) が生成する 1 パラメータ部分群とする．これは命題 2.5-(2) により

γ(0) = 1G を充たす XL の唯一の極大積分曲線である．
　 ∀t ∈ R をとる．このとき補題 B.3-(1) より，C∞ 曲線 γ̃ : R −→ G, s 7−→ γ(ts) は初期条件
γ̃(0) = 1G を充たすベクトル場 tXL の極大積分曲線なので，その一意性から

γ(X)(t) = exp(tX) = γ̃(1) = γ(t)

が成り立つ．i.e. γ(X) = γ が言えた．
(3) (2) より γ(X) が 1パラメータ部分群なので

exp
(
(s+ t)X

)
= γ(X)(s+ t) = γ(X)(s)γ(X)(t) = exp(sX) exp(tX)
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(4) (2) より γ(X) が 1パラメータ部分群なので

expX exp(−X) = γ(X)(1)γ(X)(−1) = γ(X)(0) = 1G

exp(−X) expX = γ(X)(−1)γ(X)(1) = γ(X)(0) = 1G

が言える．i.e. (expX)−1 = exp(−X) である．
(5) ∀X ∈ g を 1 つ固定する． (2) より C∞ 写像 t 7−→ exp

(
t T1GF (X)

)
は左不変ベクトル

場
(
T1GF (X)

)L
= F ∗(X

L) ∈ XL(G) が生成する 1 パラメータ部分群である．ここで，
σ : R −→ H, t 7−→ F

(
exp(tX)

)
とおいたとき

σ̇(0) = T0
(
F ◦ exp(tX)

)( d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
= T1GF ◦ T0

(
exp(tX)

)( d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
= T1GF

(
˙γ(X)(0)

)
= T1GF (X)

が成り立つので σ もまた左不変ベクトル場
(
T1GF (X)

)L ∈ XL(G) が生成する 1パラメータ部分群で
あり，その一意性から σ(t) = exp

(
tT1GF (X)

)
が言える．

(6) ∀(t, g) ∈ R × G をとる．左不変ベクトル場の定義より XL ∈ XL(G) は XL 自身と Lg-related
なので，命題 B.11 から Lg ◦ γ(X) : R −→ G, t 7−→ exp(tX) もまた XL の極大積分曲線である．
Lg ◦ γ(X)(0) = g なので，極大積分曲線の一意性から Lg ◦ γ(X) = θ

(g)
(X) が言える．従って

g exp(tX) = Lg(exp(tX)) = Lg ◦ γ(X)(t) = θ
(g)
(X)(t) = θ(X)(t, g).

(7) ∀X ∈ T0g を 1つとる．g 上の C∞ 曲線 γ : R −→ g, t 7−→ tX は γ̇(0) = X を充たすので

T0(exp)(X) = T0(exp)
(
γ̇(0)

)
= T0(exp) ◦ T0γ

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
= T0(exp ◦γ)

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tX)

= X

(8) (7) より点 0 ∈ g において T0(exp) : T0g −→ g = T1GG が全単射なので，C∞ 多様体に関する逆関数
定理が使える．

�

定義 2.10: 微分表現

V を K-ベクトル空間とする．Lie群 Gの表現 ρ : G −→ GL(V )の，1G ∈ Gにおける微分 T1Gρ : g −→
gl(V ) は Lie 代数の表現である．この T1Gρ のことを ρ の微分表現 (differential representation) と
呼ぶ．
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【例 2.4.5】随伴表現

∀g ∈ G に対して準同型 Fg : G −→ G, x 7−→ gxg−1 を考えると Fgh = Fg ◦ Fh が成り立つ．故に，
1G ∈ G における微分

T1G(Fg) : g −→ g

は，T1G の関手性から T1G(Fgh) = T1G(Fg) ◦ T1G(Fh) を充たす．よって

Ad: G −→ GL(g), g 7−→ T1G(Fg)

は Lie群 G の表現となるa．これを Lie群 G の随伴表現 (adjoint representation) と呼ぶ．
　 Ad の微分表現を指数写像を使って計算してみよう．∀X ∈ g をとる．命題 2.6-(2) により曲線
γ(X) : t 7−→ exp(tX) は X が生成する 1パラメータ部分群なので，命題 B.13から ˙γ(X)(0) = X であ
る．従って ∀Y ∈ g に大して(

T1G(Ad)(X)
)
Y =

(
T1G(Ad)

(
˙γ(X)(0)

))
Y

= T1G(Ad) ◦ T0γ(X)

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
Y

= T0(Ad ◦γ(X))

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
Y

=

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Ad
(
exp(tX)

))
Y

=

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Ad
(
exp(tX)

)
(Y )

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
T1G

(
Fexp(tX)

)
(Y )
)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
T1G

(
R(exp(tX))−1 ◦ Lexp(tX)

)
(Y L

1G)
)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
TLexp(tX)(1G)

(
Rexp(−tX)

)
◦ T1G

(
Lexp(tX)

)
(Y L

1G)
)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
Texp(tX)

(
Rexp(−tX)

)(
Y L
exp(tX)

))
ここで，命題 2.6-(6) より XL ∈ XL(G) が生成するフローが θt(g) = Rexp(tX)(g) と書かれることを
思い出すと，

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
Texp(tX)

(
Rexp(−tX)

)(
Y L
exp(tX)

))
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Tθt(1G)

(
θ−t
)(
Y L
θt(1G)

)
= lim
t→0

Tθt(1G)

(
θ−t
)(
Y L
θt(1G)

)
− Y L

1G

t

= (LXLY L)1G

=
[
XL, Y L

]
1G
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= [X,Y ]

となる．ただし 3つ目の等号で Lie微分の定義を使った．結局

ad := T1G(Ad): g −→ gl(g), X 7−→ (Y 7→ [X,Y ])

であることが分かった．

a 厳密には Ad の C∞ 性を示さなくてはならない．証明は [Lee12, p.534, Proposition 20.24]を参照．

【例 2.4.6】一般線型群の随伴表現

G = GL(n, K) としたときの随伴表現を考える．GL(n, K) のチャート
(
GL(n, K), (xµν)

)
をとると

∀g =
[
gµν

]
1≤µ, ν≤n ∈ GL(n, K) に関して C∞ 写像 Fg : G −→ G は

Fg
([
xµν

]
1≤µ, ν≤n

)
=
[
gµρx

ρ
σ[g

−1]σν
]
1≤µ, ν≤n

と座標表示されるので，∀cµν ∂
∂xµ

ν

∣∣∣
1n

∈ gl(n, K) の自然基底に関して

Ad(g)

(
cµν

∂

∂xµν

∣∣∣∣
1n

)
= cµν T1n

(
∂

∂xµν

∣∣∣∣
1n

)

= cµν
∂[Fg ]

ρ
σ

∂xµν
(1n)

∂

∂xρσ

∣∣∣∣
Fg(1n)

= gρµc
µ
ν [g

−1]νσ
∂

∂xρσ

∣∣∣∣
1n

がわかる．【例 2.4.4】の Lie代数の同型写像 α : gl(n, K) −→ M(n, K) を使うと，これは行列の積の
意味で

α ◦Ad(g) ◦ α−1(X) = gXg−1

を意味する．以上の議論は G が GL(n, K) の部分 Lie 群の場合にも成立するが，
大抵の場合 Lie代数の同型写像 α は省略される．

定理 B.2によって，C∞ 多様体 M 上の完備なベクトル場 X が Lie群 R の M への作用 θ : R×M −→M

を一意に定めることが分かる．そしてこのような状況を指して，ベクトル場 X は Lie群 R の作用 θ の無限
小生成子であると言うのだった．この考えを任意の Lie群 G の，任意の M への右作用に拡張することがで
きる．つまり，任意の Lie群 G の任意の右作用 J : M ×G −→M は，ただ一つの無限小生成子を持つ．
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定義 2.11: 基本ベクトル場

Lie群 G が C∞ 多様体 M に右から作用しているとする．この右作用を J : M ×G −→M と書く．

• ∀X ∈ g に対して，基本ベクトル場 (fundamental vector field) X# ∈ X(M) を次のように定
める：

X#
x :=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
x J exp(tX)

)
∈ TxM

• 写像

J# : g −→ X(M), X 7−→ X#

のことを右作用 J の無限小生成子と呼ぶ．

上の状況下で

• ∀g ∈ G に対して右作用移動 Rg : M −→M を Rg(x) := x J g と定義する．
• ∀x ∈M に対して右作用軌道 R(x) : G −→M を R(x)(g) := x J g と定義する．

∀X ∈ g に対して，C∞ 写像*32

θ(X) : R×M −→M, (t, x) 7−→ x J exp(tX) = Rexp(tX)(x)

は大域的フローである*33 ．この大域的フローの無限小生成子はベクトル場

x 7−→
(
x,

˙
θ
(x)
(X)(0)

)
=

(
x, T0

(
θ
(x)
(X)

)( d

dt

∣∣∣∣
t=0

))
であるが*34，これがまさに X# ∈ X(M) になっている．つまり，基本ベクトル場は ∀x ∈ M において，
∀f ∈ C∞(M) に

X#
x f = T0

(
θ
(x)
(X)

)( d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
f =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
f ◦ θ(x)(X)

)
(t) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
x J exp(tX)

)
と作用する．
もしくは，次のように考えることもできる：曲線 γ(X) : t 7−→ exp(tX) は初速度 ˙γ(X)(0) = X なので，

T1G(R
(x))(X) = T1G(R

(x))
(

˙γ(X)(0)
)

*32 これは命題 2.6-(6)からの類推だと言える．
*33 実際，命題 2.6から

θ(X)(0, x) = x J 1G = x,

θ(X)(t+ s, x) = x J exp
(
(s+ t)X

)
= x J

(
exp(sX) exp(tX)

)
= x J exp(sX) J exp(tX)

= θ(X)

(
t, θ(X)(s, x)

)
が成り立つ．

*34 強引に書くと θ
(x)
(X)

= R(x) ◦ exp(-X) : R −→M と言うことになる．
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= T1G(R
(x)) ◦ T0(γ(X))

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
= T0(R

(x) ◦ γ(X))

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
= T0(θ

(x)
(X))

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
= X#

x . (2.4.10)

このことから J# が R-線型写像だとわかる．なお，等式 (2.4.10)は主束の接続形式を調べる際に極めて重要
な役割を果たす．

補題 2.1:

Lie群 G の C∞ 多様体 M への右作用 J : M ×G −→M を与える．
このとき ∀x ∈M および ∀X ∈ g に対して，XL ∈ XL(G) とその基本ベクトル場 X# は R(x)-related
である

証明 ∀g, h ∈ G に対して

R(xJg)(h) = x J g J h = x J (gh) = x J Lg(h) = R(x) ◦ Lg(h)

が成り立つことに注意する．∀g ∈ G をとり，y := R(x)(g) = x J g とおく．XL が左不変ベクトル場である
ことから

X#
y = T1G(R

(y))(X)

= T1G(R
(xJg))(XL

1G)

= T1G(R
(x) ◦ Lg)(XL

1G)

= TLg(1G)(R
(x)) ◦ T1G(Lg)(XL

1G)

= Tg(R
(x))(XL

g )

が言えた． �

命題 2.7: J# は Lie代数の準同型

Lie群 G の C∞ 多様体 M への右作用 J : M ×G −→ M を与える．このとき右作用 J の無限小生
成子

J# : g −→ X(M), X 7−→ X#

は Lie代数の準同型である．

証明 ∀X, Y ∈ g をとる．補題 2.1と Lieブラケットの自然性から ∀x ∈M に対して
[
XL, Y L

]
と
[
X#, Y #

]
が R(x)-relatedだと分かる．i.e.[

X#, Y #
]
x
=
[
X#, Y #

]
R(x)(1G)

= T1G(R
(x))(

[
XL, Y L

]
1G

) = T1G(R
(x))([X,Y ]) = [X,Y ]

#
x

が言えた． �
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しばらくの間 Lie群 G（もしくはその部分群）の Lie代数を Lie(G) := g と書くことにする*35．

命題 2.8: 基本ベクトル場の零点

Lie群 G の C∞ 多様体 M への右作用 J : M ×G −→M を与える．このとき，以下の 2つは同値で
ある：

(1) X ∈ g の基本ベクトル場 X# が点 x ∈M において X#
x = 0 になる

(2) X ∈ Lie
(
Stab(x)

)
ただし，Stab(x) ⊂ G は点 x ∈M の安定化部分群aである．

a つまり，Stab(x) :=
{
g ∈ G

∣∣ x J g = x
}

証明 (1) ⇐= (2) 　
X ∈ Lie

(
Stab(x)

)
ならば ∀t ∈ R に対して exp(tX) ∈ Stab(x) である．従って x ∈M の近傍上で定

義された任意の C∞ 関数 f に対して

X#
x f =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
x J exp(tX)

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(x) = 0.

と計算できる*36

(1) =⇒ (2) 　
X#
x = 0 とする．このとき定数写像 γ : R −→M, t 7−→ x が

γ̇(t) = 0 = X#
γ(t)

を充たすので，初期条件 γ(0) = x を充たす X# ∈ X(M) の極大積分曲線となる．一方，θ(x)(X) : R −→
M, t 7−→ x J exp(tX) もまた同一の初期条件をみたす X# の極大積分曲線だったので，その一意性
から θ

(x)
(X) = γ ⇐⇒ x J exp(tX) = x ∀t ∈ R ⇐⇒ exp(tX) ∈ Stab(x) ∀t ∈ R が言えた．

従って X ∈ Lie(Stab(x)) である．
�

系 2.3:

Lie群 G の C∞ 多様体 M への右作用 J : M ×G −→M を与える．
このとき，∀x ∈M の右作用軌道 R(x) : G −→M の微分

T1G(R
(x)) : g −→ TxM

に対して

Ker
(
T1G(R

(x))
)
= Lie

(
Stab(x)

)
が成り立つ．

*35 例えば [Lee12]では，Lie(G) := XL(G) と定義しているので注意．同型なので然程問題にはならないが...
*36 f

(
x J exp(tX)

)
が t に関して定数関数なので．
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証明 ∀X ∈ g をとる．(2.4.10)と命題 2.8から

X ∈ Ker
(
T1G(R

(x))
)
⇐⇒ T1G(R

(x))(X) = 0

⇐⇒ X#
x = 0

⇐⇒ X ∈ Lie
(
Stab(x)

)
�

2.4.3 主束の接続

与えられた C∞ 多様体 M 上の k-形式 (k-form) とは，外積代数束（これはベクトル束になる）

∧k
T ∗M :=

∐
p∈M

(∧k
T ∗
pM

)
の C∞ 切断のことである．k-形式全体の集合を

Ωk(M) := Γ
(∧k

T ∗M
)

と書く．
任意の K-ベクトル空間 V, W に関して，自然な K-ベクトル空間の同型

V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
k

⊗W ∼=
{
f : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸

k

−→W
∣∣ 多重線型写像}

がある．M を底空間とする任意のベクトル束 E
π−→ M が与えられたとき，この同型を念頭において，E 値

k-形式 (E-valued k form) をテンソル積束 (∧k
T ∗M

)
⊗ E

の C∞ 切断として定義する．E 値 k-形式全体の集合を

Ωk(M ; E) := Γ
((∧k

T ∗M

)
⊗ E

)
と書く*37．特に E があるベクトル空間 V に対して E =M × V の形をした自明束の場合，代わりに

Ωk(M ; V ) := Ωk(M ; M × V )

と書き，V 値 k-形式と呼ぶ*38．
さて，Lie群に関する準備が終わったのでいよいよ主束の接続を定義する．この小節の内容は [今野 13, 第 6

章], [Tu17, §28]が詳しい．

*37 Ω0(M ; E) = Γ(E) に注意．
*38 V が有限次元ベクトル空間ならば，Ωk(M ; V ) ∼= Ωk(M)⊗R V が成り立つ．
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定義 2.12: 主束の接続（Ehresmann接続）

G ↪→ P
π−→M を主束とする．∀g ∈ G に対して，命題 2.2の右作用によって右作用移動を Rg : P −→

P, u 7−→ u J g と定義する．

• 分布
{
Hu ⊂ TuP

∣∣ u ∈ P } が P 上の接続 (connection) であるとは，以下の 2条件が成り立
つことを言う：
(C-1) ∀u ∈ P に対して

TuP = Ker(Tuπ)⊕Hu

(C-2) ∀u ∈ P, ∀g ∈ G に対して

Tu(Rg)(Hu) = HRg(u)

が成り立つ（分布 {Hu} は G-不変）．
KerTu(π), Hu をそれぞれ TuP の垂直部分空間, 水平部分空間と呼ぶ．

• g 値 1-形式 ω ∈ Ω1(P ; g) が接続形式であるとは，次の 2条件を充たすことをいう：
(CF-1) ∀X ∈ g に対して

ω(X#) = X

(CF-2) ∀g ∈ G に対して

(Rg)
∗ω = Ad(g−1)(ω)

ただし Ad: G −→ GL(g) は Lie群 G の随伴表現である．

本題に入る前に，微分幾何学の風習への注意をしておく．境界あり/なし C∞ 多様体 M とその部分多様体
S ⊂M を与える．このとき包含写像を ι : S ↪→M と書くと，∀p ∈ S ⊂M に対して TpS を Tpι(TpS) と同
一視する*39 ことで TpM の部分ベクトル空間と見做すのである [Lee12, p.116]．
さて，主束 G ↪→ P

π−→ M において ∀u ∈ P を 1 つ固定する．Gπ(u) := π−1({π(u)}) とおいたとき，
∀X ∈ TuGπ(u) ⊂ TuP（i.e. 点 u ∈ P におけるファイバー方向の接空間）の，π : P −→ M の微分による像
Tuπ(X) ∈ Tπ(u)M は，上述の注意より勝手な C∞ 関数 f ∈ C∞(M) に対して

Tuπ(X)f = X(f ◦ π|Gπ(u)
)

と作用する．然るに C∞ 写像 f ◦ π|Gπ(u)
は常に値 f(π(u)) を返す定数写像なので，Tuπ(X)f = 0 が言え

る*40．i.e. X ∈ Ker(Tuπ) であり，

TuGπ(u) ⊂ Ker(Tuπ)

が言えた．一方，Tuπ : TuP −→ Tπ(u)M は明らかに全射なので dim Im(Tuπ) = dimTπ(u)M であり，故に

*39 つまり ∀v ∈ TpS は ∀f ∈ C∞(S) に v(f) として作用するが，v ∈ TpS ⊂ TpM と見做す時は ∀f ∈ C∞(M) に，
Tpι(v)f = v(f ◦ ι) = v(f |S) として作用する．

*40 定数関数に接ベクトルを作用させると 0 になる：Leibniz則より，定数関数 1: M −→ R, p 7−→ 1 に対して v(1) = v(1 · 1) =
v(1) + v(1) =⇒ v(1) = 0．v の線型性から一般の定数関数に対しても 0 になることが言える．
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ファイバー束の局所自明性と階数-退化次元の定理から

dimKer(Tuπ) = dimTuP − dimTπ(u)M = dimTuGπ(u) = dimG (2.4.11)

が言える．結局

TuGπ(u) = Ker(Tuπ)

だと分かった．さらに次の非常に重要な補題がある．この補題のために基本ベクトル場を導入したと言っても
過言ではない：

補題 2.2:

G ↪→ P
π−→ M を主束とする．命題 2.2で与えた Lie群 G の全空間 P への右作用 J : P ×G −→ P

の無限小生成子 J# : g −→ X(P ), X 7−→ X# について，

∀u ∈ P, Ker(Tuπ) =
{
X#

u ∈ TuP
∣∣X ∈ g

}
が成り立つ．

証明 ∀u ∈ P を 1つ固定する．

Ker(Tuπ) ⊃
{
X#

u ∈ TuP
∣∣X ∈ g

}
　

∀X ∈ g をとる．このとき (2.4.10)より X#
u = T1G(R

(u))(X) だが，π ◦R(u) は定数写像なので

Tuπ(X
#
u ) = Tuπ ◦ T1G(R(u))(X)

= T1G(π ◦R(u))(X)

= 0

が分かる．i.e. X#
u ∈ Ker(Tuπ) である．

Ker(Tuπ) ⊂
{
X#

u ∈ TuP
∣∣X ∈ g

}
　

まず，R-線型写像

T1G
(
R(u)

)
: g −→ Ker(Tuπ)

がベクトル空間の同型写像であることを示す．系 2.3 から KerT1G
(
R(u)

)
= Lie

(
Stab(u)

)
だが，命

題 2.2 より右作用 J は自由なので Stab(u) = {1G} である．従って KerT1G
(
R(u)

)
= {0} であり，

T1G
(
R(u)

)
は単射．(2.4.11)より dim g = dimG = dimKer(Tuπ) なので T1G

(
R(u)

)
はベクトル空間

の同型写像である．
　以上より，∀v ∈ Ker(Tuπ) に対して

(
T1G(R

(u))
)−1

(v) ∈ g であり，(2.4.10)から

v = T1G(R
(u))
((
T1G(R

(u))
)−1

(v)
)
=
((
T1G(R

(u))
)−1

(v)
)#
u

が言えた．

�
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接続の定義は幾何学的イメージがわかりやすいが，計算は絶望的である．幸いにして主束の接続を与えるこ
とと，全空間上の接続形式を与えることは同値なのでなんとかなる：

定理 2.4: 接続と接続形式の関係

G ↪→ P
π−→M を主束とする．

(1) ω ∈ Ω1(P ; g) が接続形式ならば，分布{
Kerωu ⊂ TuP

∣∣ u ∈ P }
は P 上の接続である．

(2) (1) は P 上の接続形式全体の集合から P 上の接続全体の集合への 1対 1対応を与える．

証明 (1) ∀u ∈ P を 1つ固定する．命題 2.2で与えた Lie群 G の全空間 P への右作用 J : P ×G −→ P

の無限小生成子 J# : g −→ X(P ), X 7−→ X# を考える．
(C-1) 　
　接続形式の定義から ∀X ∈ g に対して ω(X#) = X が成り立つ．i.e. ωu : TuP −→ g は全射で
あり，R-線型写像の系列*41

0 −→ Kerωu
i−→ TuP

ωu−−→ g −→ 0

は短完全列になる．さらにこれは補題 2.2の証明で与えた線型写像 T1G(R
(u)) : g −→ Ker(Tuπ) ⊂

TuP によって分裂するので

Tu ∼= g⊕Kerωu ∼= Ker(Tuπ)⊕Kerωu

がわかる．
(C-2) 　
∀v ∈ Kerωu をとる．このとき (CF-2)より ∀g ∈ G に対して

ωuJg
(
Tu(Rg)(v)

)
= ((Rg)

∗ω)u(v) = Ad(g−1)
(
ωu(v)

)
= 0

が従い，Tu(Rg)(Kerωu) ⊂ KerωuJg が言えた．両辺の次元が等しいので Tu(Rg)(Kerωu) =

KerωuJg が言えた．
(2) 　

(単射性) 　
接続形式 ω, η ∈ Ω1(P ; g) に対して

{
Kerωu

∣∣ u ∈ P
}

=
{
Ker ηu

∣∣ u ∈ P
}
が成り立つ

とする．このとき ∀u ∈ P に対して Kerωu = Ker ηu が成り立つ．補題 2.2 および (1) から
TuP = Ker(Tuπ)⊕Kerωu =

{
X#
u

∣∣ X ∈ g
}
⊕Kerωu の直和分解があり，∀v ∈ TuP に対して

V ∈ g, vH ∈ Kerωu = Ker ηu が一意的に存在して v = V #
u + vH と書ける．よって (CF-1)から

ωu(v) = ωu(V
#
u ) = V = ηu(V

#
u ) = ηu(v)

が分かった．i.e. ωu = ηu である．u は任意だったので ω = η が言えた．

*41 i は包含準同型なので Kerωu = Im i．ωu が全射なので Imωu = g = Ker 0．
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(全射性) 　
主束 G ↪→ P

π−→ M の接続
{
Hu ⊂ TuP

∣∣ u ∈ P
}
を与える．∀u ∈ P に対して直和分解

TuP = Ker(Tuπ)⊕Hu の垂直，水平部分空間成分への射影をそれぞれ

i1 : TuP −→ Ker(Tuπ), v
V + vH 7−→ vV

i2 : TuP −→ Hu, v
V + vH 7−→ vH

と書き，ω ∈ Ω1(P ; g) を，∀u ∈ P に対して補題 2.2の証明で与えた同型写像 T1G(R
(u)) : g −→

Ker(Tuπ) を用いて

ωu :=
(
T1G(R

(u))
)−1 ◦ i1 : TuP

i1−→ Ker(Tuπ)

(
T1G

(R(u))
)−1

−−−−−−−−−−→ g

と定義する．この ω が (CF-1), (CF-2)を充たすことを示す：
(CF-1) 　 ∀u ∈ P を 1 つ固定する．∀X ∈ g をとる．補題 2.2 より X#

u ∈ Ker(Tuπ) だから，
(2.4.10)より

ωu(X
#
u ) =

(
T1G(R

(u))
)−1 ◦ i1(X#

u )

=
(
T1G(R

(u))
)−1

(X#
u )

=
(
T1G(R

(u))
)−1(

T1G(R
(u))(X)

)
= X (2.4.12)

が言えた．
(CF-2) 　
∀u ∈ P を 1つ固定する．∀g ∈ G をとる．示すべきは ∀v ∈ TuP に対して(

(Rg)
∗ω
)
u
(v) = ωRg(u)

(
Tu(Rg)(v)

)
= Ad(g−1)

(
ωu(v)

)
が成り立つことである．実際 i1(v) ∈ Ker(Tuπ) に対しては，補題 2.2からある V ∈ g が一意
的に存在して i1(v) = V #

u と書けるので

ωRg(u)

(
Tu(Rg)

(
i1(v)

))
= ωuJg

(
Tu(Rg)

(
V #
u

))
= ωuJg

(
Tu(Rg) ◦ T1G(R(u))(V )

)
∵ (2.4.10)

= ωuJg

(
T1G(Rg ◦R(u))(V )

)
となるが，∀x ∈ G に対して

Rg ◦R(u)(x) = u J x J g = u J (xg) = u J (gg−1xg)

= (u J g) J (g−1xg) = R(uJg) ◦ Fg−1(x)

が成り立つ*42ことから

ωuJg

(
T1G(Rg ◦R(u))(V )

)
= ωuJg

(
TFg−1 (1G)(R

(uJg)) ◦ T1G(Fg−1)(V )
)

*42 記号は【例 2.4.5】を参照
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= ωuJg
(
T1G(R

(uJg)) ◦Ad(g−1)(V )
)

∵ Ad の定義

= ωuJg

((
Ad(g−1)(V )

)#
uJg

)
∵ (2.4.10)

=
(
T1G(R

(uJg))
)−1 ◦ T1G(R(uJg)) ◦Ad(g−1)(V ) ∵ (2.4.12)

= Ad(g−1)(V )

= Ad(g−1)ωu(V
#
u ) ∵ (2.4.12)

= Ad(g−1)ωu
(
i1(v)

)
が言える．i2(v) ∈ Hu に関しては，(C-2)から Tu(Rg)

(
i2(v)

)
∈ HuJg なので

ωRg(u)

(
Tu(Rg)

(
i2(v)

))
=
(
T1G(R

(uJg))
)−1 ◦ i1

(
Tu(Rg)

(
i2(v)

))
= 0

= Ad(g−1)
(
ωu
(
i2(v)

))
が言える．v = i1(v) + i2(v) なので証明が完了した．

�

2.4.4 同伴ベクトル束上の共変微分

定義 2.13: tensorial form

• 主束 G ↪→ P
π−→M

• 有限次元 K-ベクトル空間 V

• Lie群 G の有限次元表現 ρ : G −→ GL(V )

を与える．∀g ∈ G に対して，命題 2.2の右作用によって右作用移動を Rg : P −→ P, u 7−→ u J g と
定義する．全空間 P 上の V -値 k 形式 φ ∈ Ωk(P ; V ) を与える．

• φ が水平 (horizontal) であるとは，∀X ∈ g に対して

iX#(φ) = 0

が成り立つことを言うa．
• φ が ρ 型の右同変b (right equivalent of type ρ) であるとは，∀g ∈ G に対して

(Rg)
∗φ = ρ(g−1)(φ)

が成り立つことを言う．
• φ が ρ 型の tensorial k-form (tensorial form of type ρ) であるとは，φ が水平かつ ρ 型の
右同変であることを言う．

a iX# : Ωk(P ; V ) −→ Ωk−1(P ; V ) は微分形式の内部積 (interior product) である．
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b equivalent の訳語には同変があてられることが多い．何かしらの群作用を考えると言う意味があるようだ：http:
//pantodon.jp/index.rb?body=equivariant_topology

ρ 型の tensorial k-form全体がなす K-ベクトル空間を Ωk
ρ(P ; V ) と書く．

!

補題 2.1より，φ ∈ Ωk(P ; V ) が水平であることは任意の k-個の C∞ ベクトル場 X1, . . . , Xk ∈ X(P )

に対して

∃l s.t. Xl が垂直 =⇒ φ(X1, . . . , Xk) = 0

が成り立つことと同値である．また，P 上の任意の 0-形式は引数を持たないので，自動的に水平という
ことになる．

補題 2.3: 同伴ベクトル束のファイバーの構造

• 主束 G ↪→ P
π−→M

• 有限次元 K-ベクトル空間 V

• Lie群 G の有限次元表現 ρ : G −→ GL(V )

• 主束 P の同伴ベクトル束 V ↪→ P ×ρ V
q−→M

を与える．このとき，∀u ∈ P に対して K-線型写像

fu : V −→ q−1({π(u)}), v 7−→ u×ρ v

はベクトル空間の同型写像である．

証明 v, w ∈ V について u ×ρ v = u ×ρ w とする．このとき ×ρ の定義から，ある g ∈ G が存在して
(u, w) = (u J g, g−1 I v) とかける．右作用 J は自由なので u = u J g =⇒ g = 1G が言える．従って
w = 1−1

G I v = v が言えた．i.e. fu は単射である．
　 ∀x×ρ w ∈ (P ×ρ V )π(u) を 1つとる．このとき x ∈ π−1({π(u)}) でもあるので，ある g ∈ G が存在し

て x = u J g と書ける．従って

x×ρ w = (u J g)×ρ w = u×ρ g I w = fu(g I w)

だとわかる．i.e. fu は全射である． �

命題 2.3 を思い出すと，主束 G ↪→ P
π−→ M の開被覆，局所自明化，変換関数をそれぞれ{

Uα
}
α∈Λ

,
{
ϕα : π

−1(Uα) −→ Uα ×G
}
α∈Λ

,
{
tαβ : M −→ G

}
α, β∈Λ

とおき，P の局所切断の族{
sα : Uα −→ π−1(Uα), x 7−→ ϕ−1

α (x, 1G)
}
α∈Λ

(2.4.13)

を与えてから，同伴ベクトル束 V ↪→ P ×ρ V
q−→M の局所自明化を{

ψα : q
−1(Uα) −→ Uα × V, sα(x)×ρ v 7−→ (x, v)

}
α∈Λ

(2.4.14)

として定義するのだった．
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命題 2.9: tensorial formと同伴ベクトル束上の微分形式の対応

• 主束 G ↪→ P
π−→M

• 有限次元 K-ベクトル空間 V

• Lie群 G の有限次元表現 ρ : G −→ GL(V )

• 主束 P の同伴ベクトル束 V ↪→ P ×ρ V
q−→M

を与える．∀φ ∈ Ωk(M ; P ×ρ V ) に対して φ] ∈ Ωk(P ; V ) を

φ] : u 7−→ f−1
u ◦ π∗φ|u

と定義する．また，∀ψ ∈ Ωkρ(P ; V )に対して ψ[ ∈ Ωk(M ; P×ρV )を，∀x ∈M, ∀w1, . . . , wk ∈ TxM
に対して次のように定義する：

ψ[|x(w1, . . . , wk) := u×ρ ψu(v1, . . . , vk) (2.4.15)

ただし u ∈ π−1({x}) および vi ∈ (Tuπ)
−1({wi}) は任意にとって良い．

(1) φ] ∈ Ωkρ(P ; V ) である．
(2) 写像

] : Ωk(M ; P ×ρ V ) −→ Ωkρ(P ; V ), φ 7−→ φ]

はベクトル空間の同型写像であり，その逆写像は

[ : Ωkρ(P ; V ) −→ Ωk(M ; P ×ρ V ), ψ 7−→ ψ[

である．
(3) ∀s ∈ Ωk(M), ∀η ∈ Ωl(M ; P ×ρ V ) に対して

](s ∧ η) = (π∗s) ∧ ]η

が成り立つ．
(4) ∀φ ∈ Ωk(M ; P ×ρ V ) に対して

proj2 ◦ ψα ◦ φ = s∗α(φ
]) ∈ Ωk(Uα; V )

が成り立つ．ただし ψα : q
−1(Uα) −→ Uα×V は (2.4.14)で定義された局所自明化，sα : M −→

π−1(Uα) は (2.4.13)で定義された局所切断とする．

証明 ∀φ ∈ Ωk(M ; P ×ρ V ) を 1つ固定する．

(1) φ] が ρ 型の tensorial k-formであることを示す．
φ] が水平であること 　
∀u ∈ P を 1つ固定すると，∀X ∈ g および ∀v2, . . . , vk ∈ TuP に対して(

iX#(φ])
)
u
(v2, . . . , vk) = f−1

u ◦ (π∗φ)u(X
#
u , v2, . . . , vk)

= f−1
u

(
φu
(
Tuπ(X

#
u ), Tuπ(v2), . . . , Tuπ(vk)

))
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= f−1
u

(
φu
(
0, Tuπ(v2), . . . , Tuπ(vk)

))
∵ 補題 2.2

が成り立つが，φu は多重線型写像なので最右辺は 0 になる．よって iX#(φ]) = 0 が言えた．
φ] が ρ-型の右同変であること 　
∀u ∈ P を 1つ固定し，∀v1, v2, . . . , vk ∈ TuP をとる．右作用移動の定義を思い出すと ∀g ∈ G
に対して π ◦Rg = π が成り立つので(

(Rg)
∗φ]
)
u
(v1, . . . , vk)

= (φ])Rg(u)

(
Tu(Rg)(v1), . . . , Tu(Rg)(vk)

)
= f−1

uJg

(
φπ(uJg)

(
TuJgπ ◦ Tu(Rg)(v1), . . . , TuJgπ ◦ Tu(Rg)(vk)

))
= f−1

uJg

(
φπ(u)

(
Tu(π ◦Rg)(v1), . . . , Tu(π ◦Rg)(vk)

))
= f−1

uJg

(
φπ(u)

(
Tuπ(v1), . . . , Tuπ(vk)

))
= f−1

uJg

(
(π∗φ)u(v1, . . . , vk)

)
= f−1

uJg

(
fu ◦ f−1

u ◦ (π∗φ)u(v1, . . . , vk)
)

= f−1
uJg

(
fu
(
φ]u(v1, . . . , vk)

))
∵ φ] の定義

= f−1
uJg

(
u×ρ φ]u(v1, . . . , vk)

)
∵ fu の定義

= f−1
uJg

(
(u J g)×ρ ρ(g)−1

(
φ]u(v1, . . . , vk)

))
∵ ×ρ の定義

= ρ(g−1)
(
φ]u(v1, . . . , vk)

)
∵ fu の定義

i.e. (Rg)
∗φ] = ρ(g−1)(φ]) が言えた．

(2) K-線型写像 ] : Ωk(M ; P ×ρ V ) −→ Ωkρ(P ; V ) がベクトル空間の同型写像であることを示す．
] の単射性 　

φ, η ∈ Ωk(M ; P ×ρ V ) に対して φ] = η] が成り立つとする．このとき ∀u ∈ P を 1つ固定する
と，fu は全単射なので (π∗φ)u = (π∗η)u が言える．i.e. ∀v1, . . . , vk ∈ TuP に対して

0 =
(
π∗(φ− η)

)
u
(v1, . . . , vk) = (φπ(u) − ηπ(u))

(
Tuπ(v1), . . . , Tuπ(vk)

)
が成り立つ．Tuπ : TuP −→ Tπ(u)M は全射なので φ− η = 0 ⇐⇒ φ = η が言えた．

] の全射性 　
∀ψ ∈ Ωkρ(P ; V ) を 1 つ固定する．まず，ψ[ ∈ Ωk(M ; P ×ρ V ) が well-defined であることを示
す．そのためには ∀x ∈ M, ∀w1, . . . , wk ∈ TxM を固定し，(2.4.15)の右辺が u ∈ π−1({x}) お
よび vi ∈ (Tuπ)

−1({wi}) の取り方によらずに定まることを示せば良い．
ψ[ は well-defined 　

まず u ∈ π−1({x}) を 1 つ固定する．このとき vi, v
′
i ∈ (Tuπ)

−1({wi}) に対して v′i − vi ∈
Ker(Tuπ) なので，ψ ∈ Ωkρ(P ; V ) が水平であることおよび ψu の多重線型性から

ψu(v
′
1, . . . , v

′
k) = ψu

(
v1 + (v′1 − v1), . . . , vk + (v′k − vk)

)
= ψu(v1, . . . , vk) + (少なくとも 1つの iについて引数が v′i − vi)
= ψu(v1, . . . , vk)

が言える．i.e. ψu は vi の取り方によらない．
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　次に，他の u′ ∈ π−1({x}) をとる．このときある h ∈ G が存在して u′ J h = u となる．*43

TuJhπ ◦ Tu(Rh)(vi) = Tuπ(vi) = wi かつ ψ が vi の取り方によらないこと，および ψ の右
同変性を使うと

ψu′(v1, . . . , vk) = ψuJh
(
Tu(Rh)(v1), . . . , Tu(Rh)(vk)

)
=
(
(Rh)

∗ψ
)
u
(v1, . . . , vk)

= ρ(h−1)
(
ψu(v1, . . . , vk)

)
だとわかるので，×ρ の定義から

u′ ×ρ ψu′(v1, . . . , vk) = u′ ×ρ ρ(h−1)
(
ψu(v1, . . . , vk)

)
= (u′ J h)×ρ ρ(h) ◦ ρ(h−1)

(
ψu(v1, . . . , vk)

)
= u×ρ ψu(v1, . . . , vk)

が言える．i.e. ψ[|x は u ∈ π−1({x}) の取り方にもよらない．
fu の定義および φx の well-definednessから，

fu
(
ψu(v1, . . . , vk)

)
= ψ[|π(u)(w1, . . . , wk) = π∗(ψ[)|u(v1, . . . , vk)

⇐⇒ ψu = f−1
u ◦ π∗(ψ[)|u = (ψ[)]|u

i.e. ψ = (ψ[)] が言えた．
(3) ∀u ∈ P および ∀v1, . . . , vk+l ∈ TuP に対して

](s ∧ η)u(v1, . . . , vk+l)
= f−1

u ◦
(
π∗(s ∧ η)

)
u
(v1, . . . , vk+l)

= f−1
u

(
(π∗s ∧ π∗η)u(v1, . . . , vk+l)

)
= f−1

u

 1

k!l!

∑
σ∈Sk+l

sgnσ (π∗s)u(vσ(1), . . . , vσ(k))︸ ︷︷ ︸
∈K

⊗(π∗η)u(vσ(k+1), . . . , vσ(k+l))


=

1

k!l!

∑
σ∈Sk+l

sgnσ (π∗s)u(vσ(1), . . . , vσ(k))f
−1
u

(
(π∗η)u(vσ(k+1), . . . , vσ(k+l))

)
=
(
(π∗s) ∧ ]η

)
u
(v1, . . . , vk+l)

が成り立つ．ただし最後から 2番目の等号では f−1
u の K-線型性を使った．

(4) ∀x ∈ Uα, ∀w1, . . . , wk ∈ TxM に対して

(proj2 ◦ ψα ◦ φ)x(w1, . . . , wk)

= f−1
sα(x)

(
φx(w1, . . . , wk)

)
∵ fsα(x) の定義

= f−1
sα(x)

(
φx
(
Tx(π ◦ sα)(w1), . . . , Tx(π ◦ sα)(wk)

))
∵ π ◦ sα = idUα

= f−1
sα(x)

(
φx
(
Tsα(x)π ◦ Tx(sα)(w1), . . . , Tsα(x)π ◦ Tx(sα)(wk)

))
= f−1

sα(x) ◦ (π
∗φ)sα(x)

(
Tx(sα)(w1), . . . , Tx(sα)(wk)

)
*43 x ∈ Uα ⊂ M に対する P の局所自明化 ϕα について g′ := proj2 ◦ ϕα(u′), g := proj2 ◦ ϕα(u) とおけば，h := g′−1g ∈ G

に対して u′ J h = u となる．
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= (φ])sα(x)

(
Tx(sα)(w1), . . . , Tx(sα)(wk)

)
∵ φ] の定義

=
(
s∗α(φ

])
)
x
(w1, . . . , wk)

が成り立つ．

�

定義 2.14: ベクトル束上の接続

V ↪→ E
π−→M をベクトル束とする．

• ベクトル束 E 上の接続 (connection) とは，K-線型写像

∇E : Γ(E) −→ Ω1(M ; E)

であって，∀f ∈ C∞(M) = Ω0(M), ∀s ∈ Γ(E) = Ω0(M ; E) に対して Leibniz則

∇E(fs) = df ⊗ s+ f∇Es

を充たすもののこと．
• X ∈ Γ(TM) = X(M) に対して定まる K-線型写像

∇E
X : Γ(E) −→ Γ(E),

s 7−→ (∇Es)(X)

のことをX に沿った共変微分 (covariant derivative along X) と呼ぶ．
• ∀ω ∈ Ω•(M), ∀s ∈ Γ(E) に対して

d∇
E

(ω ⊗ s) := dω ⊗ s+ (−1)degωω ∧∇Es

と定義することで定まる写像

d∇E

: Ω•(M ; E) −→ Ω•+1(M ; E)

のことを共変外微分 (exterior covariant derivative) と呼ぶ．

【例 2.4.3】を思い出すと，主束に与えられた接続形式が自然に同伴ベクトル束上の接続と結び付くような
気がしてくる．実際それは正しい [今野 13, p.150, 命題 6.3.3]：

定理 2.5: 同伴ベクトル束上の接続

• 主束 G ↪→ P
π−→M

• 接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g)

• 有限次元 K-ベクトル空間 V と Lie群 G の dimV 次元表現 ρ : G −→ GL(V )

• 同伴ベクトル束 V ↪→ P ×ρ V
q−→M

を与える．ρ∗ := T1Gρ : g −→ gl(V ) を ρ の微分表現とする．このとき，次が成り立つ：
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(1) (
d + ρ∗(ω)∧

)
Ωkρ(P ; V ) ⊂ Ωk+1

ρ (P ; V )

(2) E := P ×ρ V とおく．命題 2.9で定めた同型写像 ] : Ωk(M ; E) −→ Ωkρ(P ; V ) を用いて定義
した写像

∇E := ]−1 ◦
(
d + ρ∗(ω)

)
◦ ] : Γ(E) −→ Ω1(M ; E)

はベクトル束 E 上の接続である．
(3) (2.4.14)によって定義された局所自明化 ψα : E|Uα −→ Uα × V に対して

proj2 ◦ ψα ◦ ∇E = d + ρ∗(s
∗
αω)

とかける．
(4) (2) の接続について共変外微分 d∇

E

: Ωk(M ; E) −→ Ωk+1(M ; E) を考えると，以下の図式が
可換になる：

Ωk(M ; E) Ωk+1(M ; E)

Ωkρ(P ; V ) Ωk+1
ρ (P ; V )

d∇E

] ]

d+ρ∗(ω)∧

!

ω ∈ Ω1(P ; g), s̃ ∈ Ωk(P ; V ) に対して ρ∗(ω)∧ s̃ ∈ Ωk+1(P ; V ) の意味するところは，通常の ∧ とは
微妙に異なることに注意．正確には ∀X1, . . . , Xk+1 ∈ X(P ) に対して

(
ρ∗(ω) ∧ s̃

)
(X1, . . . , Xk+1) :=

1

1!k!

∑
σ∈Sk+1

sgnσ ρ∗
(
ω(Xσ(1))

)︸ ︷︷ ︸
∈gl(V )

(
s̃(Xσ(2), . . . , Xσ(k+1))︸ ︷︷ ︸

∈V

)
として新しく定義したものである．

証明 (1) ∀s̃ ∈ Ωkρ(P ; V ) を 1つ固定する．(
d+ ρ∗(ω)∧

)
s̃ が水平 　

∀X ∈ g を 1 つとる．基本ベクトル場 X# ∈ Γ(P ) が生成するフローは θ : R × M −→
M, (t, u) 7−→ Rexp(tX)(u) だったので，Lie微分の定義から

LX# s̃ =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(Rexp(tX))
∗s̃

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ
(
exp(tX)

−1)
(s̃) ∵ s̃ の右同変性

=

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ
(
exp(−tX)

))
s̃

= −T1Gρ(X)(s̃)

= −ρ∗(X)(s̃)
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がわかる．従って Lie微分の公式 (Cartan magic formula) から

iX#

((
d + ρ∗(ω)∧

)
s̃
)
= iX#(ds̃) + iX#

(
ρ∗(ω)

)
∧ s̃+ (−1)degωρ∗(ω) ∧����iX#(s̃)

= LX# s̃− d
(
����iX#(s̃)

)
+ ρ∗

(
iX#(ω)

)
∧ s̃

= −ρ∗(X)(s̃) + ρ∗(X)(s̃)

= 0

が言える．(
d+ ρ∗(ω)∧

)
s̃ が右同変 　

∀g ∈ G をとる．ρ∗
(
Ad(g−1)(ω)

)
= ρ(g−1) ◦ ρ∗(ω) ◦ ρ(g) なので*44

(Rg)
∗
((

d + ρ∗(ω)∧
)
s̃
)
= (Rg)

∗ds̃+ (Rg)
∗(ρ∗(ω) ∧ s̃)

= d
(
(Rg)

∗s̃
)
+ ρ∗

(
(Rg)

∗ω
)
∧ (Rg)

∗s̃

= d
(
ρ(g−1)s̃

)
+ ρ∗

(
Ad(g−1)(ω)

)
∧ ρ(g−1)s̃

= ρ(g−1)
((

d + ρ∗(ω)∧
)
s̃
)

が言える．
(2) ∀f ∈ C∞(M), ∀s ∈ Γ(E) = Ω0(M ; E) に対して Leibniz則が成り立つことを示す．外微分と引き戻
しが可換であることに注意すると

∇E(fs) = ]−1 ◦
(
d
(
](fs)

)
+ ρ∗(ω)

(
](fs)

))
= ]−1 ◦

(
d
(
(π∗f) ]s

)
+ ρ∗(ω)

(
(π∗f) ]s

))
∵ 命題 2.9-(3)

= ]−1 ◦
(
d(π∗f)⊗ ]s+ (π∗f) d(]s) + (π∗f) ρ∗(ω)(]s)

)
= ]−1 ◦

(
π∗(df)⊗ ]s+ (π∗f)

(
d + ρ∗(ω)

)
(]s)

)
= ]−1 ◦

(
](df ⊗ s) + (π∗f) ]

(
∇E(s)

))
∵ 命題 2.9-(3)

= df ⊗ s+ f∇Es ∵ 命題 2.9-(3)

が言えた．

*44 【例 2.10】と大体同じ議論をすれば良い：∀X ∈ g をとる．このとき命題 2.6-(2) より C∞ 曲線 γ : t 7−→ exp(tX) は X が生
成する 1パラメータ部分群なので，

ρ∗
(
Ad(g−1)(X)

)
= T1Gρ

(
Ad(g−1)

(
γ̇(0)

))
= T1Gρ ◦ T1G (Fg−1 ) ◦ T0γ

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
= T0(ρ ◦ Fg−1 ◦ γ)

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ
(
g−1 exp(tX)g

)
= ρ(g−1) ◦

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
ρ
(
exp(tX)

))
◦ ρ(g)

= ρ(g−1) ◦ ρ∗(X) ◦ ρ(g)

ただし最後から 2番目の等号では ρ : G −→ GL(V ) が Lie群の準同型であることを使った．ω は g に値を取るので示された．
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(3) ∀s ∈ Γ(E) に対して，命題 2.9-(4) より

proj2 ◦ ψα ◦ (∇Es) = s∗α
(
](∇Es)

)
= s∗α

((
d + ρ∗(ω)

)
(]s)

)
= s∗α

(
d(]s)

)
+ s∗α

(
ρ∗(ω)(]s)

)
= d

(
s∗α(]s)

)
+ ρ∗

(
s∗αω

)(
s∗α(]s)

)
=
(
d + ρ∗(s

∗
αω)

)
s∗α(]s)

=
(
d + ρ∗(s

∗
αω)

)(
proj2 ◦ ψα(s)

)
が言える．

(4) ∀s ∈ Ωk(M ; E) をとる．局所自明化 ψα : E|Uα −→ Uα × V について，命題 2.9-(4) より

proj2 ◦ ψα ◦
(
]−1 ◦ (d + ρ∗(ω)∧) ◦ ](s)

)
= s∗α

(
(d + ρ∗(ω)∧)(]s)

)
= s∗α

(
d(]s)

)
+ s∗α

(
ρ∗(ω) ∧ ]s

)
= d

(
s∗α(]s)

)
+ ρ∗

(
s∗α(ω)

)
∧ s∗α(]s)

=
(
d + ρ∗(s

∗
αω)∧

)
s∗α(]s)

=
(
d + ρ∗(s

∗
αω)∧

)(
proj2 ◦ ψα(s)

)
が言える．また，∀s ∈ Ωk(M), ∀t ∈ Γ(E) に対して

proj2 ◦ ψα
(
ds⊗ t+ (−1)deg ss ∧∇Et

)
= s∗α

(
](ds⊗ t)

)
+ (−1)deg ss∗α

(
](s ∧∇Et)

)
= s∗α

(
π∗(ds)⊗ ]t

)
+ (−1)deg ss∗α

(
π∗(s) ∧ ](∇Et)

)
∵ 命題 2.9-(3)

= d
(
s∗α(π

∗s)
)
⊗ s∗α(]t) + (−1)deg ss∗α(π∗s) ∧ s∗α

(
](∇Et)

)
= d

(
s∗α(π

∗s)
)
⊗ s∗α(]t) + (−1)deg ss∗α(π∗s) ∧ d

(
s∗α(]t)

)
+ (−1)deg ss∗α(π∗s) ∧ ρ∗(s∗αω)(s∗α(]t))

= d
(
s∗α(π

∗s)⊗ s∗α(]t)
)
+ ρ∗(s

∗
αω) ∧ (s∗α(π

∗s)⊗ s∗α(]t))
=
(
d + ρ∗(s

∗
αω)∧

)
s∗α
(
(π∗s)⊗ (]t)

)
=
(
d + ρ∗(s

∗
αω)∧

)
s∗α
(
](s⊗ t)

)
∵ 命題 2.9-(3)

=
(
d + ρ∗(s

∗
αω)∧

)(
proj2 ◦ ψα(s⊗ t)

)
であるが，共変外微分の定義から最左辺は proj2 ◦ ψα ◦ d∇

E

(s⊗ t) と等しい．よって

d∇
E

(s⊗ t) = ]−1 ◦
(
d + ρ∗(ω)∧

)
◦ ](s⊗ t)

が言えた．共変外微分の定義から，d∇E が一般の Ωk(M ; E) の元に作用する場合についても示された．
�

命題 2.5-(3) がまさに我々の良く知るゲージ場になっていることを確認しよう．
まずは状況設定である．主束

G ↪→ P
π−→M

は
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• 開被覆
{
Uα
}
α∈Λ

• 局所自明化
{
ϕα : π

−1(Uα) −→ Uα ×G
}
α∈Λ

• 変換関数
{
tαβ : Uα ∩ Uβ −→ G

}
α, β∈Λ

を持つとする．P の局所切断
{
sα : Uα −→ π−1(Uα)

}
α∈Λ

を，(2.4.14)の通り sα(x) := ϕ−1
α (x, 1G) と定義

する．このとき主束 P の同伴ベクトル束

V ↪→ P ×ρ V
q−→M

はその構成から

• 開被覆
{
Uα
}
α∈Λ

• 変換関数
{
tαβ : Uα ∩ Uβ −→ G

}
α, β∈Λ

を持ち，局所自明化
{
ψα : q

−1(Uα) −→ Uα × V
}
α∈Λ

は (2.4.14)の通りに ψα
(
sα(x)×ρ v

)
:= (x, v) と構成

された．なお，命題 2.3の証明の脚注で述べたようにこれは ψα(u ×ρ v) :=
(
π(u), proj2 ◦ ϕα(u) I v

)
と定

義することと同値である．以下では便宜上 E := P ×ρ V とおく．
さて，主束 P 上の接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g) を任意に 1 つ与えよう．このとき定理 2.5-(2) により，

同伴ベクトル束 E 上の接続 ∇E : Γ(E) −→ Ω1(M ; E) が ∇E := ]−1 ◦
(
d + ρ∗(ω)

)
◦ ] として誘導さ

れる．
(2.4.8)が示すように，Lie群 Gで記述される内部対称性を持つ場 φはE の切断 φ ∈ Γ(E)を局所自明化 ψα

によって表示した φα := proj2 ◦ψα ◦φ : Uα −→ V と同一視された．ここで，φ ∈ Γ(E) = Ω0(M ; E) なので，
あるM 上のベクトル場 X ∈ X(M) = Γ(TM) に沿った共変微分 ∇EX : Γ(E) −→ Γ(E), φ 7−→ ∇Eφ(X) を
取ることができる．そして ∇EXφ ∈ Γ(E) の局所自明化による表示 (∇EXφ)α := proj2 ◦ ψα ◦ ∇EXφ : Uα −→ V

もまた，Uα ∩ Uβ における ψα から ψβ への局所自明化の取り替えに伴って (2.4.8)の変換を受ける：

ψβ ◦ ψ−1
α : (Uα ∩ Uβ)× V −→ (Uα ∩ Uβ)× V,(
x, (∇E

Xφ)α(x)
)
7−→

(
x, (∇E

Xφ)β(x)
)
=
(
x, ρ

(
tβα(x)

)(
(∇E

Xφ)α(x)
))

一方で，定理 2.5-(3)から

(∇EXφ)α = (∇Eφ)α(X) =
(
d + ρ∗(s

∗
αω)

)
(φα)(X)

なので，∀x ∈ Uα ∩ Uβ において

(∇EXφ)β(x)

=
(
d + ρ∗(s

∗
βω)

)
(φβ)

∣∣∣∣
x

(Xx)

= ρ
(
tβα(x)

)
◦
(
d + ρ∗(s

∗
αω)

)
(φα)

∣∣∣∣
x

(Xx)

= ρ
(
tβα(x)

)
◦
(
d + ρ∗(s

∗
αω)

)
◦ ρ
(
tβα(x)

)−1
(φβ)

∣∣∣∣
x

(Xx)

= ρ
(
tβα(x)

)
◦
(
d + ρ∗(s

∗
αω)

)
◦ ρ
(
tβα(x)

−1
)
(φβ)

∣∣∣∣
x

(Xx)

だとわかる．i.e. (
d + ρ∗(s

∗
βω)

)
x
= ρ
(
tβα(x)

)
◦
(
d + ρ∗(s

∗
αω)

)
x
◦ ρ
(
tβα(x)

−1
)
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となって (2.4.3)の変換則を再現する．また，V の基底を e1, . . . edimV として φβ(x) = φβ
i(x)ei と展開し，

ρ(tβα(x)
−1) ∈ GL(V ) をこの基底に関して [ ρ(tβα(x)

−1) ]ij と行列表示ときに

d ◦ ρ
(
tβα(x)

−1
)
(φβ)

∣∣∣∣
x

= d
(
[ ρ(tβα(x)

−1) ]ijφβ
i(x)

)︸ ︷︷ ︸
∈Ω0(M)=C∞(M)

ei

= ∂µ
(
[ ρ(tβα(x)

−1) ]ij
)
φβ

i(x) dxµ ei + [ ρ(tβα(x)
−1) ]ij∂µφβ

j(x) dxµ ei

=:
(
d
(
ρ
(
tβα(x)

−1
))

+ ρ
(
tβα(x)

−1
)
◦ d
)
(φβ)

∣∣∣∣
x

が成り立つと言う意味で

ρ∗(s
∗
βω)

∣∣∣∣
x

= ρ
(
tβα(x)

)
◦ d
(
ρ
(
tβα(x)

−1
))

+ ρ
(
tβα(x)

)
◦ ρ∗(sαω) ◦ ρ

(
tβα(x)

−1
)

と書けてゲージ変換 (2.4.4) を再現する．つまり，ゲージ場とは，接続形式 ω の局所切断による引き戻し
s∗αω ∈ Ω1(Uα; g) のことだったのである．

2.4.5 局所接続形式とゲージ場

これまでの議論で主束，およびその同伴ベクトル束の接続を大域的な表式を得た．以降の小節では，物理の
文脈で登場する接続の局所表示（それはゲージ場と呼ばれる）および曲率とその局所表示（それは場の強さと
呼ばれる）を，主束およびその同伴ベクトル束の各々において，より直接的な形で定式化する．まず始めに
ゲージ場と局所ゲージ変換を主束上の接続の言葉で定式化しよう．
先に進む前に，Maurer-Cartan形式についての注意をしておく．

定義 2.15: Maurer-Cartan形式

Lie群 G のMaurer-Cartan形式とは，

θg := Tg(Lg−1) : TgG −→ g

によって定義されるG 上の g 値 1-形式 θ ∈ Ω1(G; g) のことを言う．

特に G が GL(V ) の部分 Lie 群（行列 Lie 群）である場合，Maurer-Cartan 形式 θ : TG −→ g はよく
g−1dg と略記される．これの解釈は次の通りである：まず ∀g ∈ Gと G上の恒等写像 idG : G −→ G, g 7−→ g

を同一視する．このとき dg : TG −→ TG は，∀g ∈ G に対して Tg(idG) = idTgG : TgG −→ TgG のことだ
と解釈する．すると，【例 2.4.4】,【例 2.4.6】の議論から行列 Lie群の場合 Tg(Lg−1) = Lg−1 と見做して良
いので，∀v ∈ TgG に対して

θg(v) = Tg(Lg−1)(v) = Lg−1 ◦ idTgG(v) = g−1dg(v)

と書けるのである．
さて，ここで任意の C∞ 写像 t : M −→ G をとる．このとき，G が GL(V ) の部分 Lie群ならば，Maurer-

Cartan形式の t による引き戻しが t∗θ = t−1dt ∈ Ω1(M ; g) と表記できることを確認しよう．∀g ∈ G を 1
つ固定し，∀v ∈ TpM をとる．すると

(t∗θ)p(v) = θt(p)
(
Tpt(v)

)
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= Tt(p)(Lt(p)−1) ◦ Tpt(v)
= Tp(Lt(p)−1 ◦ t)(v)
= Tp(Lt(p)−1 ◦ t)

(
γ̇(0)

)
= Tp(Lt(p)−1 ◦ t) ◦ T0γ

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
Lt(p)−1 ◦ t ◦ γ(t)

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

t(p)−1t
(
γ(t)

)
= t(p)−1 d

dt

∣∣∣∣
t=0

t
(
γ(t)

)
= t(p)−1Tpt(γ̇(0))

= t(p)−1dt|p(v)

ただし γ は v が生成する積分曲線である．
ここで，いくつかの技術的な補題を述べよう．

補題 2.4: 積多様体の接空間

C∞ 多様体 M1, M2 およびその任意の点 p1 ∈M1, p2 ∈M2 を与え，C∞ 写像

proj1 : M1 ×M2 −→M1, (x1, x2) 7−→ x1,

proj2 : M1 ×M2 −→M2, (x1, x2) 7−→ x2,

injp21 : M1 −→M1 ×M2, x 7−→ (x, p2),

injp12 : M2 −→M1 ×M2, x 7−→ (p1, x)

を考える．このとき，R-線型写像

α : T(p1, p2)(M1 ×M2) −→ Tp1M1 ⊕ Tp2M2,

v 7−→
(
T(p1, p2)(proj1)(v), T(p1, p2)(proj2)(v)

)
と

β : Tp1M1 ⊕ Tp2M2 −→ T(p1, p2)(M1 ×M2),

(v, w) 7−→ Tp1(inj
p2
1 )(v) + Tp2(inj

p1
2 )(w)

は互いに逆写像である．i.e. R-ベクトル空間の同型

T(p1, p2)(M1 ×M2) ∼= Tp1M1 ⊕ Tp2M2

が成り立つ．

証明 ∀(v, w) ∈ Tp1M1 ⊕ Tp2M2 に対して

α
(
β(v, w)

)
=
(
Tp1(proj1 ◦ inj

p2
1 )(v) +

((((((((((
Tp2(proj1 ◦ inj

p1
2 )(w),(((((((((

Tp1(proj2 ◦ inj
p2
1 )(v) + Tp2(proj2 ◦ inj

p1
2 )(w)

)
=
(
Tp1(idM1

)(v), Tp2(idM2
)(w)

)
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= (v, w)

が成り立つので α は全射である．さらに dimT(p1, p2)(M1 ×M2) = dim(Tp1M1 ⊕ Tp2M2) なので，階数-退
化次元の定理から α が同型写像であることがわかる． �

補題 2.5: 積の微分の亜種

• C∞ 多様体 M1, M2, N1, N2, P

• 任意の点 pi ∈Mi

• C∞ 写像 Fi : Mi −→ Ni

• C∞ 写像 µ : N1 ×N2 −→ P

このとき，

T(p1, p2)
(
µ ◦ (F1 × F2)

)
= T(p1, p2)(µ ◦ inj

F2(p2)
1 ◦ F1 ◦ proj1) + T(p1, p2)(µ ◦ inj

F1(p1)
2 ◦ F2 ◦ proj2)

が成り立つ．

証明 ∀(x1, x2) ∈M1 ×M2 に対して

proji ◦ (F1 × F2)(x1, x2) = proji
(
F1(x1), F2(x2)

)
= Fi(xi)

= Fi ◦ proji(x1, x2)

i.e. proji ◦ (F1 × F2) = Fi ◦ proji が成り立つことに注意すると，補題 2.4より ∀v ∈ T(p1, p2)(M1 ×M2) に
対して

T(p1, p2)
(
µ ◦ (F1 × F2)

)
(v)

= T(F1(p1), F2(p2))µ ◦ T(p1, p2)(F1 × F2)(v)

= T(F1(p1), F2(p2))µ ◦ β ◦ α ◦ T(p1, p2)(F1 × F2)(v)

= T(F1(p1), F2(p2))µ ◦ β
(
T(p1, p2)

(
proj1 ◦ (F1 × F2)

)
(v), T(p1, p2)

(
proj2 ◦ (F1 × F2)

)
(v)
)

= T(F1(p1), F2(p2))µ ◦ β
(
T(p1, p2)(F1 ◦ proj1)(v), T(p1, p2)(F2 ◦ proj2)(v)

)
= T(p1, p2)(µ ◦ inj

F2(p2)
1 ◦ F1 ◦ proj1)(v) + T(p1, p2)(µ ◦ inj

F1(p1)
2 ◦ F2 ◦ proj2)(v)

がわかる． �

63



補題 2.6: 局所切断の微分

主束 G ↪→ P
π−→ M と，その開被覆

{
Uα
}
α∈Λ
，局所自明化

{
ϕα : π

−1(Uα) −→ Uα ×G
}
α∈Λ
，変換

関数
{
tαβ : Uα ∩ Uβ −→ G

}
α, β∈Λ

を与える．局所切断の族
{
sα : Uα −→ π−1(Uα)

}
α∈Λ

を (2.4.13)
で定義する．θ ∈ Ω1(G; g) をMaurer-Cartan形式とする．
このとき，∀α, β ∈ Λ および ∀x ∈ Uα ∩ Uβ に関して，∀v ∈ TxM はa

Txsβ(v) = Tsα(x)(Rtαβ(x)) ◦ Txsα(v) +
(
(t∗αβθ)x(v)

)#∣∣∣∣
sβ(x)

を充たす．

a [中原 21, p.36, 補題 10.1]には誤植がある

証明 ∀α, β ∈ Λ を固定し，∀x ∈ Uα ∩ Uβ を取る．∀v ∈ TxM を 1つ固定する．変換関数の定義および P へ
の右作用 J の定義から sβ(x) = ϕ−1

β (x, 1G) = ϕ−1
α

(
x, tαβ(x)

)
= sα(x) J tαβ(x) が成り立つ．i.e. C∞ 写

像 ∆: M −→M ×M, x 7−→ (x, x) を使って sβ =J ◦(sα × tαβ) ◦∆ と書けるので，

Txsβ(v) = T(x, x)
(
J ◦(sα × tαβ)

)
◦ Tx∆(v)

となる．最右辺に補題 2.5を使うことで

Txsβ(v) = Tx(J ◦inj
tαβ(x)
1 ◦ sα ◦ proj1 ◦∆)(v) + Tx(J ◦injsα(x)

2 ◦ tαβ ◦ proj2 ◦∆)(v)

= Tx(J ◦inj
tαβ(x)
1 ◦ sα)(v) + Tx(J ◦injsα(x)

2 ◦ tαβ)(v)

= Tx(Rtαβ(x) ◦ sα)(v) + Tx(R
(sα(x)) ◦ tαβ)(v)

= Tsα(x)(Rtαβ(x)
) ◦ Txsα(v) + Tx(R

(sα(x)) ◦ tαβ)(v)

を得る．一方 (2.4.10)から(
(t∗αβθ)x(v)

)#|sβ(x) = (θtαβ(x)(Txtαβv)
)#|sα(x)Jtαβ(x)

= T1G(R
(sα(x)Jtαβ(x))) ◦ Ttαβ(x)(Ltαβ(x)−1) ◦ Txtαβ(v)

= Tx(R
(sα(x)) ◦ Ltαβ(x) ◦ Ltαβ(x)−1 ◦ tαβ)(v)

= Tx(R
(sα(x)) ◦ tαβ)(v)

と計算できる． �

[中原 21, 第 10章-1]に倣って，先ほど導入したゲージ場をより扱いやすい形にしよう．
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定理 2.6: 貼り合わせによる接続形式の構成

主束 G ↪→ P
π−→ M と，その開被覆

{
Uα
}
α∈Λ
，局所自明化

{
ϕα : π

−1(Uα) −→ Uα ×G
}
α∈Λ
，変換

関数
{
tαβ : Uα ∩ Uβ −→ G

}
α, β∈Λ

を与える．局所切断の族
{
sα : Uα −→ π−1(Uα)

}
α∈Λ

を (2.4.13)
で定義する．θ ∈ Ω1(G; g) をMaurer-Cartan形式とする．

(1) g 値 1-形式の族
{
Aα ∈ Ω1(Uα; g)

}
α∈Λ

が ∀α, β ∈ Λ について

Aβ |x = Ad
(
tαβ(x)

−1
)(
Aα|x

)
+ (t∗αβθ)x, ∀x ∈ Uα ∩ Uβ (2.4.16)

を充たすならば，∀α ∈ Λ に対して Aα = s∗αω を充たす接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g) が存在する．
(2) 任意の接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g) に対して，g 値 1-形式の族

{
Aα := s∗αω ∈ Ω1(Uα; g)

}
α∈Λ

は
∀α, β ∈ Λ について

Aβ |x = Ad
(
tαβ(x)

−1
)(
Aα|x

)
+ (t∗αβθ)x, ∀x ∈ Uα ∩ Uβ

を充たす．

証明 (1) この証明では Lie群の左移動，右移動*45，積をそれぞれ

λg : G −→ G, x 7−→ gx

ρg : G −→ G, x 7−→ xg

µ : G×G −→ G, (x, y) 7−→ xy

と書くことにする．条件 (2.4.16)を充たす g 値 1-形式の族
{
Aα ∈ Ω1(Uα; g)

}
α∈Λ

を与える．∀α ∈ Λ

に対して

gα := proj2 ◦ ϕα : π−1(Uα) −→ G

とおく．このとき ∀u ∈ π−1(Uα) に対して ϕα(u) =
(
π(u), gα(u)

)
= sα

(
π(u)

)
J gα(u) が成り立つ．

　 ∀α ∈ Λ に対して，P の座標近傍 π−1(Uα) 上の g 値 1-形式 ωα ∈ Ω1
(
π−1(Uα); g

)
を

ωα|u := Ad
(
gα(u)

−1
)(
(π∗Aα)u

)
+ (g∗αθ)u

w/ ∀u ∈ π−1(Uα) (2.4.17)

と定義する．∀x ∈ Uα および ∀v ∈ TxM に対して

(s∗αωα)x(v) = ωα|sα(x)

(
Txsα(v)

)
= Ad

(
gα(sα(x))

−1
)(
(π∗Aα)sα(x)(Txsα(v))

)
+ (g∗αθ)sα(x)

(
Txsα(v)

)
= Ad

(
1G
)(
Aα|x

(
Tsα(x)π ◦ Txsα(v)

))
+ θgα(sα(x))

(
Tsα(x)gα ◦ Txsα(v)

)
= Aα|x

(
Tx(π ◦ sα)(v)

)
+ θ1G

(
������
Tx(gα ◦ sα)(v)

)
= Aα|x(v)

が成り立つので s∗αωα = Aα である．ただし，最後の等号で π ◦ sα = idUα であることと gα ◦ sα が常
に 1G を返す定数写像であることを使った．
ωα が Uα 上で接続形式の公理を充たすこと 　

*45 主束の全空間への右作用による右移動との混同を防ぐために Rg とは書かない．

65



(CF-1) 　
∀X ∈ g を 1つとる．補題 2.2から，∀u ∈ π−1(Uα) に対して Tuπ(X

#
u ) = 0 である．右作用

J の定義から ∀g ∈ G に対して Lgα(u)−1 ◦ gα ◦ R(u)(g) = gα(u)
−1gα(u)g = g が成り立つ，

i.e. Lgα(u)−1 ◦ gα ◦R(u) = idG であることから

ωα(X
#) = Ad

(
gα(u)

−1
)(
Aα|π(u)

(
�����
Tuπ(X

#
u )
))

+ θgα(u)

(
Tugα(X

#
u )
)

= Tgα(u)(λgα(u)−1) ◦ Tugα ◦ T1G(R(u))(X) ∵ (2.4.10)

= T1G(λgα(u)−1 ◦ gα ◦R(u))(X)

= X

が言えた．
(CF-2) 　
∀u ∈ P を 1つ固定する．∀v ∈ TuP, ∀g ∈ G に対して

(R∗
gωα)u(v)

= ωα|Rg(u)

(
Tu(Rg)(v)

)
= Ad

(
gα(u J g)−1

)(
Aα|π(uJg)

(
TuJgπ ◦ Tu(Rg)(v)

))
+ θgα(uJg)

(
TuJggα ◦ Tu(Rg)(v)

)
= Ad

(
g−1gα(u)

−1
)(
Aα|π(u)

(
Tu(π ◦Rg)(v)

))
+ θgα(u)g

(
Tu(gα ◦Rg)(v)

)
= Ad

(
g−1

)
◦Ad

(
gα(u)

−1
)(
Aα|π(u)

(
Tuπ(v)

))
+ Tu(λg−1gα(u)−1 ◦ gα ◦Rg)(v)

= Ad
(
g−1

)(
Ad
(
gα(u)

−1
)(
(π∗Aα)u(v)

))
+ Tu(λg−1gα(u)−1 ◦ gα ◦Rg)(v)

一方，ρg ◦ gα(u) = gα(u)g = gα(u J g) = gα ◦Rg(u) に注意すると

Ad(g−1)
(
(g∗αθ)u(v)

)
= T1G(Fg−1) ◦ θgα(u)

(
Tugα(v)

)
= T1G(λg−1 ◦ ρg) ◦ Tgα(u)(λgα(u)−1) ◦ Tugα(v)
= Tu(λg−1 ◦ ρg ◦ λgα(u)−1 ◦ gα)(v)
= Tu(λg−1 ◦ λgα(u)−1 ◦ gα ◦Rg)(v)
= Tu(λg−1gα(u)−1 ◦ gα ◦Rg)(v)

がわかり，

R∗
gωα = Ad

(
g−1

)(
ωα
)

が示された．
ωα|π−1(Uα∩Uβ) = ωβ|π−1(Uα∩Uβ) 　
∀u ∈ π−1(Uα ∩ Uβ) および ∀v ∈ TuP を 1 つ固定する．変換関数の定義から gβ(u) =

tβα
(
π(u)

)
gα(u)が成り立つ．i.e. C∞ 写像 ∆: P −→ P×P を用いて gβ = µ◦

(
(tβα◦π)×gα

)
◦∆

と書ける．よって補題 2.5を使って

Tugβ(v) = Tu
(
µ ◦ injgα(u)

1 ◦ tβα ◦ π ◦ proj1 ◦∆
)
(v)

+ Tu
(
µ ◦ injtβα(u)

2 ◦ gα ◦ proj2 ◦∆
)
(v)

= Tu(ρgα(u) ◦ tβα ◦ π)(v) + Tu(λtβα(π(u)) ◦ gα)(v)
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であり，Maurer-Cartan形式の定義から

(g∗βθ)u(v) = Ttβα(π(u))gα(u)(λgα(u)−1tβα(π(u))−1)
(
Tugβ(v)

)
= Tu(λgα(u)−1 ◦ λtβα(π(u))−1 ◦ ρgα(u) ◦ tβα ◦ π)(v)
+ Tgα(u)(λgα(u)−1)

(
Tugα(v)

)
= Ad

(
gα(u)

−1
)(
Tu(λtβα(π(u))−1)(v)

)
+ (g∗αθ)u(v)

と計算できる．従って，ωα ∈ Ω1
(
π−1(Uα); g

)
の定義 (2.4.17)および条件 (2.4.16)より

ωβ |u(v) = Ad
(
gβ(u)

−1
)(
(π∗Aβ)u(v)

)
+ (g∗βθ)u(v)

= Ad
(
gα(u)

−1tβα
(
π(u)

)−1
)(

Ad
(
tαβ(π(u))

−1
)(
(π∗Aα)u(v)

)
+
(
(tαβ ◦ π)∗θ

)
u
(v)
)

+ (g∗βθ)u(v)

= Ad
(
gα(u)

−1
)(
(π∗Aα)u(v)

)
+Ad

(
gα(u)

−1
)(

Ad
(
tαβ(π(u))

)(
Ttαβ(π(u))(λtαβ(π(u))−1) ◦ Tu(tαβ ◦ π)(v)

))
+Ad

(
gα(u)

−1
)(
Tu(λtβα(π(u))−1)(v)

)
+ (g∗αθ)u(v)

= ωα|u(v)

+ Ad
(
gα(u)

−1
)(
Tu
(
ρtβα(π(u)) ◦ tαβ ◦ π

)
(v) + Tu

(
λtαβ(π(u)) ◦ tβα ◦ π

)
(v)
)

= ωα|u(v)

+ Ad
(
gα(u)

−1
)(
Tu
(
µ ◦
(
(tαβ ◦ π)× (tβα ◦ π)

)
◦∆
)
(v)
)

= ωα|u(v)

が言えた．ただし，最後から 3つ目の等号ではコサイクル条件から従う tαβ(π(u))
−1 = tβα(π(u))

を使い，最後から 2番目の等号では補題 2.5を使い，最後の等号では µ ◦
(
(tαβ ◦ π)× (tβα ◦ π)

)
◦

∆: P −→ G が常に 1G を返す定数写像であることを使った．
ところで，

{
Uα
}
α∈Λ

は M の開被覆であったから P =
⋃
α∈Λ π

−1(Uα) が成り立つ．よって ∀u ∈ P
に対してある α ∈ Λ が存在して u ∈ π−1(Uα) を充たす．従って大域的な g 値 1-形式 ω ∈ Ω1(P ; g) を

ωu := ωα|u

と定義すると，上で示したことからこれは well-defined な接続形式になり，かつ ∀α ∈ Λ に対して
s∗αω = Aα を充たす．

(2) ∀x ∈ Uα ∩ Uβ を 1つ固定する．このとき接続形式の公理および補題 2.6から，∀v ∈ TxM に対して

s∗βω|x(v) = ωsβ(x)
(
Txsβ(v)

)
= ωsα(x)Jtαβ(x)

(
Tsα(x)(Rtαβ(x))

(
Txsα(v)

))
+ ωsβ(x)

((
(t∗αβθ)x(v)

)#|sβ(x))
=
(
(Rtαβ(x))

∗ω
)
sα(x)

(
Txsα(v)

)
+ (t∗αβθ)x(v)

= Ad
(
tαβ(x)

−1
)(
ωsα(x)

(
Txsα(v)

))
+ (t∗αβθ)x(v)

= Ad
(
tαβ(x)

−1
)(
s∗αω|x(v)

)
+ (t∗αβθ)x(v)

が成り立つ．
�
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2.4.6 水平持ち上げ

定義 2.16: C∞ 曲線の水平持ち上げ

• 主束 G ↪→ P
π−→M およびその接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g)

• M 上の C∞ 曲線 γ : [0, 1] −→M

を与える．このとき，∀u ∈ π−1({γ(0)}) に対して以下を充たすP 上の C∞ 曲線 γ̃ : [0, 1] −→ P が一
意的に存在し，γ の水平持ち上げ (horizontal lift) と呼ばれる：

(HC-1) π ◦ γ̃ = γ

(HC-2) γ̃(0) = u

(HC-3) ∀t ∈ [0, 1] に対して

˙̃γ(t) ∈ Kerωγ̃(t)

一意存在は本質的に常微分方程式の基本定理による：

補題 2.7: 水平持ち上げの公式

• 主束 G ↪→ P
π−→M およびその接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g)

• M 上の C∞ 曲線 γ : [0, 1] −→M

• ∀u ∈ π−1
(
{γ(0)}

)
を与える．このとき，γ の水平持ち上げ γ̃ : [0, 1] −→ P が一意的に存在して以下を充たす：

(1) ∀t ∈ [0, 1] に対して

˙̃γ(t) = Tsα(γ(t))Rg(t) ◦ Tγ(t)sα
(
γ̇(t)

)
−
(
Ad
(
g(t)−1

)(
s∗αω|γ(t)

(
γ̇(t)

)))#

γ̃(t)

(2) ∀t ∈ [0, 1] に対して

ġ(t) = −T1Gρg(t)
(
s∗αω|γ(t)

(
γ̇(t)

))
ただし G 上の C∞ 曲線 g : [0, 1] −→ G を

g := proj2 ◦ ϕα ◦ γ̃

で定義した．

証明 定理 2.6と同様に

• 開被覆
{
Uα
}
α∈Λ

• 局所自明化
{
ϕα : π

−1(Uα) −→ Uα ×G
}
α∈Λ
，変換関数

{
tαβ : Uα ∩ Uβ −→ G

}
α, β∈Λ

を与える．
• (2.4.13)で定義される局所切断の族

{
sα : Uα −→ π−1(Uα)

}
α∈Λ

を与える．[0, 1] ⊂ R はコンパクト集合なので連続写像 γ : [0, 1] −→M による像 γ([0, 1]) ⊂M もまたコン
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パクトである．よって γ([0, 1]) を有限個の点で区切ることにより，ある α ∈ Λ が存在して γ([0, 1]) ⊂ Uα が
成り立つと仮定して良い．また，このとき γ̃([0, 1]) ⊂ π−1(Uα) を充たす任意の C∞ 曲線 γ̃ : [0, 1] −→ P に
対して定義される

g := proj2 ◦ ϕα ◦ γ̃ : [0, 1] −→ G

は G 上の C∞ 曲線であり，全空間 P への右作用の定義から ∀t ∈ [0, 1] に対して

γ̃(t) = ϕ−1
α

(
π
(
γ̃(t)

)
, g(t)

)
= sα

(
π
(
γ̃(t)

))
J g(t)

が成り立つ．C∞ 写像 ∆: [0, 1] −→ [0, 1]× [0, 1], t 7−→ (t, t) を使うと

γ̃ =J ◦
(
(sα ◦ π ◦ γ̃)× g

)
◦∆ (2.4.18)

と書くこともできる．
ここで，γ̃ を γ の水平持ち上げとする．すると条件 (HC-1) より (2.4.18)は γ̃ =J

(
(sα ◦ γ)× g

)
◦∆ と

なるから，補題 2.5より

˙̃γ(t) = Ttγ̃

(
d

ds

∣∣∣∣
s=t

)
= T(t, t)

(
J ◦
(
(sα ◦ γ)× g

))
◦ Tt∆

(
d

ds

∣∣∣∣
s=t

)
= T(t, t)

(
J ◦
(
(sα ◦ γ)× g

))
◦ Tt∆

(
d

ds

∣∣∣∣
s=t

)
= Tt(J ◦injg(t)1 ◦ sα ◦ γ)

(
d

ds

∣∣∣∣
s=t

)
+ Tt(J ◦injsα(γ(t))

2 ◦ g)
(

d

ds

∣∣∣∣
s=t

)
= Tsα(γ(t))Rg(t) ◦ Tγ(t)sα

(
γ̇(t)

)
+ Tt

(
R

(
sα(γ(t))

)
◦ g
)( d

ds

∣∣∣∣
s=t

)
(2.4.19)

が分かった．補題 2.6の証明と同様の計算により，Maurer-Cartan形式 θ ∈ Ω1(G; g) を使った等式

Tt
(
R

(
sα(γ(t))

)
◦ g
)( d

ds

∣∣∣∣
s=t

)
=

(
(g∗θ)t

(
d

ds

∣∣∣∣
s=t

))#
∣∣∣∣∣
γ̃(t)

が成り立つ．よって条件 (HC-2) より

0 = ωγ̃(t)
(
˙̃γ(t)
)

= (R∗
g(t)ω)sα(γ(t))

(
Tγ(t)sα

(
γ̇(t)

))
+ (g∗θ)t

(
d

ds

∣∣∣∣
s=t

)
= Ad

(
−g(t)

)(
s∗αω|γ(t)

(
γ̇(t)

))
+ θg(t)

(
ġ(t)

)
(2.4.20)

が従い，

(g∗θ)t

(
d

ds

∣∣∣∣
s=t

)
= −Ad

(
g(t)−1

)(
s∗αω|γ(t)

(
γ̇(t)

))
(2.4.21)

が分かった．
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(1) (2.4.19), (2.4.21)より

˙̃γ(t) = Tsα(γ(t))Rg(t) ◦ Tγ(t)sα
(
γ̇(t)

)
+

(
−Ad

(
g(t)−1

)(
s∗αω|γ(t)

(
γ̇(t)

)))#

γ̃(t)

(2) Ad の定義とMaurer-Cartan形式の定義より (2.4.20)は

0 = T1G(λg−1(t) ◦ ρg(t))
(
s∗αω|γ(t)

(
γ̇(t)

))
+ Tg(t)(λg(t)−1)

(
ġ(t)

)
= T1G(λg−1(t))

(
T1Gρg(t)

(
s∗αω|γ(t)

(
γ̇(t)

))
+ ġ(t)

)
とも書けるが，Lie群の左移動が微分同相写像であることから T1G(λg−1(t)) はベクトル空間の同型写像
であり，

ġ(t) = −T1Gρg(t)
(
s∗αω|γ(t)

(
γ̇(t)

))
が分かった．これは g に関する常微分方程式であり，与えられた初期条件 g(0) = proj2

(
ϕα(u)

)
に関

して一意的な解を持つ．

(2) の証明より γ̃ の一意存在も言えた． �

命題 2.10:

γ の 2つの水平持ち上げ γ̃, γ̃′ が，ある g ∈ G について γ̃′(0) = γ̃(0) J g を充たすとする．このと
き，∀t ∈ [0, 1] において γ̃′(t) = γ̃(t) J g が成り立つ．

証明 C∞ 曲線

γ̃ J g : [0, 1] −→ P, t 7−→ γ̃(t) J g

は，π ◦ γ̃ J g = γ，γ̃ J g(0) = γ̃(0) J g を充たし，

ωγ̃Jg
(

˙˜ J gγ(t)
)
= (R∗

gω)γ̃(t)
(
˙̃γ(t)
)

= Ad(g−1)
(
ωγ̃(t)

(
˙̃γ(t)
))

= 0

も充たすので，初期条件 γ̃ J g(0) = γ̃(0) J g = γ̃′(0) を充たす水平持ち上げである．故に水平持ち上げの一
意性から

γ̃′ = γ̃ J g

が言える． �

C∞ 曲線のみならず，底空間上の C∞ ベクトル場もまた全空間に持ち上がる．
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定義 2.17: C∞ ベクトル場の水平持ち上げ

• 主束 G ↪→ P
π−→M およびその接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g)

• M 上の C∞ ベクトル場 X ∈ X(M)

このとき，∀u ∈ P に対して以下を充たすP 上の C∞ ベクトル場 X̃ ∈ X(P ) が一意的に存在し，X
の水平持ち上げ (horizontal life) と呼ばれる：

(HV-1) Tuπ(X̃u) = Xπ(u)

(HV-2) X̃u ∈ Kerωu

定理 2.4より ∀u ∈ P に対して

Tuπ|Kerωu : Kerωu −→ Tπ(u)M

はベクトル空間の同型写像であるから，与えられた X ∈ X(M) に対して接束 TP の（C∞ とは限らない）切
断 X̃ を

X̃u :=
(
Tuπ|Kerωu

)−1
(Xπ(u))

と定義すればこれは (HV-1), (HV-2)を充たす．逆に性質 (HV-1), (HV-2)を充たす接束 TP の（C∞ とは
限らない）任意の切断 Ỹ に対して，

Ỹu =
(
Tuπ|Kerωu

)−1
(Xπ(u)) = X̃u

が成り立つので，一意存在がわかった．あとはこのようにして構成した X̃ が C∞ ベクトル場であることを確
かめれば良い．そのためには，命題 B.4より ∀f ∈ C∞(P ) に対して X̃f が C∞ 関数になっていることを示
せば良い．

命題 2.11: 水平持ち上げの C∞ 性

X̃ は C∞ ベクトル場である．

証明 ∀X ∈ X(M) および ∀u ∈ P を 1つ固定する．Xπ(u) は何らかの C∞ 曲線 γ : [0, 1] −→M の t = 0 に
おける速度ベクトルである．γ の水平持ち上げ γ̃ であって γ̃(0) = u を充たすものをとる．このとき，一般に
∀g ∈ G に対して π ◦Rg = π が成り立つことに注意すると補題 2.3, 2.7から

Tuπ
(
˙̃γ(0)

)
= Tu(π ◦Rg(0)) ◦ Tγ(0)sα

(
γ̇(0)

)
− Tuπ

(
Ad
(
g(0)−1

)(
s∗αω|γ(0)

(
γ̇(0)

)))#

γ̃(t)

= Tu(π ◦ sα)(Xπ(u))

= Tu(idUα
)(Xπ(u))

= X

が従い， ˙̃γ(0) は点 u ∈ P において (HV-1), (HV-2)を充たす．よって X̃ の一意性から

X̃u = ˙̃γ(0)

である．
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ここで ∀f ∈ C∞(P ) を 1つ固定する．このとき

X̃f |u = ˙̃γ(0)f |u

= Tsα(γ(0))Rg(0) ◦ Tγ(0)sα
(
Xπ(u)

)
f −

(
Ad
(
g(0)−1

)(
s∗αω|π(u)

(
Xπ(u)

)))#

u

f

= Xπ(u)(f ◦Rg(0) ◦ sα)−
(
Ad
(
g(0)−1

)(
s∗αω|π(u)

(
X
)))#

u

f

であるが，f ◦Rg(0) ◦ sα ∈ C∞(Uα) であることおよび写像 Uα −→ g, u 7−→ Ad
(
g(0)−1

)(
s∗αω|π(u)

(
X
))
が

C∞ 写像であることから，あとは C∞ 写像 A : P −→ g に関して定まる関数 P −→ R, u 7−→ A(u)#f が
C∞ 級であることを言えば良い．
ところで基本ベクトル場の定義を思い出すと

A(u)#f =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
u J exp(tA(u))

)
= T0

(
R(u) ◦ exp(-A(u))

)( d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
であるが，R(u) ◦exp(-A(u)) : [0, 1] 7−→ P は uに関しても C∞ 級なので，A(u)#f ∈ C∞(P )が言えた． �

命題 2.12: ベクトル場の水平持ち上げは右不変

X̃ は右不変である．i.e. ∀g ∈ G に対して自分自身と Rg-relatedである．

証明 ∀u ∈ P, ∀g ∈ G を 1つ固定する．このとき

Tuπ
(
(Rg∗X̃)u

)
= Tuπ ◦ TuJg−1(Rg)(X̃uJg−1)

= TuJg−1(π ◦Rg)(X̃uJg−1)

= TuJg−1π(X̃uJg−1)

= Xπ(uJg−1)

= Xπ(u)

かつ

ωu
(
(Rg∗X̃)u

)
= ωu

(
TuJg−1(Rg)(X̃uJg−1)

)
= (R∗

gω)uJg−1(X̃uJg−1)

= Ad(g−1)
(
ωuJg−1(X̃uJg−1)

)
= 0

なので，ベクトル場 Rg∗X̃ は (HV-1), (HV-2)を充たす．i.e. X の水平持ち上げである．水平持ち上げの一
意性から

Rg∗X̃|uJg = Tu(Rg)(X̃u) = X̃uJg

でなくてはいけない． �

2.4.7 主束上の曲率形式

この小節では主束上の曲率と主束上の共変微分を大域的な形で定義する．
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定義 2.18: 曲率 2 形式

主束 G ↪→ P
π−→M およびその接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g) を与える．

曲率 2 形式 (curvature 2 form) Ω ∈ Ω2(P ; g) を以下で定義する：

Ω := dω +
1

2
[ω, ω]

!
Ω の定義の第 2項は，Lie代数 g の基底 T a w/ a = 1, . . . , dimG をとったときに

1

2
[ω, ω] :=

1

2
ωa ∧ ωb

[
T a, T b

]
という意味であって，g-値 1 形式のウェッジ積という意味ではない．

補題 2.8:

主束 G ↪→ P
π−→M およびその接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g) を与える．∀u ∈ P において，

(1) ∀v ∈ KerTuπ に対して，ある V ∈ g が存在して V #|u = v を充たす．
(2) ∀v ∈ Kerωu に対して，ある H ∈ X(M) が存在して H̃|u = v を充たす．ただし H̃ は H の水
平持ち上げである．

証明 (1) 補題 2.2 の証明より T1G(R
(u)) : g −→ KerTuπ は全射だから，ある V ∈ g が存在して v =

T1G(R
(u))(V ) = V #|u を充たす．ただし最後の等号で (2.4.10)を使った．

(2) Tuπ(v) ∈ Tπ(u)M を H ∈ X(M) に拡張すればよい．
�

定理 2.7: 曲率形式の性質

主束 G ↪→ P
π−→M およびその接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g) を与える．Ω ∈ Ω2(P ; g) を曲率形式とする．

(1) ∀u ∈ P および ∀v, w ∈ TuP において

Ωu(v, w) = dω|u
(
vH, wH

)
(2) ∀g ∈ Ω に対して

R∗
gΩ = Ad(g−1)Ω

(3) (Bianchiの第 2恒等式)

dΩ = [Ω, ω]

! 定理 2.7-(1) を曲率形式の定義とすることもある（ [中原 21, p.43]など）．その場合，我々が採用した定
義 2.18は以下で与える証明と全く同じ議論によって導出され，Cartanの構造方程式と呼ばれる．

証明 (1) 引数を場合分けする．
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v, w ∈ Kerωu 　

Ωu(v, w) = dω |u(v, w) +
1

2
[ωu, ωu](v, w)

= dω |u(v, w) +
1

2

(
[ωu(v), ωu(w)]− [ωu(w), ωu(v)]

)
= dω |u(v, w)
= dω |u(vH, wH)

v ∈ KerTuπ, w ∈ Kerωu 　
[ωu, ωu](v, w) = 0 である．補題 2.8より v は基本ベクトル場 A# ∈ X(P ) に拡張し，w は水平持
ち上げ B̃ ∈ X(P ) に拡張する．外微分の公式から

dω (A#, B̃) = A#ω(B̃)− B̃ω(A#)− ω(
[
A#, B̃

]
)

第 1項は ω の性質から 0 で，第 2項は ω(A#) = A が*46 P 上の定数関数なので 0 になる．第 3
項が 0 になることを示すためには

[
A#, B̃

]
が水平であることを示せば十分である．実際，A# の

生成するフローが

θ : R× R×M −→M, (t, x) 7−→ Rexp(tX)(x)

であることを思い出すと，Lie微分の定義と公式から

[
A], B̃

]
u
= lim
t→0

TuJexp(tA)(Rexp(−tA))(B̃uJexp(tA))− B̃u
t

が言える．B̃u ∈ Kerωu は明らかで，接続形式の定義から

ωu
(
TuJexp(tA)(Rexp(−tA))(B̃uJexp(tA))

)
=
(
R∗

exp(−tA)ω
)
uJexp(tA)

(
B̃uJexp(tA)

)
= Ad

(
exp(tA)

)(
ωuJexp(tA)

(
B̃uJexp(tA)

))
= 0

が言えるので
[
A], B̃

]
u
∈ Kerωu が示された．

v ∈ KerTuπ, w ∈ KerTuπ 　
v, w を補題 2.8により拡張して A#, B# にする．このとき

Ω(A#, B#) = dω (A#, B#) + [A,B]

= A#ω(B#)−B#ω(A#)− ω(
[
A#, B#

]
) + [A,B]

= −ω([A,B]
#
) + [A,B]

= −ω([A,B]) + [A,B]

= 0

が成り立つ．

*46 ω(A#) ∈ C∞(P ) というのは，ω(A#) : P −→ R, u 7−→ ωu(A#|u) という意味である．
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(2) 引き戻しが外微分，wedge積と可換なので

R∗
gΩ = dR∗

gω +
1

2

[
R∗
gω,R

∗
gω
]

= Ad(g−1)Ω

がわかる．
(3)

dΩ =
1

2

(
[dω , ω]− [ω, dω]

)
= [dω , ω]

= [Ω, ω]− 1

2
[[ω, ω], ω]

ところで，ω = ωaT
a と展開すると

[[ω, ω], ω] = ωa ∧ ωb ∧ ωc[[Ta, Tb], Tc]
= −ωa ∧ ωb ∧ ωc[[Tb, Tc], Ta]− ωa ∧ ωb ∧ ωc[[Tc, Ta], Tb] ∵ Jacobiの恒等式
= −2ωa ∧ ωb ∧ ωc[[Ta, Tb], Tc]
= −2[[ω, ω], ω]

i.e. [[ω, ω], ω] = 0 が分かった．
�

定理 2.7より，Ω は tensorial form of type Adであることが分かった．記号としては Ω ∈ Ω2
Ad(P ; g) とい

うことである．定理 2.7-(1) は，主束上の共変微分の定義のヒントになっている．

定義 2.19: 主束上の共変微分

• 主束 G ↪→ P
π−→M およびその接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g) を与える．

• 有限次元ベクトル空間 V

を与える．このとき，主束 P 上の共変微分 D: Ωk(P ; V ) −→ Ωk+1(P ; V ) を

Dφ|u(v1, . . . , vk+1) := dφ |u(v1H, . . . , vk+1
H)

で定義する．ただし任意の φ ∈ Ωk(P ; V ), u ∈ P, v1, . . . , vk+1 ∈ TuP をとった．

この定義はベクトル束上の共変微分の定義と見かけ上大きく異なっている．しかし，実は定理 2.5-(4) の意
味で同じものだということが次の命題からわかる：
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命題 2.13: 主束上の共変微分の公式

• 主束 G ↪→ P
π−→M およびその接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g) を与える．

• 有限次元ベクトル空間 V

• Lie群 G の表現 ρ : G −→ GL(V )

を与える．このとき，∀φ ∈ Ωkρ(P ; V ) に対して以下が成り立つ：

Dφ = dφ+ ρ∗(ω) ∧ φ

!
定理 2.5のときと同様に，(

ρ∗(ω) ∧ φ
)
u
(v1, . . . , vk+1) :=

1

1!k!

∑
σ∈Sk+1

sgnσ Tuρ
(
vσ(1)

)(
φ(vσ(2), . . . , vσ(k+1))

)
(2.4.22)

という定義である．

証明 ∀u ∈ P および ∀v1, . . . , vk+1 ∈ TuP を固定する．示すべき式は全ての引数に関して線型だから，vi は
水平であるか垂直であるかのどちらかであるとして良い．さらに以下では補題 2.8によって水平（resp. 垂直）
な vi ∈ TuP を水平（resp. 垂直）な Xi ∈ X(P ) に拡張する．具体的には，vi ∈ TuP 水平（resp. 垂直）な
らば Xi は水平持ち上げ B̃i（resp. 基本ベクトル場 Ai

# ∈ X(P )）である．
引数について場合分けする．

Xi が全て水平 　
∀σ ∈ Sk+1 に対して ω(Xσ(1)) = 0 なので自明．

Xi のうち少なくとも 2つが垂直 　
引数の入れ替えに関する反対称性より，X1 = A1

#, X2 = A2
# を仮定しても一般性を損なわない．こ

のとき命題 2.7より [X1, X2] = [A1, A2]
# が成り立つので [X1, X2] もまた垂直である．

まず，共変微分の定義から (2.4.22)の左辺は

Dφ(X1, . . . , Xk+1) = dφ (0, 0, . . . ) = 0

である．よって (2.4.22)の右辺が 0 になることを示せば良い．実際，右辺第 1項に関しては，外微分
の公式より

dφ (X1, . . . , Xk+1) =

k+1∑
i=1

(−1)i−1Xiφ(. . . , X̂i, . . . ) +
∑

1≤i<j≤k+1

(−1)i+jφ([Xi, Xj ], . . . , X̂i, X̂j , . . . )

(2.4.23)
= 0 + 0

が言える．さらに右辺第 2項に関して，φ の引数のうち少なくとも 1つが水平なので(
ρ∗(ω) ∧ φ

)
(X1, . . . , Xk+1) = 0

がわかる．
Xi の 1つのみが垂直で他が全て水平 　

引数の入れ替えに関する反対称性より，X1 = A1
# を仮定しても一般性を損なわない．
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まず，共変微分の定義から (2.4.22)の左辺は

Dφ(X1, . . . , Xk+1) = dφ (0, . . . ) = 0

である．よって (2.4.22)の右辺が 0 になることを示せば良い．
(2.4.22)の右辺第 1項に関しては，外微分の公式 (2.4.23)より非ゼロな項が

X1φ(X2, . . . ) +
∑

2≤j≤k+1

(−1)1+jφ([X1, Xj ], X2, . . . , X̂j , . . . )

だとわかる．ところが，命題 2.12より X2, . . . , Xk+1 が右不変なので Lie微分の公式より

[X1, Xj ]u =
[
A1

#, Xj

]
u

= lim
t→0

TuJexp(tA1)(Rexp(−tA1))(Xj |uJexp(tA1))−Xj |u
t

= lim
t→0

Xj |uJexp(tA1)Jexp(−tA1) −Xj |u
t

= lim
t→0

Xj |u −Xj |u
t

= 0

が言えて，結局

dφ (X1, . . . , Xk+1) = X1φ(X2, . . . ) = A1
#φ(X2, . . . , Xk+1)

が分かった．f ∈ C∞(P ) を f(u) := φu(X2|u, . . . , Xk+1|u) によって定義し，(2.4.10)を使ってさら
に計算を進めると (

A1
#φ(X2, . . . , Xk+1)

)
|u = (A1

#f)(u)

= T1G(R
(u))(A1)f

= A1

(
f ◦R(u)

)
となるが，∀g ∈ G に対して

f ◦R(u)(g) = φR(u)(g)

(
X2|R(u)(g), . . . , Xk+1|R(u)(g)

)
= φuJg

(
Tu(Rg)(X2|u), . . . , Tu(Rg)(Xk+1|u)

)
∵ Xjの右不変性

= (R∗
gφ)u(X2|u, . . . , Xk+1|u)

= ρ(g−1)
(
φu(X2|u, . . . , Xk+1|u)

)
∵ φの右同変性

= ρ(g−1)
(
f(u)

)
が成り立つので，

A1

(
f ◦R(u)

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
ρ
(
exp(tA1)

−1)(
f(u)

))
=

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ
(
exp(tA1)

−1)) (
f(u)

)
∵ 補題 2.5

=

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ
(
exp(−tA1)

)) (
f(u)

)
∵ 命題 2.6

= −
(

d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ
(
exp(tA1)

)) (
f(u)

)
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= −T0
(
ρ ◦ exp(-A1)

)( d

dt

∣∣∣∣
t=0

)(
f(u)

)
= −T1Gρ ◦ T0

(
exp(-A1)

)( d

dt

∣∣∣∣
t=0

)(
f(u)

)
= −ρ∗(A1)f(u)

i.e. A1
#φ(X2, . . . , Xk+1) = −ρ∗

(
A1

)
φ(X2, . . . , Xk+1) だと分かった．一方，右辺第 2項の非ゼロな

項は

1

k!

∑
σ∈Sk+1, σ(1)=1

sgnσ ρ∗
(
ω(X1)

)(
φ(Xσ(2), . . . , Xσ(k+1))

)
=

1

k!

∑
σ∈Sk+1, σ(1)=1

sgnσ ρ∗
(
A1

)(
φ(Xσ(2), . . . , Xσ(k+1))

)
= ρ∗

(
A1

)
φ(X2, . . . , Xk+1)

であるから，これらは相殺して 0 になる．

�

特に Ω ∈ Ω2
Ad(P ; g) なので，命題 2.13から

DΩ = dΩ + ad(ω) ∧ Ω

= dΩ + ωa ∧ Ωb ad(T
a)(T b)

= dΩ + ωa ∧ Ωb
[
T a, T b

]
= dΩ + [ω,Ω]

だとわかる．よって Bianchiの第 2恒等式は共変微分を使って

DΩ = 0

と書くこともできる．

2.4.8 曲率形式の局所表示と場の強さ

この小説では，前小節で定義した主束上の曲率形式を局所表示し，それが物理側で場の強さと呼ばれるもの
と同一視できることを確認する．
主束 G ↪→ P

π−→ M と，その開被覆
{
Uα
}
α∈Λ
，局所自明化

{
ϕα : π

−1(Uα) −→ Uα × G
}
α∈Λ
，変換関数{

tαβ : Uα ∩ Uβ −→ G
}
α, β∈Λ

を与える．局所切断の族
{
sα : Uα −→ π−1(Uα)

}
α∈Λ

を (2.4.13)で定義する．
定理 2.6を参考に，曲率形式の局所表示を

Fα := s∗αΩ ∈ Ω2(Uα; g)

で定義する．曲率形式の定義と，引き戻しと外微分，wedge積が可換であることから

Fα = ds∗αω +
1

2
[s∗αω, s

∗
αω]

= dAα +
1

2
[Aα, Aα]
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がわかる．Fα の，チャート (Uα(x
µ)) における成分表示 Fα = 1

2Fαµν dx
µ ∧ dxν を求めてみる：

2Fα = Fαµν dx
µ ∧ dxν

= 2∂µAαν dx
µ ∧ dxν

+AαaµAαbν dx
µ ∧ dxν

[
T a, T b

]
= (∂µAαν − ∂νAαµ) dxµ ∧ dxν

+ [Aαµ, Aαν ] dx
µ ∧ dxν

より，

Fαµν = (∂µAαν − ∂νAαµ) + [Aαµ, Aαν ]

と書くことができる．これは物理側で場の強さ (field strength) としてよく知られたものである．この意味で
以降，Fα ∈ Ω2(Uα; g) のことを場の強さと呼ぶ．

定理 2.8: 場の強さの変換則

主束 G ↪→ P
π−→ M と，その開被覆

{
Uα
}
α∈Λ
，局所自明化

{
ϕα : π

−1(Uα) −→ Uα ×G
}
α∈Λ
，変換

関数
{
tαβ : Uα ∩ Uβ −→ G

}
α, β∈Λ

を与える．局所切断の族
{
sα : Uα −→ π−1(Uα)

}
α∈Λ

を (2.4.13)
で定義する．
このとき，∀α, β ∈ Λ について

Fβ |x = Ad
(
tαβ(x)

−1
)
(Fα|x), ∀x ∈ Uα ∩ Uβ

が成り立つ．

証明 ∀x ∈M, ∀v1, v2 ∈ TxM を 1つ固定する．定理 2.7-(1) より，

Fβ |x(v1, v2) = s∗βΩ|x(v1, v2)
= Ω|sβ(x)

(
Txsβ(v1), Txsβ(v2)

)
= dω |sβ(x)

(
Txsβ(v1)

H, Txsβ(v2)
H
)

ここで補題 2.6および水平部分空間の右不変性から

Txsβ(vi)
H = Tsα(x)(Rtαβ(x))

(
Txsα(vi)

H
)

なので，

dω |sβ(x)
(
Txsβ(v1)

H, Txsβ(v2)
H
)

= (R∗
tαβ(x)

dω)

∣∣∣∣
sα(x)

(
Txsα(v1)

H, Txsα(v2)
H
)

= d
(
R∗
tαβ(x)

ω
) ∣∣∣∣
sα(x)

(
Txsα(v1)

H, Txsα(v2)
H
)

= d
(
Ad
(
tαβ(x)

−1
)
(ω)
) ∣∣∣∣

sα(x)

(
Txsα(v1)

H, Txsα(v2)
H
)

= Ad
(
tαβ(x)

−1
)(

dω |sα(x)

(
Txsα(v1)

H, Txsα(v2)
H
))

= Ad
(
tαβ(x)

−1
)(

Ω|sα(x)

(
Txsα(v1), Txsα(v2)

))
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= Ad
(
tαβ(x)

−1
)(
s∗αΩ|x(v1, v2)

)
= Ad

(
tαβ(x)

−1
)(
Fα|x(v1, v2)

)
が言える． �

2.4.9 同伴ベクトル束上の接続とその局所表示

この小節では同伴ベクトル束上の共変微分をゲージ場の言葉を使って局所表示し，物理において馴染み深い
共変微分と同一視できることを顕に確認する．この小節では常に

• 主束 G ↪→ P
π−→M

• 接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g)

• 有限次元 K-ベクトル空間 V と Lie群 G の dimV 次元表現 ρ : G −→ GL(V )

• 同伴ベクトル束 V ↪→ P ×ρ V
q−→M

が与えられているものとする．E := P ×ρ V とおく．定理 2.5-(2) より，

∇E := ]−1 ◦D ◦ ] : Γ(E) −→ Ω1(M ; E)

はベクトル束 E 上の接続であった．これを水平持ち上げによって表示してみよう．

定理 2.9: 同伴ベクトル束上の共変微分の表示

∀s ∈ Γ(E), ∀X ∈ X(M) および ∀p ∈M を 1つ固定する．このとき，任意の

• C∞ 曲線 γ : [0, 1] −→M であって γ(0) = p, γ̇(0) = Xp を充たすもの
• u ∈ π−1({x})
• γ の水平持ち上げ γ̃ : [0, 1] −→ P であって γ̃(0) = u を充たすものa

に対して

(∇EXs)|p = γ̃(0)×ρ η̇(0)

が成り立つ．特に右辺は γ, u の取り方によらない．ただし，C∞ 曲線 η : [0, 1] −→ V を

s
(
γ(t)

)
=: γ̃(t)×ρ η(t)

で定義した．

a γ, u が与えられると γ̃ は一意に決まるのだった．

証明 γ, u を 1つ固定する．命題 2.9-(2) より

(∇EXs)|p = (∇Es)(X)|p
= (]−1 ◦D ◦ ]s)p(Xp)

=
(
[
(
D(]s)

))
γ(0)

(
γ̇(0)

)
= γ̃(0)×ρ

(
D(]s)

)
γ̃(0)

(
˙̃γ(0)

)
∵ γ̃(0) ∈ π−1({γ(0)}), ˙̃γ(0) ∈ (Tγ̃(0)π)

−1({γ̇(0)})
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= γ̃(0)×ρ
[
d(]s) |γ̃(0)

(
˙̃γ(0)

)
+ ρ∗

(
������
ωγ̃(0)

(
˙̃γ(0)

))(
]s|γ(0)

)]
= γ̃(0)×ρ T0(]s ◦ γ̃)

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
が成り立つ．ここで ] の定義を思い出すと，∀t ∈ [0, 1] に対して

]s ◦ γ̃(t) = f−1
γ̃(t)

(
s ◦ π

(
γ̃(t)

))
= f−1

γ̃(t)

(
s
(
γ(t)

))
が成り立つことが分かる．f−1

γ̃(t) の定義から

]s ◦ γ̃ = η

であり，

(∇EXs)|p = γ̃(0)×ρ η̇(0)

が示された． �

定理 2.9 を使って，同伴ベクトル束上の共変微分の局所表示を定理 2.5-(3) よりもあからさまな形で求め
よう．

定理 2.10: 同伴ベクトル束上の共変微分の局所表示

主束 G ↪→ P
π−→M について

• M の開被覆
{
Uα
}
α∈Λ

• P の局所自明化
{
ϕα : π

−1(Uα) −→ Uα ×G
}
α∈Λ

• P の局所切断の族
{
sα : Uα −→ π−1(Uα), p 7−→ ϕ−1

α (p, 1G)
}
α∈Λ

• Lie代数 g の基底 T a w/ a = 1, . . . , dimG

を与え，同伴ベクトル束 V ↪→ E := P ×ρ V
q−→M について

• E の局所自明化
{
ψα : q

−1(Uα) −→ Uα × V, sα(p)×ρ v 7−→ (p, v)
}
α∈Λ

• V の基底 ei
w/ i = 1, . . . , dimV

• E の局所切断の族
{
eαi : Uα −→ q−1(Uα), x 7−→ sα(x)×ρ ei

}
α∈Λ

を与える．このとき M のチャート
(
Uα, (x

µ)
)
においてゲージ場 Aα := s∗αω ∈ Ω1(Uα; g) を

Aα =: AαaT
a = Aαaµ dx

µ T a

と展開すると以下が成り立つ：

(1) ∀X = Xµ ∂
∂xµ ∈ X(M)a に対してb，

∇EXeαi = XµAαaµ
[
ρ∗(T

a)
]j
i eαj

(2) ∀X = Xµ ∂
∂xµ ∈ X(M) および ∀s ∈ Γ(E) に対して

∇EXs = Xµ

(
∂ξα

i

∂xµ
+Aαaµ

[
ρ∗(T

a)
]i
j ξα

j

)
eαi
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ただし，∀x ∈ Uα に対して s(x) =: sα(x)×ρ ξα(x) = sα(x)×ρ ξα(x)iei = ξα(x)
ieαi(x) と展

開した．

a 厳密には X ∈ X(Uα) であるが，これを 1の分割を使って拡張したと思えば良い．
b [
ρ∗(Ta)

]j
i というのは，線形変換 ρ∗(Ta) ∈ gl(V ) の，V の基底 ei による表現行列の (j, i) 成分という意味である．

証明 ∀p ∈ Uα を 1つ固定する．

(1) C∞ 曲線 γ : [0, 1] −→M であって，γ(0) = p, γ̇(0) = Xp を充たすものをとる．γ の像は Uα に含ま
れているとし*47，γ の水平持ち上げを

γ̃(t) =: sα
(
γ(t)

)
J gα(t)

と書く．ただし補題 2.7と同様に新しい C∞ 曲線 gα : Uα −→ G を gα := proj2 ◦ ϕα ◦ γ̃ により定義
した．
局所切断 eαi の共変微分を求める．

eαi
(
γ(t)

)
= sα

(
γ(t)

)
×ρ ei

=
(
sα
(
γ(t)

)
J gα(t)

)
×ρ ρ

(
gα(t)

−1
)(
ei
)

= γ̃(t)×ρ ρ
(
gα(t)

−1
)(
ei
)

であるから，定理 2.9より

(∇EXeαi)|p = γ̃(0)×ρ
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ
(
gα(t)

−1
)(
ei
)

ここで L(v) : G −→ V, g −→ ρ(g)(v) を使って ρ
(
gα(t)

−1
)(
ei
)
= L(ei) ◦ −1 ◦ gα(t) と書けるので，

d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ
(
gα(t)

−1
)(
ei
)

= T0(L
(ei) ◦ −1 ◦ gα)

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
= Tgα(0)−1(L(ei)) ◦ Tgα(0)(

−1)
(
ġα(0)

)
= −Tgα(0)(L

(ei) ◦ Lgα(0)−1 ◦ Rgα(0)−1)
(
ġα(0)

)
= − d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ
(
gα(0)

−1gα(t)gα(0)
−1
)(
ei
)

= −ρ
(
gα(0)

−1
)
◦
(

d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ
(
gα(t)

))
◦ ρ
(
gα(0)

−1
)(
ei
)

= −ρ
(
gα(0)

−1
)
◦
(
Tgα(0)ρ

(
ġα(0)

))
◦ ρ
(
gα(0)

−1
)(
ei
)

= ρ
(
gα(0)

−1
)
◦
(
Tgα(0)ρ ◦ T1GRg(0)

(
Aα|γ(0)(X)

))
◦ ρ
(
gα(0)

−1
)(
ei
)

∵ 補題 2.7

= ρ
(
gα(0)

−1
)
◦ ρ∗

(
Aα|γ(0)(Xp)

)(
ei
)

∵ 補題 2.7

*47 γ([0, 1]) ⊂M はコンパクト集合なので，有限個の点で区切ればこの要請を充たすことができる．
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である*48から，

(∇EXeαi)|p =
(
γ̃(0) J gα(0)

−1
)
×ρ ρ∗

(
Aα|γ(0)(X)

)(
ei
)

= sα
(
γ(0)

)
×ρ ρ∗

(
Aα|p(X)

)(
ei
)

が分かった．特にチャート (Uα(x
µ)) において Aα = Aαaµ dx

µ T a, X = Xµ(p) ∂
∂xµ

∣∣
p
と展開すると

(∇EXeαi)|p = sα
(
γ(0)

)
×ρ Xν(p)Aαaµ(p) dx

µ |p

(
∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

)
ρ∗(T

a)(ei)

= sα
(
γ(0)

)
×ρ Xν(p)Aαaµ(p)δ

µ
ν ρ∗(T

a)(ei)

= sα
(
γ(0)

)
×ρ Xµ(p)Aαaµ(p)

[
ρ∗(T

a)
]j
i ej

= Xµ(p)Aαaµ(p)
[
ρ∗(T

a)
]j
i eαj |p

と成分表示が求まった．
(2) 一般の切断 s ∈ Γ(E) の共変微分を求める．Uα 上で s(x) = sα(x) ×ρ ξα(x) = sα(x) ×ρ ξα(x)iei =

ξα(x)
ieαi(x) と展開できるので，ベクトル束上の共変微分の定義より

∇EXs = ∇Es(X)

= dξα
i (X)⊗ eαi + ξα

i∇Eeαi(X)

= Xν ∂ξα
i

∂xµ
dxµ

(
∂

∂xν

)
eαi + ξα

iXµAαaµ
[
ρ∗(T

a)
]j
i eαj

= Xµ

(
∂ξα

i

∂xµ
+Aαaµ

[
ρ∗(T

a)
]i
jξα

j

)
eαi

と計算できる．

�

定理 2.10-(2) において，特に X として座標ベクトル場 ∂
∂xµ をとると

∇E∂
∂xµ

eαi = Aαaµ
[
ρ∗(T

a)
]j
i eαj

となり，ゲージ場の成分 Aαaµ
[
ρ∗(T

a)
]j
i が Riemann幾何学における Christoffel記号と同等の働きをする

ことが分かる．

*48

0 = Tg(µ ◦ (idG × −1) ◦∆)(X)

= Tg(µ ◦ injg
−1

1 )(X) + Tg(µ ◦ injg2 ◦ −1)(X)

= Tg(Rg−1 )(X) + Tg−1 (Lg) ◦ Tg(−1)(X)

より

Tg(
−1) = −Tg(Lg−1 ◦ Rg−1 )

83



2.4.10 同伴ベクトル束上の曲率とその局所表示

この小節ではまず一般のベクトル束上の曲率を大域的な形で定義し，同伴ベクトル束上の接続との関係を議
論する．そして同伴ベクトル束上の曲率の局所表示が，主束上の曲率の局所表示と同一のものであることを確
認する．

定義 2.20: ベクトル束上の曲率

• ベクトル束 V ↪→ E
π−→M

• ベクトル束 E 上の接続 ∇E : Γ(E) −→ Ω1(M ; E)

を与える．ベクトル束 E 上の曲率 (curvature) とは，

R∇ := d∇
E

◦ ∇E : Γ(E) −→ Ω2(M ; E)

のこと．

命題 2.14: 曲率の C∞(M)線形性

∀f ∈ C∞(M), ∀s ∈ Γ(E) に対して

R∇E

(fs) = f R∇E

(s)

が成り立つ．

証明 ベクトル束上の接続の定義から

R∇E

(fs) = d∇
E(

df ⊗ s+ f ∇Es
)

=�
�d2f ⊗ s− df ∧∇Es+ d∇

E(
f ∇Es

)
=
(((((((((((
− df ∧∇Es+ df ∧∇Es+ f d∇

E

(∇Es)

= f R∇E

(s)

が分かる*49． �

この結果から，

R∇E

: Γ(E) −→ Γ(E), s 7−→
(
p 7−→ R∇E

(s)(p)
)

*49 E の局所フレーム ei ∈ Γ(E) を使うと ∇Es = (∇Es)i ⊗ ei
w/ (∇Es)i ∈ Ω1(M) と書けるので，ベクトル束上の接続の定

義から

d∇
E (
f ∇Es

)
= d

(
f (∇Es)i

)
⊗ ei − f (∇Es)i ∧∇Eei

= df ∧∇Es+ f d(∇Es)i ⊗ ei − f (∇Es)i ∧∇Eei

= df ∧∇Es+ f d∇
E
(∇Es)

だとわかる．
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と見做すとこれが C∞(M)-線形写像になっている．このようなとき，End束 End(E) :=
∐
p∈M End(Ep) の

C∞ 切断 R∇E ∈ Γ
(∧2

T ∗M ⊗ End(E)
)
であって，

R∇E

(s)(p) = R∇E

(p)
(
s(p)

)
を充たすものが存在することが分かる*50．そのため，この R∇E と同一視して R∇E ∈ Ω2

(
End(E)

)
である

と言う．

定理 2.11: 同伴ベクトル束上の曲率の表示

R∇E

= ]−1 ◦ ρ∗(Ω) ◦ ]

証明 (1)

R∇E

= ]−1 ◦D2 ◦ ]
= ]−1 ◦

(
d + ρ∗(ω)∧

)
◦
(
d + ρ∗(ω)

)
◦ ]

= ]−1 ◦
(
��d
2 + ρ∗(ω) ∧ d + d

(
ρ∗(ω)

)
+ ρ∗(ω) ∧ ρ∗(ω)

)
◦ ]

ここで

d
(
ρ∗(ω)(]s)

)
= d

(
ρ∗(ωaT

a)(]s)
)

= d
(
ωa ρ∗(T

a)(]s)
)

= dωa ρ∗(T
a)(]s)− ωa ∧ ρ∗(T a) d(]s)

= ρ∗(dω)(]s)− ρ∗(ω) ∧ d(]s)

なので，

R∇E

= ] ◦
(
ρ∗(dω) + ρ∗(ω) ∧ ρ∗(ω)

)
◦ ]

さらに

ρ∗(ω) ∧ ρ∗(ω)(]s) = ωa ∧ ωbρ∗(T a)
(
ρ∗(T

b)(]s)
)

*50 ∀p ∈ M を 1 つ固定し，s ∈ Γ(E) であって s(p) = 0 を充たすものをとる．p の開近傍（特に，局所自明性を充たすもの）
p ∈ U ⊂ M とその上の局所フレーム (ei) をとる．このとき U 上では s = siei と展開できる．ところで，多様体のパラコ
ンパクト性から p ∈ V ⊂ U を充たす p の開近傍 V ⊂ M が存在するので，M の開被覆 {U, M \ V } に従属する 1 の分割
{ψU , ψM\V } をとることができる．特に C∞ 関数 ψU : M −→ [0, 1] は

ψU (x) =

{
1, x ∈ V

0, x ∈M \ U

を充たす．よって ẽi := ψU ei ∈ Γ(E), s̃i := ψU s
i ∈ C∞(M) である．したがって

s = s+ ψ2
U (s− s) = (1− ψ2

U )s+ s̃iẽi

が分かった．したがって R∇E の C∞-線形性から

R∇E
(s)(p) =

(
1− ψ2

U (p)
)
R∇E

(s)(p) + s̃i(p)R∇E
(ẽi)(p) = 0

が言えた．このことから，R∇E ∈ Γ
(
End(E)

)
を，∀p ∈M, ∀v ∈ Ep について

R∇E
(p)(v) := R∇E

(s)(p) w/ s ∈ Γ(E) s.t. s (p) = v

と定義すると well-defiendである．
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=
1

2
ωa ∧ ωb

(
ρ∗(T

a) ◦ ρ∗(T b)− ρ∗(T b) ◦ ρ∗(T a)
)
(]s)

=
1

2
ωa ∧ ωb

[
ρ∗(T

a), ρ∗(T
b)
]
(]s)

=
1

2
ωa ∧ ωbρ∗(

[
T a, T b

]
)(]s)

=
1

2
ρ∗([ω, ω])(]s)

であるから

R∇E

= ]−1 ◦ ρ∗(Ω) ◦ ]

が分かった．
�

定理 2.12: 同伴ベクトル束上の曲率の局所表示

定理 2.10と同様の記号を使って以下が成り立つ：

(1)

R∇E

eαi = Fαa
[
ρ∗(T

a)
]j
i ⊗ eαj

(2) ∀s = ξα
ieαi に対して

R∇E

s = Fαa
[
ρ∗(T

a)
]j
iξα

i ⊗ eαj

証明 (1) 定理 2.10およびベクトル束上の共変外微分の定義より,

R∇E

eαi = d∇
E([

ρ∗(Aα)
]j
i ⊗ eαj

)
=
[
d
(
ρ∗(Aα)

) ]j
i −
[
ρ∗(Aα)

]j
i ∧∇Eeαj

=
[
ρ∗(dAα)

]j
i ⊗ eαj −

[
ρ∗(Aα)

]j
i ∧
[
ρ∗(Aα)

]k
jeαk

=
[
ρ∗(dAα)

]j
i ⊗ eαj −Aαa ∧Aαb

[
ρ∗(T

b)
]k
j

[
ρ∗(T

a)
]j
ieαk

=
[
ρ∗(dAα)

]j
i ⊗ eαj +Aαa ∧Aαb

[
ρ∗(T

a) ◦ ρ∗(T b)
]k
ieαk

= Fαa
[
ρ∗(T

a)
]j
i ⊗ eαj

(2) 命題 2.14より R∇E は C∞(M)-線形なので明らか．
�

2.4.11 ホロノミー

主束 G ↪→ P
π−→M を与える．任意の x ∈M に対して

Ωx :=
{
γ : [0, 1] −→M

∣∣ 区分的C∞曲線, γ(0) = γ(1)
}

とおく．
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命題 2.15: ホロノミー

• ω ∈ Ω1(P ; g) を接続形式とする．
• x ∈M
• u ∈ π−1({x})

を与え，写像 Φu : Ωx −→ G を

γ̃(1) =: γ̃(0) J Φu(γ)
w/ γ̃(0) = u

で定義する．このとき以下が成り立つ：

(1) ∀h ∈ G に対して

ΦuJh(γ) = h−1Φu(γ)h

(2) γ1, γ2 ∈ Ωx に対して

Φu(γ1 ∗ γ2) = Φu(γ2)Φu(γ1)

ただし ∗ は道の積である．

証明 (1) 命題 2.10より γ̃ J h は u J h を始点とする γ の水平持ち上げであるから，

(u J h) J ΦuJh(γ) = γ̃(1) J h =
(
u J Φu(γ)

)
J h = u J h J

(
h−1Φu(γ)h

)
(2) 命題 2.10より γ̃2 J Φu(γ1) は γ̃1(1) = u J Φu(γ1) を始点，u J Φu(γ2)Φu(γ1) とする γ2 の水平持
ち上げであるから，水平持ち上げの一意性から

u J Φu(γ1 ∗ γ2) = u J Φu(γ2)Φu(γ1)

が成り立つ．
�

定義 2.21: ホロノミー群

主束 G ↪→ P
π−→M とその接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g) を与える．∀u ∈ P に対して，命題 2.15より G の

部分集合

Holu(P, ω) := Φu(Ωπ(u))

は部分群をなす．この部分群のことをホロノミー群 (holonomy group) と呼ぶ．

2.4.12 ゲージ理論
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2.5 特性類と Chern-Simons形式

2.5.1 Lie代数上の不変多項式

V を有限次元 K-ベクトル空間，V ∗ をその双対空間とする．V の基底 {e1, . . . , edimV } ⊂ V とその双対
基底 {ε1, . . . , εdimV } ⊂ V ∗ をとる．

定義 2.22: V 上の多項式

• 対称化テンソル積

Symk(V ∗) := (V ∗)⊗k/ 〈v ⊗ w − w ⊗ v|v, w ∈ V ∗〉

の元のことを V 上の k 次多項式と呼ぶ．
• 対称化テンソル代数a

∞⊕
k=0

Symk(V ∗)

の元のことを V 上の多項式と呼ぶ．

a ベクトル空間の直和なので，その元は k 次多項式の有限和である．

関数 f : V −→ K が V 上の k-次多項式である必要十分条件は

f = fi1...ikε
i1 · · · εik

の表示を持つことである．

【例 2.5.1】Tr と det

V = M(n, K) とする．V の基底として行列単位 ei
j をとる．このとき，関数

Tr: V −→ K, vijeij 7−→ vii

は

Tr(v) = Tr
(
vijei

j
)
= vii = vljδ

j
i δ
i
l = vljε

i
i(el

j) = εii(v)

を充たすので 1 次多項式である．一方，

det : V −→ K, vijeij 7−→ εi1, ..., inv
i1

1 · · · vinn

は

det(v) = det
(
vijei

j
)

= εi1...inv
i1

1 · · · vinn
= εi1...inv

j1
l1 · · · vjn lnδ

i1
j1
δl11 · · · δ

in
jn
δlnn
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= εi1...inv
j1
l1 · · · vjn lnεi11(ej1 l1) · · · εinn(ejn ln)

= εi1...inε
i1

1(v) · · · εinn(v)

を充たすので n 次多項式である．

定義 2.23: 不変多項式

Lie群 G の Lie代数 g を与える．多項式 f : g −→ K が Ad(G)-不変であるとは，∀g ∈ G, ∀X ∈ g

に対して

f
(
Ad(g)(X)

)
= f(X)

が成り立つことをいう．

Ad(G)-不変多項式全体の集合を Inv(g) と書く．Inv(g) は結合代数である．

2.5.2 Chern-Weil理論

• Lie群 G の Lie代数 g とその基底 T a

• 主束 G ↪→ P
π−→M

• 接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g)

• 曲率形式 Ω ∈ Ω2(P ; g)

を与える．T a の双対基底を τa とおく．曲率形式を T a で展開して Ω = ΩaT
a と書く．k 次多項式 f : g −→ R

が基底 {T a} に関して f = fa1...adimGτa1 · · · τadimG
の表示を持つとき，f への Ω の代入 f(Ω) ∈ Ω2k(P ) を

f(Ω) := fa1...adimGΩa1 ∧ · · · ∧ ΩadimG

で定義する．この定義は g の基底の取り方によらない．
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定理 2.13: Chern-Weilの定理

• 主束 G ↪→ P
π−→M

• 接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g)

• 曲率形式 Ω ∈ Ω2(P ; g)

• k 次不変多項式 f : g −→ R

を与える．このとき以下が成り立つ：

(1) ある Λ ∈ Ω2k(M) が存在して f(Ω) = π∗Λ を充たす．
(2) (1) の Λ は閉形式である．i.e. dΛ = 0

(3) de Rhamコホモロジー類 [Λ] ∈ H2k
dR(M) は ω の取り方によらない．したがって結合代数の準

同型（Chern-Weil準同型）

w : Inv(g) −→ H•
dR(M), f 7−→ [Λ]

が定まる．

証明 (1) まず，補題を用意する．

補題 2.9:

• 主束 G ↪→ P
π−→M

• 有限次元ベクトル空間 V

を与える．このとき，∀ψ ∈ Ωk(P ; V ) に対して以下の 2つは同値である：

（a）ある φ ∈ Ωk(M ; V ) が存在して ψ = π∗φ を充たす．
（b）ψ は水平かつ R∗

gψ = ψ をa充たす．

a i.e. ψ は右不変である．

証明 自明表現 ρ : G −→ GL(V ), g 7−→ 1V をとる．このとき主束 P の ρ による同伴ベクトル
束 V ↪→ P ×ρ V

q−→ M は自明束 V ↪→ M × V proj1−−−→ M に束同型であるから*51，Ωk(M ; P ×ρ
V ) = Ωk(M ; V ) である．特に，∀u ∈ P に対して補題 2.3 で構成したベクトル空間の同型写像
fu : V 7−→ q−1({u}), v 7−→ u×ρ v は恒等写像になるので，命題 2.9で構成した同型写像は

] : Ωk(M ; P ×ρ V ) = Ωk(M ; V ) −→ Ωkρ(P ; V ), φ 7−→ π∗φ

になる．さらに，tensorial form of type ρ の定義から，∀ψ ∈ Ωkρ(P ; V ) は水平でかつ ∀g ∈ G に対し
て R∗

gψ = ρ(g−1)(ψ) = ψ を充たす． �

*51 具体的には，写像 P ×ρ V −→M × V, u×ρ v 7−→
(
π(u), v

)
が束同型写像を与える．
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補題 2.9より，f(Ω) ∈ Ω2k(P ) が水平かつ右不変であることを示せば良い．Lie代数 g の基底 T a を 1
つ固定し，Ω = ΩaT

a と展開する．
水平 　

Ω ∈ Ω2
Ad(P ; g) なので Ωa ∈ Ω2(P ) もまた水平である．

右不変 　
Ω ∈ Ω2

Ad(P ; g) なので，∀g ∈ G に対して

R∗
gΩ = Ad(g−1)(Ω)

⇐⇒ R∗
g(ΩaT

a) = (R∗
gΩa)T

a =
[
Ad(g−1)(Ω)

]
a
T a

=⇒ R∗
gΩa =

[
Ad(g−1)(Ω)

]
a

(1 ≤ ∀a ≤ dimG)

が言える．よって f の Ad(G)-不変性から

R∗
g

(
f(Ω)

)
= fa1...akR∗

gΩa1 ∧ · · · ∧R∗
gΩak

= fa1...ak
[
Ad(g−1)(Ω)

]
a1
∧ · · · ∧

[
Ad(g−1)(Ω)

]
ak

= f
(
Ad(g−1)(Ω)

)
= f(Ω)

が示された．
(2) π∗ : TuP −→ TuM は全射なので π∗ : Ω•(M) −→ Ω•(P ) は単射．よって

π∗(dΛ) = 0 ⇐⇒ d
(
f(Ω)

)
= 0

を示せば十分である．ところで主束上の共変微分の定義および (1) から，

D
(
f(Ω)

)
= d

(
f(Ω)

)
◦H

= d(π∗Λ) ◦H
= π∗ dΛ ◦H
= dΛ ◦ π∗ ◦H
= dΛ ◦ π∗
= π∗ dΛ

= d(π∗Λ)

= d
(
f(Ω)

)
が言える．一方で

D
(
f(Ω)

)
= fa1...akD(Ωa1 ∧ · · · ∧ Ωak)

= fa1...ak
k∑
j=1

Ωa1 ∧ · · · ∧DΩaj ∧ · · · ∧ Ωak

= 0 ∵ Bianchiの第 2恒等式

である．
(3) P 上の 2 つの接続形式 ω0, ω1 ∈ Ω1(P ; g) を与える．このとき ∀t ∈ [0, 1] に対して，C∞ 写像

proj1 : P × [0, 1] −→ P を使って ω̃ ∈ Ω1(P × I; g) を

ω̃(u, t) := (1− t) (proj∗1ω0)(u, t) + t (proj∗1ω1)(u, t)
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は主束 G ↪→ P×[0, 1] π×id−−−→M×[0, 1]の接続形式である．さらに，it := P −→ P×[0, 1], u 7−→ (u, t)

について i∗0ω̃ = ω0, i
∗
1ω̃ = ω1 が成り立つ．ω̃ の曲率 Ω̃ ∈ Ω2(P × [0, 1]; g) を

Ω̃ := dω̃ +
1

2
[ω̃, ω̃]

により定めると i∗0Ω̃ = Ω1, i
∗
1Ω̃ = Ω1 が成り立つ．

ところで，Ad(G)-不変 k 次多項式 f について

i∗0f(Ω̃) = f(Ω0), i∗1f(Ω̃) = f(Ω1)

が成り立つ．i0, i1 は互いにホモトピックなので，de Rhamコホモロジーのホモトピー不変性から

[f(Ω0)] = [i∗0f(Ω̃)] = [i∗1f(Ω̃)] = [f(Ω1)]

が分かった．さらに，de Rhamコホモロジーは反変関手なので

π∗[Λ0] = [π∗Λ0] = [f(Ω0)] = [f(Ω1)] = [π∗Λ1] = π∗[Λ1]

がわかる．π∗ の単射性から [Λ0] = [Λ1] が言えた．
�

定義 2.24: 特性類

• 主束 G ↪→ P
π−→M

• 接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g)

• 曲率形式 Ω ∈ Ω2(P ; g)

• k 次不変多項式 f : g −→ R

を与える．このとき定理 2.13の [Λ] ∈ H2k
dR(M) のことを，f による P の特性類 (characteristic class)

と呼ぶ．

特性類はその定義から局所表示によらないが，それを顕に確認することができる．
{
sα : Uα −→

π−1(Uα)
}
α∈A を P の勝手な局所切断とする．wedge 積と引き戻しは可換であることに注意すると，定理

2.13-(1)から

f(Fα) = f(s∗αΩ) = s∗αf(Ω) = s∗απ
∗Λ = (π ◦ sα)∗Λ = Λ|Uα

∈ Ω2k(Uα)

だと分かる．一方，定理 2.8および f の Ad(G)-不変性から，他の Uα ∩ Uβ 6= ∅ を充たす β ∈ A に対して左
辺は

f(Fα) = f
(
Ad(tαβ)(Fβ)

)
= f(Fβ)

を充たす．このことから，もし場の強さ
{
Fα
}
α∈Λ

から大域的な特性類 Λ ∈ Ω2k(M) を復元したければ，た
だ単に

Λx := f(Fα)|x w/ x ∈ Uα

とすれば良いことが分かる．この事実は，例えば特性類を積分する際に非常に有用である．
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2.5.3 主束とベクトル束

定理 2.13は主束に関して示したが，ベクトル束についても全く同じ議論ができる．勝手なベクトル束

V ↪→ E
π−→M

を与えると，それに同伴する主束はフレーム束

GL(V ) ↪→ Fr(E)
$−→M

である．逆に，フレーム束に同伴するベクトル束

V ↪→ Fr(E)×id V
π−→M

は元のベクトル束と束同型である．主束 Fr(E) 上の接続形式 ω ∈ Ω1
(
Fr(E); gl(V )

)
がベクトル束 E 上の接

続 ∇E : Γ(E) −→ Ω1(M ; E) を与えることは定理 2.5で示した．実は逆が言えることも，これまでとほぼ同
じ議論からわかる．
今，ベクトル束 E 上の接続 ∇E : Γ(E) −→ Ω1(M ; E) が与えられたとする．このとき，開集合 U ⊂M 上

の E の局所フレーム e := (e1, . . . , edimV ) に関する接続行列 ωe : X(U) −→ gl(V ) を

∇EXei =: [ωe(X)]jiej

で定義する．そして C∞ 曲線 γ : [0, 1] −→M に沿った平行切断 s ∈ Γ(E) を

∇Eγ̇(t)s|γ(t) = 0 ∀t ∈ [0, 1]

で定義する．γ([0, 1]) ⊂ U とすると s = siei と展開できるので，これは

0 = ∇Eγ̇(t)s

= ∇E(siei)|γ(t)
(
γ̇(t)

)
= dsi |γ(t)

(
γ̇(t)

)
⊗ ei|γ(t) + si

(
γ(t)

)
[ωe(γ̇(t))]

j
iej |γ(t)

=

(
d(si ◦ γ)

dt
+ sj

(
γ(t)

)
[ωe(γ̇(t))]

i
j

)
⊗ ei|γ(t)

⇐⇒ d(si ◦ γ)
dt

+ sj
(
γ(t)

)
[ωe(γ̇(t))]

i
j = 0

を意味し，常微分方程式の解の存在と一意性から sは一意に決まる．γ の Fr(E)への水平持ち上げ γ̃ : [0, 1] −→
Fr(E) を，γ̃(t) =:

(
γ(t),

(
η1 ◦ γ(t), . . . , ηdimV ◦ γ(t)

))
∈ Fr(E)γ(t) で定義した ηi ∈ Γ(E) が平行切断に

なっているものと定義する．そして e ∈ $−1({x}) における水平な接ベクトル v ∈ Te(Fr(E)) を，ある C∞

曲線 γ : [0, 1] −→ M であって γ(0) = x, γ̃(0) = e, ˙̃γ(0) = v を充たすものが存在することと定義するので
ある．
さて，ここでE の開被覆

{
Uα
}
α∈Λ
，局所自明化

{
ϕα : π

−1(Uα) −→ Uα × V
}
α∈Λ

を与える．そして
Fr(E) の局所切断 sα : Uα −→ $−1(Uα) を

sα(x) :=
(
x,
(
ϕ−1
α (x, e1), . . . , ϕ

−1
α (x, edimV )

))
=:
(
x,
(
sα1(x), . . . , sαdimV (x)

))
で定義しよう．【例 2.4.2】で議論した通り，このとき γ([0, 1]) ⊂ Uα だとすると，ある C∞ 曲線 gα : [0, 1] −→
GL(V ) を使って

γ̃(t) =: sα
(
γ(t)

)
J gα(t)
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と書けるので，水平持ち上げの初期条件が γ̃(0) = sα(γ(0)) だとすると補題 2.7から

˙̃γ(0) = Tsα(γ(0))(Rgα(0)) ◦ Tγ(0)sα
(
γ̇(0)

)
+
(
θgα(0)(ġα(0))

)#|γ̃(0)
= Tγ(0)sα

(
γ̇(0)

)
+
(
ġα(0)

)#|γ̃(0)
がわかる．一方で水平切断の条件から

0 = ∇Eγ̇(t)γ̃i(t)

= ∇Eγ̇(t)(sj [gα(t)]
j
i)

= [ġα(t)]
j
isj(γ(t)) + [gα(t)]

j
i∇Eγ̇(t)sj |γ(t)

であるから，t = 0 を代入して

[ġα(0)]
j
isj(γ(0)) = −∇Eγ̇(t)sj |γ(0) = −[ωsα(γ̇(0))]

j
isj(γ(0))

i.e. ġα(0) = −ωsα(γ̇(0)) と求まる．よって

˙̃γ(0) = Tγ(0)sα
(
γ̇(0)

)
−
(
ωsα(γ̇(0))

)#|γ̃(0) (2.5.1)

である．このため，e ∈ $−1({x}) における水平な接ベクトル全体の集合を He と書くと

Te$ : He −→ TxM, ˙̃γ(0) 7−→ γ̇(0)

がベクトル空間の同型写像であることが分かる．よって短完全列

0 −→ KerTe$ −→ TeP
Te$−−−→ TxM −→ 0

は分裂し，

TeP = He ⊕KerTe$

が成り立つ．さらに ∀g ∈ GL(V ) に対して，γ̃(t) J g は明らかに γ(t) の水平持ち上げだから，

d

dt

∣∣∣∣
t=0

γ̃(t) J g = TeRg
(
˙̃γ(0)

)
∈ HeJg

であり，HeJg = TeRg(He)が分かる．以上の議論からベクトル束の接続∇E が主束 Fr(E)の接続 {He}e∈Fr(E)

を与えることが分かった．よって定理 2.4から対応する接続形式 ω ∈ Ω1
(
Fr(E); g

)
が存在し，(2.5.1)より

∇E の接続行列を s∗αω(X) = ωsα(X) の形で再現する．
以上の議論により，特性類はベクトル束 E の接続 ∇E : Γ(E) −→ Ω1(M ; E) とそのフレーム束 Fr(E) の

局所切断 sα : Uα −→ $−1
(
Uα
)
が与えられたときに，Uα 上の曲率行列 Ωsα : X(Uα)× X(Uα) −→ gl(V ) を

R∇E

(X, Y )sαi =: [Ωsα(X, Y ) ]ji sαj

と定義した上で Ωsα ∈ Ω2
(
Uα; gl(V )

)
と見做せば，

Λ := f
(
Ωsα

)
∈ Ω2k(M)

として特性類が得られるのである．このことを踏まえて，特性類 Λ のことをしばしば χ(E) とか χ(R∇E

) な
どと書く．後にホモトピー論的扱いをする際に，特性類をベクトル束に対応づけることが本質的であることが
わかる．

94



2.5.4 不変多項式の代数構造

定理 2.13による主束，もしくはベクトル束上の特性類の構成は，結局のところ与えられた構造群 G に関し
て Ad(G)-不変な多項式を見つける問題に帰着される．
今，K を任意の体としよう．そして集合

Fun(Kn, K) :=
{
f : Kn −→ K

}
の上に +, ·, I を

(f + g)(x1, . . . , xn) := f(x1, . . . , xn) + g(x1, . . . , xn)

(f · g)(x1, . . . , xn) := f(x1, . . . , xn)g(x1, . . . , xn)

(a I f)(x1, . . . , xn) := af(x1, . . . , xn)

と定義することで組
(
Fun(Kn, K), +, · , I

)
を K-結合代数と見做す．このとき，代入写像

ε : K[t1, . . . , tn] −→ Fun(Kn, K), P (t1, . . . , tn) 7−→
(
(x1, . . . , xn) 7−→ P (x1, . . . , xn)

)
は K-結合代数の準同型である．

補題 2.10: 多項式の評価写像

K が無限体ならば ε は単射になる．

証明 Ker ε = 0 を示す．Ker ε ⊃ 0 は自明．∀P ∈ Ker ε をとると P = 0 であることを n に関する数学的帰
納法により示す．n = 1 のとき，P は高々 degP <∞ 個の根を持つが，P ∈ Ker ε より ∀x ∈ K, P (x) = 0

なので degP > 0 だと矛盾．よって P = 0 である．
次に，n−1 まで主張が示されているとする．このとき不定元 tn について項を整理することで，P ∈ Ker ε ⊂

K[t1, . . . , tn] を K[t1, . . . , tn−1][tn] の元と見做すことができる：

P (t1, . . . , tn) =:

degP∑
k=0

Pk(t1, . . . , tn−1)︸ ︷︷ ︸
∈K[t1, ..., tn−1]

(tn)
k

P ∈ Ker ε なので，n = 1 の場合の議論から ∀(x1, . . . , xn−1) ∈ Kn−1 について 1 変数多項式∑degP
k=0 Pk(x1, . . . , xn−1) (tn)

k = 0， i.e. ε
(
Pk(t1, . . . , tn−1)

)
= 0 である．よって帰納法の仮定から

Pk(t1, . . . , tn−1) = 0，i.e. P = 0 が言えた． �
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補題 2.11: 係数体の拡大

K を標数 0 の体とする．
このとき P (t1, . . . , tn) ∈ Z[t1, . . . , tn] ⊂ K[t1, . . . , tn] についてa

ε
(
P (t1, . . . , tn)

)
= 0

ならば，任意の標数 0 の可換環b R についても写像

Rn −→ R, (x1, . . . , xn) 7−→ P (x1, . . . , xn)

はゼロ写像である．

a K の標数が 0 であることから単射になる体の準同型 Z −→ K, k 7−→ k · 1 が誘導する Z-代数の単射準同型
Z[t1, . . . , tn] −→ K[t1, . . . , tn] によって P (t1, . . . , tn) ∈ K[t1, . . . , tn] と見做した．

b 乗法単位元 1 を持つ

証明 K は無限体だから，補題 2.10より Z-係数多項式として P (t1, . . . , tn) = 0 である．ここで単射な環準
同型 Z −→ R, k 7−→ k · 1 が誘導する単射 Z[t1, . . . , tn] −→ R[t1, . . . , tn] によって 0 は 0 に移るので，示
された． �

以降では K を標数 0 の体とする．G = GL(n, K) の場合に Ad(G)-不変多項式を探そう．gl(n, K) =

M(n, K) だから，gl(n, K) 上の多項式とは K-結合代数 K[tij ] ∼= K[t1, . . . , tn2 ] の元のことである．【例
2.4.6】より，GL(n, K) の随伴表現は

Ad: G −→ gl(nK), g 7−→ (X 7−→ gXg−1)

と書ける．

補題 2.12:

• Ad(GL(n, K))-不変多項式 P ∈ K[tij ]

• 単位的 K-結合代数 R

を与える．このとき ∀g ∈ GL(n, K), ∀X ∈ M(n, R, ) に対して

P
(
gXg−1

)
= P (X)

証明 ∀g ∈ GL(n, K) について，不変多項式の定義および補題 2.10から

Pg(t
i
j) := P ([ gtg−1 ]ij)− P (tij) ∈ K[tij ]

はゼロ多項式である．よって単射 K −→ R, x 7−→ x · 1 が誘導する埋め込み K[tij ] ↪→ R[tij ] によって
Pg(t

i
j) ∈ R[tij ] と見做すと Pg(t

i
j) = 0 であり，補題 2.10から

Pg(X) = P (gXg−1)− P (X) = 0 ⇐⇒ P (gXg−1) = P (X)

が従う． �
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ここで，

f(tij , λ) := det
(
λ1n +

[
tij
])
∈ Z[tij , λ]

を考える．λ について項を整理することで r 個の fk(t
i
j) ∈ Z[tij ]

f(tij , λ) =: λ
n + f1(t

i
j)λ

n−1 + · · ·

=

n∑
k=0

fk(t
i
j)λ

n−k

を得る．補題 2.11により f(tij , λ) ∈ K[tij , λ], fk(t
i
j) ∈ K[tij ] と見做してもこの等式は成り立つ．

命題 2.16: fk(tij) は不変多項式

K を標数 0 の体とする．このとき fk(t
i
j) ∈ K[tij ] は Ad(GL(n, K))-不変多項式である．

証明 R = K[tij , λ] の場合に命題 2.12を使うと，∀g ∈ GL(n, K) および ∀X ∈:= M(n, K[tij , λ]) に対して

det
(
gXg−1

)
= det(X)

がわかる．X =
[
λδij + tij

]
の場合を考えれば

f(tij , λ) = det(X) = det
(
gXg−1

)
= c([ gtg−1 ]ij , λ)

がわかり，示された． �

【例 2.5.2】複素の場合

K = C の場合を考える．C は無限体だから，補題 2.10 より C-係数多項式と多項式函数を同一視で
きる．
　 gl(n, C) の部分集合

gl(n, C)diag :=
{
X ∈ gl(n, C)

∣∣ 対角化可能}
を考える．

X ∈ gl(n, C) \ gl(n, C)diag

⇐⇒ fX(λ) := det(λ1n −X)とその微分 f ′X(λ)が共通の根を持つ
⇐⇒ fX , f

′
X ∈ C[λ]の終結式 res(fX , f

′
X) = 0

であるが，写像 ϕ : gl(n, C) −→ C, X 7−→ res(fX , f
′
X) は行列の成分に関する多項式函数なので C∞

関数であり，gl(n, C) \ gl(n, C)diag = ϕ−1({0}) が余次元 1 の部分多様体だと分かった．従って
gl(n, C)diag は gl(n, C) 上稠密である．
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命題 2.17:

n 変数の対称多項式の空間を C[t1, . . . , tn]Sym と書く．このとき，写像

ρ : Inv
(
gl(n, C)

)
−→ C[t1, . . . , tn]Sym

P (tij) 7−→

(λ1, . . . , λn) 7−→ P |gl(n,C)diag


λ1 . . .

λn





は C-結合代数の同型写像である．

証明 P が不変多項式であることから，対称群 Sn の Cn への作用

σ I (λ1, . . . , λn) := (λσ(1), . . . , λσ(n))

について Im ρ は不変である．よって ρ の値域を n 変数の対称多項式の空間 C[t1, . . . , tn]Sym に制限
することができる．∀P ∈ Ker ρ をとる．このとき ∀X ∈ gl(n, C)diag について P (X) = 0 であるが，
gl(n, C)diag が稠密なので，多項式函数 P (X)の連続性から ∀X ∈ gl(n, C)に対して P (X) = 0が言え
る．i.e. ρは単射である．一方，∀λ ∈ Cに関して，k 次の基本対称式 σk ∈ Z[t1, . . . , tn] ⊂ C[t1, . . . , tn]
を使って

ρ
(
f(tij , λ)

)
(λ1, . . . , λn) = det

λ1n +

λ1 . . .
λn




=

n∏
i=1

(λ+ λi)

=

n∑
k=0

σk(λ1, . . . , λn)λ
n−k

と書けるので

ρ
(
fk(t

i
j)
)
= σk

であり，C[t1, . . . , tn]Sym は σ1, . . . , σn によって生成されるので，ρが全射であることが分かった． �

結局，

Inv
(
gl(n, C)

)
= C

[
f1(t

i
j), . . . , fn(t

i
j)
]

が分かった．全く同様の議論により

Inv
(
u(n, C)

)
= C

[
f1(t

i
j), . . . , fn(t

i
j)
]

もわかる．
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【例 2.5.3】実の場合

K = R の場合を考える．R は無限体だから，補題 2.10 より R-係数多項式と多項式函数を同一視で
きる．

補題 2.13:

k 次多項式 f : gl(n, R) −→ R は Ad
(
GL(n, R)

)
-不変ならば Ad

(
GL(n, C)

)
-不変である．

証明 ∀A ∈ GL(n, C) を 1つ固定する．Cramerの公式より，A の余因子行列を Ã と書くと A−1 =

Ã/ detA が成り立つ．f は k 次多項式なので

f(AXA−1) = f(AXÃ)/(detA)k ⇐⇒ f(AXÃ) = (detA)kf(AXA−1)

が分かった．ここで，多項式

q(A, X) := f(AXÃ)− (detA)kf(X)

を考える．仮定より GL(n, R)×Rn2 上で q(A, X) = 0 であるが，多項式函数 q : Rn2×Rn2 −→ R は
連続関数である．さらに Rn2 \GL(n, R) = det({0})は Rn2 の余次元 1の部分多様体だから GL(n, R)
は Rn2 上稠密であり，Rn2 ×Rn2 上で q(A, X) = 0 が言える．q(A, X) は Cn2 ×Cn2 上の多項式函
数と見做すと正則関数なので，一致の定理から Cn2 × Cn2 上でも q(A, X) = 0 が言える． �

命題 2.18:

n 変数の対称多項式の空間を R[t1, . . . , tn]Sym と書く．このとき，写像

ρR : Inv
(
gl(n, R)

)
−→ R[t1, . . . , tn]Sym

P (tij) 7−→

(λ1, . . . , λn) 7−→ P |gl(n,R)diag


λ1 . . .

λn





は R-結合代数の同型写像である．

証明 補題 2.13より，可換図式

Inv
(
gl(n, C)

)
C[t1, . . . , tn]Sym

Inv
(
gl(n, R)

)
R[t1, . . . , tn]Sym

ρ

ρR

が成り立つ．よって ρR は単射．全射性は命題 2.17と全く同様の議論から従う． �

結局，

Inv
(
gl(n, R)

)
= R

[
f1(t

i
j), . . . , fn(t

i
j)
]

が分かった．
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【例 2.5.4】直交群の場合

次に，K = R, G = O(n) の場合を考える．

補題 2.14:

∀X ∈ o(n) に対して

f2k+1(X) = 0

証明 X ∈ o(n) だから X = −XT が成り立つ．よって

f(X, λ) =

n∑
k=0

(−1)kfk(X)λn−k

= det(λ1n +X)

= det
(
λ1n +XT

)
= det(λ1n −X)

=

n∑
k=0

(−1)kfk(X)λn−k

であり，示された． �

以下では pk := f2k とおく．

命題 2.19:

Inv
(
o(n)

) ∼= R
[
p1(t

i
j), . . . , pbn/2c(t

i
j)
]

証明 自然な埋め込み ρ : R
[
p1(t

i
j), . . . , pbn/2c(t

i
j)
]
↪→ Inv

(
o(n)

)
が全単射であることを示す．

�

以下しばらくの間，命題 2.17, 2.18を使って色々な特性類を定義していく．

Chern類
Chern類の構成は，命題 2.17による．

定義 2.25: Chern類

• 階数 n の複素ベクトル束 V ↪→ E
π−→M

• E の接続 ∇E : Γ(E) −→ Ω1(M ; E)

を与える．
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(1) 全 Chern形式とは，

c(R∇E

) := det

(
idE +

i

2π
R∇E

)
∈ Ω•(M)⊗R C

のこと．第 k-Chern形式 (k-th Chern form) とは，

ck(R
∇E

) := fk

(
i

2π
R∇E

)
∈ Ω2k(M)⊗R C

のこと．
(2) 全 Chern類 (total Chern class) とは，

c(E) :=
[
c(R∇E

)
]
∈ H•

dR(M ; C)

のこと．第 k-Chern類 (k-th Chern class) とは，

ck(E) :=
[
ck(R

∇E

)
]
∈ H2k

dR(M ; C)

のこと．

Pontrjagin類
Euler類

2.5.5 特性類のホモトピー論的扱い
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第 3章

位相的場の理論

この章で登場する多様体は特に断らない限り常に C∞ 多様体である．また，体 K と言ったら K = R, C, H
のいずれかを指すことにしよう．

3.1 モノイダル圏

まず手始めに，モノイダル圏とストリング図式の準備をする．特に，コボルディズム圏と有限次元 Hilbert
空間の圏が rigidな対称モノイダル圏であることの直感的な説明をする．

3.1.1 モノイダル圏の定義

定義 3.1: モノイダル圏

モノイダル圏 (monidal category) は，以下の 5つのデータからなる：

• 圏 C
• テンソル積 (tensor product) と呼ばれる関手 ⊗ : C × C −→ C
• 単位対象 (unit object) I ∈ Ob(C)
• associatorと呼ばれる自然同値{

aX,Y, Z : (X ⊗ Y )⊗ Z
∼=−→ X ⊗ (Y ⊗ Z)

}
X,Y, Z∈Ob(C)

• left/right unitorsと呼ばれる自然同値{
lX : I ⊗X

∼=−→ X
}
X∈Ob(X )

,{
rX : X ⊗ I

∼=−→ X
}
X∈Ob(X )

これらは ∀X, Y, Z, W ∈ Ob(C) について以下の 2つの図式を可換にする：

(triangle diagram) 　
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(X ⊗ I)⊗ Y X ⊗ (I ⊗ Y )

X ⊗ Y

aX, I, Y

rX⊗1Y 1X⊗lY

(pentagon diagram) 　

((W ⊗X)⊗ Y )⊗ Z

(W ⊗ (X ⊗ Y ))⊗ Z

(W ⊗X)⊗ (Y ⊗ Z)

W ⊗ ((X ⊗ Y )⊗ Z)

W ⊗ (X ⊗ (Y ⊗ Z))

aW⊗X, Y, Z

aW,X, Y ⊗1Z

aW,X⊗Y, Z

aW,X, Y ⊗Z

1Z⊗aX, Y, Z

定義 3.1 は，ストリング図式 (string diagram) で理解すると分かりやすい．モノイダル圏の射 f : X −→
Y, f ′ : X ′ −→ Y ′ があったら，そのテンソル積 f ⊗ f ′ : X ⊗X ′ −→ Y ⊗ Y ′ はストリング図式上では次のよ
うになる*1．

f ⊗ f ′

X ⊗X ′

Y ⊗ Y ′

=: f f ′

X X ′

Y Y ′

また，単位対象 I ∈ Ob(C) は空白として表す．従って例えば射 f : I −→ X は次のようになる：

f

X

I

=: f

X

*1 このように，ストリング図式におけるテンソル積とはただ図式を横に並べることであるから，(triangle diagram), (pentagon
diagram) などが自明な等式であるように見えてしまうという欠点がある．
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【例 3.1.1】コボルディズム圏

厳密な構成aは後回しにして，コボルディズム圏 (cobordism category) を直感的に導入しよう．圏b

Bord〈D,D+1〉 は，

• D 次元多様体を対象
• D + 1 次元のコボルディズム (cobordism) を射

とするような圏のことを言う．D + 1 次元のコボルディズムM : X −→ Y と言うのは，D + 1 次元
多様体M であって，∂M = X q Y となっているようなもの（の微分同相類）のことである．D = 2

の場合に直感的にc図示すると次のようになる：

M
X

Y

:= M

X

Y

射M : X −→ Y, N : Y −→ Z の合成 N ◦M : X −→ Y −→ Z とは，Y に沿った貼り合わせ多様体
M∪Y N である：

◦

M

N

X

Y

Y

Z

:= N ◦M

X

Z

圏 Bord〈D,D+1〉 は，disjoint unionに関してモノイダル圏になる：

X ⊗ Y := X Y ,

I := ∅

a 例えば，(B, f)-structureの定義から始めるコボルディズムの統一的な扱いは [Koc96, CHAPTER 1]などを参照．
b 記号は [FH21]に合わせた．ボルディズム圏 (bordism category) と呼ぶこともある．
c この図だとM の「側面」がM の境界になってしまっていて正確ではない．
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【例 3.1.2】有限次元Hilbert空間の圏

有限次元 K-Hilbert空間の圏 Hilb とは，

• 有限次元 K-Hilbert空間を対象
• 線型写像を射
• 写像の合成を射の合成

に持つような圏のことを言う．Hilb はベクトル空間のテンソル積 V1 ⊗ V2 の上に内積を

〈v1 ⊗ v2, w1 ⊗ w2〉 := 〈v1, w1〉1〈v2, w2〉2

と定義することでモノイダル圏になる．

3.1.2 組紐付きモノイダル圏

定義 3.2: 組紐付きモノイダル圏

組紐付きモノイダル圏 (braided monoidal category) とは，以下の 2つからなる：

• モノイダル圏 C
• 組紐 (braiding) と呼ばれる自然同型{

bX,Y : X ⊗ Y
∼=−→ Y ⊗X

}
X,Y ∈Ob(C)

これらは ∀X, Y, Z ∈ Ob(C) について以下の図式を可換にする：

(hexagon diagrams) 　

X ⊗ (Y ⊗ Z) (X ⊗ Y )⊗ Z (Y ⊗X)⊗ Z

(Y ⊗ Z)⊗X Y ⊗ (Z ⊗X) Y ⊗ (X ⊗ Z)

a−1
X, Y, Z

bX, Y ⊗Z

bX, Y ⊗1Z

aY,X, Z

a−1
Y, Z,X

1X⊗bX,Z

(X ⊗ Y )⊗ Z X ⊗ (Y ⊗ Z) X ⊗ (Z ⊗ Y )

Z ⊗ (X ⊗ Y ) (Z ⊗X)⊗ Y (X ⊗ Z)⊗ Y

aX, Y, Z

bX⊗Y, Z

1X⊗bY, Z

a−1
X,Z, Y

aZ,X, Y bX,Z⊗1Y

組紐付きモノイダル圏 C であって，C の組紐が bX,Y = b−1
Y,X を充たすもののことを対称モノイダル

圏 (symmetric monoidal category) と呼ぶ．
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ストリング図式で組紐を書く場合は次のようにする：

bX,Y =:
X Y

b−1
X,Y =:

X Y

このとき (hexagon diagrams)はとてもわかりやすくなる*2：

X Y Z

Y Z X

=

X Y Z

Y Z X

X Y Z

Z X Y

=

X Y Z

Z X Y

対称モノイダル圏の条件も一目瞭然である：

=

【例 3.1.3】Bord〈D,D+1〉 の組紐

CobD+1 の組紐 bX,Y : X ⊗ Y −→ Y ⊗X は，多様体 (X × [0, 1])q (Y × [0, 1]) と微分同相である

*2 associatorを明示した．
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ような D + 1 次元多様体のことを言う：

bX,Y :=

X

X

Y

Y

図から，Bord〈D,D+1〉 は対称モノイダル圏である．

【例 3.1.4】Hilb の組紐

Hilb の組紐は

bX,Y : X ⊗ Y −→ Y ⊗X,
x⊗ y 7−→ y ⊗ x

である．これがベクトル空間の同型写像であることが示される．明らかに bX,Y = b−1
Y,X なので Hilb

は対称モノイダル圏である．

3.1.3 閉圏・rigidなモノイダル圏・ダガー圏

圏 C を与える．Hom 関手 (Hom functor) とは，関手

Hom: Cop × C −→ Sets

であって

(X, Y ) 7−→ HomC (X, Y )(
(f, g) : (X ′, Y ) −→ (X, Y ′)

)
7−→

(
HomC (X, Y ) −→ HomC (X

′, Y ′), h 7−→ g ◦ h ◦ f
)

なる対応を与えるもののこと．

定義 3.3: 閉圏

モノイダル圏 C を与える．

• C が左に閉じている (left closed) とは，internal hom functorと呼ばれる関手

( : Cop × C −→ Sets

と，curryingと呼ばれる自然同型{
cX,Y, Z : Hom (X ⊗ Y, Z)

∼=−→ Hom (X, Y ( Z)
}
X,Y, Z∈Ob(C)
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の 2つが存在することを言う．
• C が右に閉じている (right closed)とは，internal hom functorと呼ばれる関手と，currying
と呼ばれる自然同型{

cX,Y, Z : Hom (X ⊗ Y, Z)
∼=−→ Hom (Y, X ( Z)

}
X,Y, Z∈Ob(C)

の 2つが存在することを言う．

定義 3.4: 双対

モノイダル圏 (C, ⊗, I, a, l, r) およびその任意の対象 X, X∗ ∈ Ob(C) を与える．X∗ が X の左双対
(left dual) であるとは，

• coevaluationと呼ばれる射

coevLX : I −→ X ⊗X∗

• evaluationと呼ばれる射

evLX : X∗ ⊗X −→ I

が存在して以下の図式を可換にすることを言う：

(zig-zag equations) 　

I ⊗X (X ⊗X∗)⊗X

X ⊗ (X∗ ⊗X)

X X ⊗ I

rX

coevL
X⊗IdX

aX,X∗, X

IdX⊗evL
X

rX

X∗ ⊗ I X∗ ⊗ (X ⊗X∗)

(X∗ ⊗X)⊗X∗

X∗ I ⊗X∗

lX∗

IdX∗⊗coevL
X

a−1
X∗, X,X∗

evL
X⊗IdX∗

lX∗
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モノイダル圏 (C, ⊗, I, a, l, r) およびその任意の対象 X, ∗X ∈ Ob(C) を与える．∗X が X の右双対
(right dual) であるとは，

• 射

coevRX : I −→ ∗X ⊗X

• 射

evRX : X ⊗ ∗X −→ I

が存在して以下の図式を可換にすることを言う：

(zig-zag equations) 　

X ⊗ I X ⊗ (∗X ⊗X)

(X ⊗ ∗X)⊗X

X I ⊗X

lX

IdX⊗coevR
X

a−1
X, ∗X,X

evR
X⊗IdX

lX

I ⊗ ∗X (∗X ⊗X)⊗ ∗X

∗X ⊗ (X ⊗ ∗X)

∗X ∗X ⊗ I

lX∗

coevR
X⊗Id∗X

a−1
∗X,X, ∗X

Id∗X⊗evR
X

rX∗

双対は，単に矢印を逆にすることで表現する：

coevLX =: evLX =: coevRX =: evRX =:

coevL, evL に対する (zig-zag equations)は次のようになり，本当にジグザグしている：

=
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=

coevR, evR に対する (zig-zag equations)は

=

=

である．

定義 3.5: rigidなモノイダル圏

モノイダル圏 C は，∀X ∈ Ob(C) が左・右双対を持つとき rigidであると言われる．

【例 3.1.5】BordSO
〈D,D+1〉 の unitと counit

BordSO
〈D,D+1〉 と書いて，向き付け可能な多様体が成すコボルディズム圏を表すことにするa．この

とき，X ∈ Ob(BordSO
〈D,D+1〉) の双対とは，向き付けを逆にした D 次元多様体 −X のことである．

unit, counitはそれぞれ U字管とそれを逆さにしたもののような見た目をしている：

evLX :=

−X X

, coevLX :=

X −X

internal hom functorを X ( Y := X∗ ⊗ Y とすれば，図から BordSO
〈2, 3〉 が閉圏であることを直接

確認できる．

a 一般に，Bord〈D,D+1〉 の右肩には注目する接構造 (tangential structure) を指定する記号を書く．
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【例 3.1.6】Hilb の unitと counit

Hilb において I = C である．従って，X ∈ Ob(Hilb) の双対とは双対ベクトル空間 HomC (X, C)
のことである．ブラ空間のことだと言っても良い．特に，自然な同型 X∗ ⊗ Y ∼= HomC (X, Y ) を使
うと X の unitは

coevLX : I −→ X∗ ⊗X,
c 7−→ c idX

で，counitは

evLX : X ⊗X∗ −→ I,

x⊗ f 7−→ f(x)

であることがわかる．internal hom functorを X ( Y := X∗ ⊗ Y ∼= HomC (X, Y ) とすれば Hilb

が閉圏であることを直接確認できる．

実は，rigidなモノイダル圏は自動的に閉圏になる．これは

X ( Y := X∗ ⊗ Y

として internal hom functorを定義することで確認できる．

定義 3.6: ダガー圏

圏 C がダガー圏 (dagger category) であるとは，関手

† : C −→ Cop

が存在して以下を充たすことを言う：

(1) ∀X ∈ Ob(C) に対して X† = X を充たす．
(2) C の任意の射 f : X −→ Y に対して (f†)† = f を充たす．

【例 3.1.7】BordSO
〈D,D+1〉 の dagger

BordSO
〈D,D+1〉 におけるM : X −→ Y のダガーは，上下を逆にしてからM の連結成分毎に向きを

逆にすることで得られる．

【例 3.1.8】Hilb の dagger

Hilb における f : X −→ Y のダガーは，∀φ ∈ X, ∀ψ ∈ Y に対して

〈f†(ψ), φ〉 := 〈ψ, f(φ)〉

とすることで定義される．
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3.1.4 モノイダル関手

モノイダル関手とは，ざっくり言うとモノイダル圏の構造を保存するような関手のことである：

定義 3.7: モノイダル関手

2つのモノイダル圏 C, D の間の関手

F : C −→ D

が lax monoidal functorであるとは，

• 射

ε : ID −→ F (IC)

• 自然変換 {
µX,Y : F (X)⊗D F (Y ) −→ F (X ⊗C Y )

}
X,Y ∈Ob(C)

があって，∀X, Y, Z ∈ Ob(C) に対して以下の図式が可換になること：

(associatibity) 　

(F (X)⊗D F (Y ))⊗D F (Z) F (X)⊗D (F (Y )⊗D F (Z))

F (X ⊗C Y )⊗D F (Z) F (X)⊗D F (Y ⊗C Z)

F ((X ⊗C Y )⊗C Z) F (X ⊗C (Y ⊗C Z))

µX, Y ⊗1F (Z)

aDF (X), F (Y ), F (Z)

1F (X)⊗µY, Z

µX⊗CY, Z µX, Y ⊗CZ

F (aCX, Y, Z)

(unitality) 　

ID ⊗D F (X) F (IC)⊗D F (X)

F (X) F (IC ⊗C X)

lDF (X)

ε⊗1F (X)

µIC , X

F (lCX)

F (X)⊗D ID F (X)⊗D F (IC)

F (X) F (X ⊗C IC)

rDF (X)

1F (X)⊗ε

µX, IC

F (rCX)
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• lax monoidal functor F の ε と µX,Y が全て同型射ならば，F は strong monoidal functor
と呼ばれる．

• lax monoidal functor F の ε と µX,Y が全て恒等射ならば，F は strict monoidal functor
と呼ばれる．

3.2 TQFTの定義

位相的場の理論 (Topological Quantum Field Theory; TQFT) の枠組みをトップダウンに導入する．

3.2.1 Atiyahの公理系

まず，全ての出発点として Atiyahの公理系 [Ati88]というものがある：

公理 3.1: Atiyahの公理系（若干簡略版）

体 K 上のa，D 次元の位相的場の理論 (Topological Quantum Field Theory; TQFT) とは，以下の
2つのデータからなる：

(1) 向き付けられた (oriented) D 次元の閉多様体 (closed manifold) Σ に対応づけられた有限次元
K-ベクトル空間 V (Σ)

(2) 向き付けられた D + 1 次元の境界付き多様体 M に対応づけられたベクトル Z(M) ∈ V (∂M)

これらのデータは以下の条件を充たす：

(TQFT-1) 　
Z は向きを保つ微分同相写像について関手的 (functorial) に振る舞う．

(TQFT-2) 　
Z は対合的 (involutory) である．

(TQFT-3) 　
Z はモノイダル的 (multiplicativeb) である．

a 原論文 [Ati88]では環としていて，ベクトル空間の代わりに環上の有限生成加群を扱っている．今回は Hilbert空間しか
考えないので体 K としておいた．

b 「乗法的」というと語弊がありそうなのでモノイダル的と言った．

[Ati88]に倣って公理の意味を精査していく．

(TQFT-1) 　
この公理は 2つの要請を持つ：

(1) D 次元閉多様体 Σ, Σ′, Σ′′ の間の向きを保つ微分同相写像 f : Σ −→ Σ′, g : Σ′ −→ Σ′′ に対して，
V (f) : V (Σ) −→ V (Σ′) はベクトル空間の同型写像で，V (g ◦ f) = V (g) ◦ V (f) が成り立つ．
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(2) 向きを保つ微分同相写像 f : Σ −→ Σ′ が，D+1次元多様体M, M ′ であって Σ = ∂M, Σ′ = ∂M ′

を充たすものの上に f : M −→M ′ と拡張される場合に V (f)
(
Z(M)

)
= Z(M ′) を充たす．

(TQFT-2) 　
Σ の向きを逆にして得られる D 次元閉多様体を Σ∗ と書く*3とき，V (Σ∗) = V (Σ)∗ を充たす*4．

(TQFT-3) 　
この公理は 5つの要請を持つ：

(1) D 次元閉多様体 Σ1, Σ2 に対して

V (Σ1 q Σ2) = V (Σ1)⊗ V (Σ2)

が成り立つこと．
(2) D+1 次元多様体 M, M1, M2 に対して ∂M1 = Σ1 qΣ3, ∂M2 = Σ2 qΣ∗

3, M =M1 ∪Σ3
M2 が

成り立つならば，

Z(M) = 〈Z(M1)|Z(M2)〉

ただし，

〈 | 〉 : V (∂M1)⊗ V (∂M2) = V (Σ1)⊗ V (Σ3)⊗ V (Σ3)
∗ ⊗ V (Σ2) −→ V (∂M) = V (Σ1)⊗ V (Σ2),

|ψ1〉 ⊗ |ψ3〉 ⊗ 〈ϕ3| ⊗ |ψ2〉 7−→ 〈ϕ3|ψ3〉 |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉

である．
(3) (2) において Σ3 = ∅ ならば，

Z(M) = Z(M1)⊗ Z(M2)

(4) (1) から*5，

V (∅) = K

(5) (3) から*6，

Z(∅) = 1

今や別の同値な定義ができる．D + 1 次元多様体 M の境界 ∂M を

∂M = Σ∗
1 q Σ2

と分解すると*7，(TQFT-3)-(1) より Z(M) ∈ V (∂M) = Z(Σ1)
∗ ⊗ Z(Σ2) ∼= HomK

(
Z(Σ1), Z(Σ2)

)
が言

えるので，Z(M) を線型写像 Z(M) : V (Σ1) −→ V (Σ2) と同一視できるのである．(TQFT-1) もあわせる
と，結局これまで V, Z と書いていたものは strong monoidal functor

Z : Bord〈D,D+1〉 −→ VecK

*3 【例 3.1.5】の意味で，圏 CobD+1 における Σ ∈ Ob(CobD+1) の双対となっている．
*4 V (Σ) が有限次元なので，V (Σ)∗ はブラ空間と見做せる．
*5 CobD+1 の単位対象は ∅ なので ∅ = ∅ q ∅．よって (1) から V (∅) = V (∅)⊗ V (∅)．これを充たすのは V (∅) = 0, K（モノイ
ダル圏 VecK の単位対象は K である）のどちらかしかないので，非自明な方を採用する．

*6 ∅ = ∅ q ∅ なので (3) から Z(∅) = Z(∅)⊗Z(∅)．これを充たす V (∅) = K の元は 0, 1 しかないので，非自明な方を採用する．
*7 どちらか一方が ∅ になっても良い
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の 1つに集約することができる．

定義 3.8: TQFTの定義

D 次元の位相的場の理論 (Topological Quantum Field Theory; TQFT) とは，コボルディズム圏か
らある対称モノイダル圏 D への strict monoidal functora

Z : Bord〈D,D+1〉 −→ D

のこと．

a strong monoidal functorとする場合もある（例えば https://ncatlab.org/nlab/show/cobordism）ようだが，原
論文 [Ati88]では strict monoidal functorになっていた．

興味があるのは D = VecK, Hilb の場合なので，以下では TQFTと言ったら strict monoidal functor

Z : Bord〈D,D+1〉 −→ VecK, Hilb

を指すことにしよう．

3.3 連続な高次対称性

エニオンのフュージョン則を議論する前に少し寄り道をして，[日高 22], [GKSW15] に倣って高次対
称性 (higher form symmetry) の話をする．この節では自然単位系を使う．時空を表す D + 1 次元多様
体を M と書き，M のチャートの座標関数を (x0, x1, . . . , xD) =: (t, x) と書く．特に D 次元多様体
Σ を使って M = Σ × R または Σ × S1 と書ける場合は x0 =: t で R または S1 成分のチャー
ト（時間）を表すことにし，Σ のことを時間一定面と呼ぶ．M として Minkowski 時空を考える場合，
Minkowski計量としては [ηµν ] := (−1, +1, . . . , +1) を用いる．Minkowski計量でない一般の計量テンソル
は g := gµν dx

µ ⊗ dxν ∈ Γ(T ∗M⊗ T ∗M) と表記し，共役計量テンソルを gµν∂µ ⊗ ∂ν ∈ Γ(TM⊗ TM) と
表記する．
M に計量 gµν が与えられたとき，音楽同型 (musical isomorphism) を

[ : X(M) −→ Ω1(M), Xµ∂µ 7−→ gµνX
ν dxµ ,

] : Ω1(M) −→ X(M), ωµ dx
µ 7−→ gµνων∂µ

で定義する．Hodge starは

? : Ωp(M) −→ ΩD+1−p,

dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp 7−→ 1

(D + 1− p)!
gµ1ν1 · · · gµpνpεν1···νpµp+1···µD+1

dxµp+1 ∧ · · · ∧ dxµD+1

を線型に拡張することで定義される．特に不変体積要素を

dD+1x := ?1 =
√
|g|dx1 ∧ · · · ∧ dxD+1

と定義する．
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M の p 次元部分多様体*8 N (p) ⊂M 上で p-形式 ω ∈ Ωp(M) を積分する場合，包含写像 ι : N (p) ↪→M
による引き戻し ι∗ : Ωp(M) −→ Ωp(N (p)) を用いて∫

N
ω :=

∫
N (p)

ι∗ω

と定義する．このとき，Poincaré双対を考えることで∫
N
ω =

∫
M
ω ∧ δ(N (p))

を充たす δ(N (p)) ∈ ΩD+1−p(M)（デルタ関数 p-形式と呼ぶ）の存在がわかる*9．さて，N (p) = ∂M(p+1)

の場合を考える．∀ω ∈ Ωp(M) に対して Stokesの定理から∫
M
ω ∧ δ(∂M(p+1)) =

∫
∂M(p+1)

ω =

∫
M(p+1)

dω =

∫
M

dω ∧ δ(M(p+1))

=

∫
M

d
(
ω ∧ δ(M(p+1))

)
+ (−1)p+1

∫
M
ω ∧ d

(
δ(M(p+1))

)
= (−1)p+1

∫
M
ω ∧ d

(
δ(M(p+1))

)
がわかるので，

dδ(M(p+1)) = (−1)p+1δ(∂M(p+1))

が成り立つ．p 次元部分多様体M(p) と D + 1− p 次元部分多様体M(D+1−p) に対して，これらの向きを考
慮した交点数を

I(M(p),M(D+1−p)) :=

∫
M
δ(M(p)) ∧ δ(M(D+1−p))

で定義する．C(p−1) = ∂M(p) を充たす C(p−1) とM(D+1−p) の絡み数は

Link(C(p−1),M(p)) := I(M(p),M(D+1−p))

と定義される．

3.3.1 通常の対称性

N 成分の場*10 ϕ :M−→ KN , x 7−→
(
ϕi(x)

)
1≤i≤N は，あるベクトル束 KN ↪→ E

π−→M の切断と理解
する．場の変換性はベクトル束の変換関数に由来する．
局所的な場のラグランジアン密度 L

(
ϕa(x), ∂µϕa(x)

)
を持つ古典系を考える．この系の作用は

S[ϕ] :=

∫
M

dD+1xL
(
ϕa(x), ∂µϕa(x)

)
と書かれる．場に関する作用の変分とは，勝手な「微小」切断 δψ ∈ Γ(E) による場の微小変換

Tδϕ : Γ(E) −→ Γ(E), ϕ 7−→ ϕ+ δψ

*8 コンパクトな埋め込まれた C∞ 多様体と仮定する．
*9 厳密な扱いは [Nic22, p.270]を参照．ここでは雑に扱う．
*10 場 ϕ の成分を表す添字として a, b, c, . . . を使う．
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を用いて

δδψS[ϕ] := S[Tδψ(ϕ)]− S[ϕ]

と定義される．顕には Stokesの定理を使って

δδψS[ϕ] =

∫
M

dD+1x

(
∂L

∂ϕa(x)
δψa(x) +

∂L
∂
(
∂µϕa(x)

)∂µ(δψa(x))) (3.3.1)

=

∫
∂M

?[

(
∂L

∂
(
∂µϕa(x)

)δψa(x))+

∫
M

dD+1x

(
∂L

∂ϕa(x)
− ∂µ

(
∂L

∂
(
∂µϕa(x)

))) δψa(x)
と書けるが，境界条件 ∂M = ∅ または δψ|∂M = 0 を要請して第 1項を落とすのが普通である．
最小作用の原理とは，古典論で実現される場の配位（このような場の配位は on shell であると呼ばれる）

ϕon shell ∈ Γ(E) に対して，

∀δψ, δδψS[ϕon shell] = 0 (3.3.2)

を要請するものである．(3.3.1)から，on shellな場 ϕon shell ∈ Γ(E)が充たすべき方程式としてEuler-Lagrange
方程式

1 ≤ ∀i ≤ N, ∀x ∈M,

[
∂L

∂ϕa(x)
− ∂µ

(
∂L

∂
(
∂µϕa(x)

)) ∣∣∣∣∣
ϕon shell(x), ∂µϕon shell(x)

= 0 (3.3.3)

が得られるのだった．煩雑なので以後 L の引数は適宜省略する．
対称性変換とは，場の間の変換

T : Γ(E) −→ Γ(E)

であって作用を不変にするもののことである．つまり，最小作用の原理 (3.3.2)とは異なり ϕ ではなく T が

∀ϕ ∈ Γ(E), δT S[ϕ] = 0 (3.3.4)

によって定義される．ここに δT S[ϕ] := S[T (ϕ)]−S[ϕ]とおいた．定義 (3.3.4)は off shellな場も考慮している
ことに注意すべきである．特に対称性変換 T が大域的な微小パラメータ ε および ∂0ϕ に陽に依存しない*11

h ∈ Γ(E) を用いて T (ϕ) = Tεh(ϕ) と書かれる場合を考えよう．

0 = δT S[ϕ] =

∫
M

dD+1x

(
∂L

∂ϕa(x)
εha(x) +

∂L
∂
(
∂µϕa(x)

)∂µ(εha(x)))

= ε

∫
M

dD+1x

(
∂L

∂ϕa(x)
− ∂µ

(
∂L

∂
(
∂µϕa(x)

)))ha(x)
+ ε

∫
M

dD+1x

(
∂µ

(
∂L

∂
(
∂µϕa(x)

))ha(x) + ∂L
∂
(
∂µϕa(x)

)∂µ(ha(x)))

= ε

∫
M

dD+1x

(
∂L

∂ϕa(x)
− ∂µ

(
∂L

∂
(
∂µϕa(x)

)))ha(x)
*11 この仮定は (3.3.7)の導出で使うだけ（実はもっと条件を弱めることもできる）なので，Noetherの定理の導出には必要ない．
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+ ε

∫
M

dD+1x ∂µ

(
∂L

∂
(
∂µϕa(x)

)ha(x))

が成り立つ．i.e. Noetherカレントを D + 1 個の Xµ|∂M = 0 を充たす C∞ 関数 Xµ を用いて

jµ(x) :=
∂L

∂
(
∂µϕa(x)

)ha(x)−Xµ(x) (3.3.5)

で定義すると，これが on shellとは限らない任意の ϕ ∈ Γ(E) に対して

∂µj
µ(x) = −

[
∂L

∂ϕa(x)
− ∂µ

(
∂L

∂
(
∂µϕa(x)

)) ∣∣∣∣∣
ϕ(x), ∂µϕ(x)

ha(x)

を充たすことが分かった．特にon shellな任意の ϕon shell ∈ Γ(E) に対しては (3.3.3)からカレント (3.3.5)の
保存則

∂µj
µ(x) = 0 (3.3.6)

が成り立つ．このように，対称性変換が存在するとそれに対応してon shellな保存則 (3.3.6)を充たすカレン
トが存在する（Noetherの定理）．
ここで，M = Σ× R と書ける場合を考える．このときNoetherチャージを

Q(t) :=

∫
Σ

dDx j0(t, x)

と定義すると，保存則 (3.3.6)から ∂Σ = ∅ または jµ|∂Σ = 0 を要請すれば

dQ(t)

dt
= −

∫
Σ

dDx ∂ij
i(t, x) = 0

となって時間に依存しないことがわかる．さらに，πb(x) := ∂L
∂(∂0ϕb(x))

とおくと

Q =

∫
Σ

dDx
(
πa(x)ha(x)−Xµ(x)

)
であるから，Poisson括弧が

{
ϕa(x), Q

}
P
=

∫
M

dD+1y

(
∂ϕa(x)

∂ϕb(y)

∂Q

∂πb(y)
− ∂ϕa(x)

∂πb(y)

∂Q

∂ϕb(y)

)
=

∫
M

dD+1y

(
δbaδ

D+1(x− y)
∫
Σ

dDz δcbδ
D(z − y)hc(z)− 0

)
= ha(x)

と求まる．つまり，Q は対称性変換 Tεh の無限小生成子*12である．従って，正準量子化を行うと[
−iQ̂, ϕ̂a(x)

]
= ha(x) (3.3.7)

となる．

*12 Hamiltonフローの意味である
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【例 3.3.1】D + 1 次元自由フェルミオン系

時空M をMinkowski時空，場をスピン束 C4 ↪→ S
π−→M の切断 ψ ∈ Γ(S) とする（Dirac場）．作

用はガンマ行列 γµ，Dirac共役 ψ := iψ†γ0 を用いて

S[ψ] = −
∫
M

dD+1xψ(x)(γµ∂µ +m)ψ(x)

と書かれる．Euler-Lagrange方程式 (3.3.3)は，ψ, ψ に関する変分によってそれぞれ

(γµ∂µ +m)ψ = 0,

∂µψγ
µ −mψ = 0

となる．この系の対称性変換は，例えば eiθ ∈ U(1) による

T : Γ(S) −→ Γ(S), ψ 7−→ eiθψ

がある．T を生成する無限小変換は eiθ の Taylor 展開より Tiθψ : ψ 7−→ ψ + iθψ である．つまり，
先ほどの議論で登場した h ∈ Γ(S) は今回の場合 iψ に相当する．よって対称性変換 T に対応する
Noetherカレント (3.3.5)は

jµ(x) =
∂L
∂∂µψ

iψ = −iψγµψ (3.3.8)

と求まる．M = RD × R であるから，Noetherチャージは

Q = −i
∫
RD

dDxψ(x)γ0ψ(x)

であり，正準量子化すると (3.3.7)より [
iQ̂, ψ̂(x)

]
= −iψ̂(x)

が成り立つ．ここから有限変換 T に戻すには，指数写像を用いれば良い．こうして

exp
(
iθQ̂
)
ψ̂(x) exp

(
−iθQ̂

)
= e−iθψ̂(x) (3.3.9)

だと分かった．ここで [GKSW15, p.6]に倣って g := eiθ, Rg := e−iθ, Ûg(RD) := exp
(
iθQ̂
)
とおく．

• Ug(RD) をM の D 次元部分多様体 RD に付随する対称性演算子
• ψ̂ を荷電物体 (charged object)

と呼ぼう．∀g, g′ ∈ U(1) に対して，対称性演算子は群のように振る舞う：

Ûg(RD)Ûg′(RD) = Ûgg′(RD)

時間一定面を RD ⊂ M にとったのは，正準量子化により (3.3.7)を導くためであった．しかるに，時間一
定面を任意の D 次元部分多様体M(D) ⊂M にとれるのではないかと期待される．積分領域が複雑になるの
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で微分形式を使うと見通しが良い．

?j := ?[(jµ∂µ)

とおこう．このとき

d ? j = ∂µj
µ dD+1x (3.3.10)

が成り立つので，Noetherカレントの保存則 (3.3.6)は単に d ? j = 0 と書ける．Noetherチャージは

Q =

∫
M(D)

?j =

∫
M
?j ∧ δ(M(D))

である．M(D) −→M(D) + δM(D) w/ δM(D) = ∂X(D+1) なる時間一定面の変形を考えると，Q の変化は
保存則から

δQ =

∫
δM(D)

?j =

∫
X(D)

d ? j = 0

だと分かった．i.e.

Ûeiθ (M(D)) = Ûeiθ (M(D) + δM(D))

である．この意味で対称性演算子はトポロジカル演算子とも呼ばれる．しかし，M 上に荷電物体が存在して
いるときは (3.3.9)に注意しなくてはいけない．
　時間一定面の変形をするので，量子化を経路積分で行う方が見通しが良い．経路積分では，任意の観測可

能量 Ô の期待値が 〈
Ô
〉
=

∫
[dψ]eiS[ψ]O

と計算される．今，勝手な場の演算子 O(z) に対して〈
ψ̂(y)Ô(z)

〉
=

∫
[dψ]eiS[ψ]ψ(y)O(z)

を計算しよう．荷電物体 ψ̂(y) を囲むような時間一定面 M(D) ⊂ M w/ y ∈ M(D), z /∈ M(D) をとり，
D + 1 次元部分多様体M(D+1) ⊂ M であってM(D) = ∂M(D+1) を充たすようなものをとる．そして局所
的な場の U(1) 変換

T : Γ(S) −→ Γ(S), ψ 7−→
(
x 7→ eiθ(x)ψ

)
w/ θ(x) =

{
θ, x ∈M(D),

0, x /∈M(D)

を行う．すると，Noetherカレントの表式 (3.3.8)を用いて

S[T (ψ)]− S[ψ] = −
∫
M

dD+1x iψ(x)γµψ(x)∂µθ(x)

=

∫
M

dD+1x i∂µ
(
ψ(x)γµψ(x)

)
θ(x)

= −
∫
M

dD+1x ∂µj
µ(x)θ(x)
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= −θ
∫
MD+1

d ? j

= −θ
∫
MD

?j

であることがわかる．つまり，変換 T の下で〈
ψ̂(y)Ô(z)

〉
=

∫
[dψ]eiS[ψ] exp

(
−iθ

∫
MD

?j

)
eiθψ(y)O(z)

と計算される． 〈
Rgψ̂(y)Ô(z)

〉
=

∫
[dψ]eiS[ψ]Ug(M(D))ψ(y)O(z) (3.3.11)

と言うことである．

3.3.2 連続的高次対称性

【例 3.3.1】は，荷電物体が 0 次元に分布していた．これを p 次元部分多様体上に分布した物体に置き換え
ることで p-form symmetry の概念が得られる [GKSW15, p.10]：

! 以下で部分多様体といったときは，技術的な理由からコンパクトな埋め込まれた C∞ 多様体を指すも
のとする．

定義 3.9: p-form symmetry

D+1次元の場の量子論が群 Gによる p-form symmetryを持つとは，時空Mの任意の D−p次元
部分多様体M(D−p) ⊂M および ∀g ∈ G に対して対称性演算子 (トポロジカル演算子)（topological
operator) Ug(M(D−p)) が存在して以下を充たすことを言う：

• Ug(M(D−p)) は任意の p 次元部分多様体 C(p) ⊂ M の台を持つ荷電物体（演算子）(charged
object, operator) V (C(p)) に作用する．

• ∀g, g′ ∈ G に対して群の規則 (group law)

Ug(M(D−p))Ug′(M(D−p)) = Ugg′(M(D−p))

が成り立つ．
• 任意の p 次元部分多様体 C(p) ⊂ M と，それに「絡む」十分小さな D − p-球 SD−p ⊂ M に
対して，(3.3.11)と同じく経路積分の期待値の意味で

Ug(S
D−p)V (C(p)) = Rg

(
V (C(p))

)
が成り立つ．ただし R : G −→ GL({荷電物体}) は群 G の表現である．
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【例 3.3.2】3 + 1 次元 U(1) ゲージ理論

物質場のない U(1) ゲージ理論を考える．ゲージ場を局所接続形式a a = aµ dx
µ ∈ Ω1(M; u(1)) とし

て与え，場の強さを f := da とおく．f = fµν dx
µ ∧ dxν と成分表示すると fµν = ∂µaν − ∂νaµ と

なる．
　作用は

S[a] = − 1

2e2

∫
M

d4x f ∧ ?f = − 1

4e2

∫
M

d4x fµνf
µν

と書かれる．δa ∈ Ω1(M; u(1)) を用いた作用の変分は

δδaS[a] = −
1

e2

∫
M

d(δa) ∧ ?f

= − 1

e2

∫
M

d(δa ∧ ?f)− 1

e2

∫
M
δa ∧ d ? f

なので，Euler-Lagrange方程式と Bianchi恒等式から

d ? f = 0,

df = 0

が言える（Maxwell方程式）．これをカレントの保存則と見做して，任意の 3− 1 = 2 次元閉部分多様
体M(2) ⊂M 上のトポロジカル演算子を

UE
eiθ (M(2)) := exp

(
iθ

∫
M(2)

?f

e2

)
UM

eiθ (M(2)) := exp

(
iθ

∫
M(2)

f

2π

)
と定義しよう．UE

eiθ (M(2)) が作用する荷電物体はWilson loop

W (C(1)) := exp

(
i

∫
C(1)

a

)
である．このことを示そう．
　簡単のため S :=M(2), C := C(1) と略記する．今，絡み数が

Link(S, C) =

∫
M
δ(C) ∧ δ(V ) = 1

となるように C, V, S = ∂V をとる．ゲージ場の変換

T : a 7−→ a+ θδ(V )

の下で場の強さは f 7−→ f + θ d(δ(V )) = f − θδ(S) となり，作用はb

S[T (a)]− S[a] = − 1

2e2

∫
M

(
f − θδ(S)

)
∧ ?
(
f − θδ(S)

)
− S[a]

=
θ

2e2

∫
M

(
δ(S) ∧ ?f + f ∧ ?δ(S)− θδ(S) ∧ ?δ(S)

)
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=
θ

e2

∫
M

(
δ(S) ∧ ?f − θδ(S) ∧ ?δ(S)

)
= θ

∫
S

?f

e2
− θ2

2e2

∫
S

δ(S)

と変換する．一方，Wilsonループは

W (C) 7−→ exp

(
i

∫
C

(a+ θδ(V ))

)
= exp

(
i

∫
C

a+ iθ

∫
M
δ(V ) ∧ δ(C)

)
= exp

(
i

∫
C

a− iθ Link(S, C)

)
= e−iθ exp

(
i

∫
C

a

)
と変換するのでc，

〈W (C)O〉 =
∫
[da]eiS[a]UE

eiθ (S)e
−iθW (C)O

i.e. 〈
eiθW (C)O

〉
=

∫
[da]eiS[a]UE

eiθ (S)W (C)O

が分かった．
　トポロジカル演算子を 2次元閉部分多様体上で定義したが，境界を持つ場合，i.e. C := ∂M(2)

C 6= ∅
の場合はどうなるのか．

Hθ(M(2)
C ) := exp

(
iθ

∫
M(2)

C

?f

e2

)

を考える．境界を共有するもう 1つの 2次元部分多様体 N (2)
C を持ってくると

Hθ(M(2)
C )Hθ(N (2)

C )−1 = exp

(
iθ

∮
M(2)

C ∪C

(
−N (2)

C

) ?f
e2

)

これは θ ∈ 2πZ のとき C にしかよらない．このことから，UM
eiη (M

(2)
C ) が作用する荷電物体（’t

Hooft ループ）を Hodge dualなゲージ場 db := 2π
e2 ? f によって

Hn(C) := exp

(
in

∫
C

b

)
と定義できる．

a 厳密にはM の開集合上の u(1)-値 1形式
b ω ∧ ?η = η ∧ ?ω に注意．
c トポロジカル演算子を exp

[
iθ
(∫

S
?f
e2

− θ2

2e2

∫
S δ(S)

)]
と再定義した．
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3.3.3 対称性の自発的破れ

まずは通常の対称性（0-form symmetry）の場合を考える．系が Lie群Gで特徴付けられる 0-form symmetry
を持つ場合を考えよう．ただし群は場へ表現 ρ : G −→ GL(N, K) として作用しているとする．このとき，無
限小な対称性変換は Lie代数 g の基底 TA ∈ g および微分表現 ρ∗ : g −→ gl(N, K) を用いて*13TiεAρ∗(TA)(ϕ)

と書けるので，Noetherの定理より on shell な保存則 (3.3.10)を充たす dimG 個のNoetherカレント (3.3.5)
jA (A = 1, . . . , dimG) が存在し，それに付随して dimG 個の保存電荷 QA(M(D)) =

∫
M(D) ?jA が存在

して対称性変換の無限小生成子 (3.3.7)となるのだった．
さて，Noetherの定理によって特徴付けられる対称性は必ずしも系の基底状態 |0〉 の対称性にならない．i.e.

形式的には

(1) 1 ≤ ∀A ≤ dimG, Q̂A |0〉 = 0

(2) 1 ≤ ∃A ≤ dimG, Q̂A |0〉 6= 0

の 2 つの場合*14があり得る．(1) の場合，系は対称性を実現している，または系は Wigner 相 (Wigner
phase) にあると言い，(2) の場合，系の対称性が自発的に破れた，または系は Nambu-Goldstone 相
(Nambu-Goldstone phase) にあると言う [九後 89, p.1]．0-form symmetry の言葉に翻訳すると，対称性の
自発的破れ (spontaneous symmetry breaking; SSB) とは，0-form symmetry を特徴付ける Lie群 G がそ
の部分群 H ⊂ G に縮小していることを指す*15．SSBを特徴付けるには，上述のように素朴には Q̂A |0〉 6= 0

を充たす 1 ≤ A ≤ dimG が存在するかどうかを確認すれば良いように見えるが， 〈0|Q̂AQ̂A|0〉 ∝ vol(M(D))

なので*16熱力学極限において Q̂A |0〉 は定義できない．そこで，代わりにある局所演算子（i.e. compactly
supportedな演算子）Ô(x) が存在して

〈0|
[
iQ̂A, Ô(x)

]
|0〉 6= 0 (3.3.12)

を充たすことと特徴付ける．(3.3.12)の左辺を系の秩序変数 (order parameter) と呼ぶ．
では，相対論的な系における Nambu-Goldstoneの定理から出発しよう．

定理 3.1: Nambu-Goldstone（相対論的）

考えている系が Lie群 G で特徴付けられる 0-form symmetry を持ち，さらに

(1) 並進対称性と Lorentz共変性を持ち，
(2) 部分群 H ⊂ G に対称性が自発的に破れている

とする．このとき，系は線形分散を持つ零質量の独立な励起（NGモード）をちょうど dimG−dimH

個持つ．

定理 3.1の条件 (1) は NGモードが互いに独立であり，かつ必ず線形分散を持つことの証明に使うのだが，

*13 苦肉の策だが，Lie代数の添字を A, B, C, . . . とする．
*14 もしくは，Ug(M(D)) |0〉 = |0〉 としても良い．
*15 考えている場が構造群 G を持つファイバー束として定式化されている場合，SSB は数学的には構造群の収縮 (reduction of

structure group) として定式化できる．
*16 Fabri –Picassoの定理 [FP66]
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かなりややこしい*17ので，ここでは NGモードが存在することだけの証明の概略を述べるに留める．

証明 系は場 ϕ ∈ Γ(E) からなるとし，この系の作用を S[ϕ] と書く．Green関数の生成汎函数を

Z[J ] = eiW [J] := 〈0|T exp

(
i

∫
M

dD+1xJ(x)ϕ(x)

)
|0〉

=

∫
[dϕ] exp

(
S[ϕ] +

∫
M

dD+1xJ(x)ϕ(x)

)
∫

[dϕ] expS[ϕ]

と定義し，有効作用を

Γ[ψ] :=W [J ]−
∫
M

dD+1xJ(x)ψ(x)

と定義する．ただし

ψ(x) :=
δW [J ]

δJ(x)
=

〈0|T
{
ϕ̂(x) exp

(
i

∫
M

dD+1xJ(x)ϕ(x)

)}
|0〉

〈0|T
{
exp

(
i

∫
M

dD+1xJ(x)ϕ(x)

)}
|0〉

とおいた．さらに有効ポテンシャルを

V (ϕ) := −Γ[ϕ]|ϕ=const.∫
M dD+1x

と定義する．QFTの一般論から，場の演算子の真空期待値 ϕ0 := 〈0|ϕ̂(x)|0〉 に対して ϕ0 = argmin V (ϕ) で
あることが知られている．
簡単のため G が線型 Lie群で，系の対称性変換が TiεAρ∗(TA)(ϕ) (A = 1, . . . , dimG) と書ける場合を考え

る．(3.3.7)を思い出すと，このとき [
iQ̂A, ϕ̂(x)

]
= iρ∗(T

A)
(
ϕ̂(x)

)
が成り立つ．Γ[ϕ], V [ϕ] もこの変換の下で不変なので

V (ϕ+ iεAρ∗(T
A)ϕ) = V (ϕ)

=⇒ ∂V (ϕ)

∂ϕa
[ ρ∗(T

A) ]a
bϕb = 0

=⇒ ∂2V (ϕ)

∂ϕa∂ϕb
[ ρ∗(T

A) ]b
cϕc +

∂V (ϕ)

∂ϕb
[ ρ∗(T

A) ]a
bϕb = 0 (1 ≤ ∀a ≤ N) (3.3.13)

ここで条件 (2) から

〈0|
[
iQ̂A, ϕ̂(x)

]
|0〉 = iρ∗(T

A)( 〈0|ϕ̂(x)|0〉 )

{
= 0, TA ∈ h,

6= 0, TA /∈ h

*17 例えば [九後 89, p.7]に漸近場を使った議論が載っている
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が成り立つので，v := 〈0|ϕ̂(x)|0〉 とおくと，(3.3.13)より破れた対称性に対応する任意の 1 ≤ A ≤ dimG に
対して

v 6= 0 かつ
∂2V (ϕ)

∂ϕa∂ϕb

∣∣∣∣
ϕ=v

[ ρ∗(T
A)(v) ]b = 0 (1 ≤ ∀a ≤ N) (3.3.14)

が成り立たねばならない．ところで，真空期待値が 0 になる場を ϕ̃(x) := ϕ(x)− v で定義すると

V (ϕ) = V (v) +
1

2

∂2V (ϕ)

∂ϕa∂ϕb

∣∣∣∣
ϕ=v

ϕ̃aϕ̃b +O
(
ϕ̃3
)

となるから，行列
[
∂2V (ϕ)
∂ϕa∂ϕb

∣∣∣
ϕ=v

]
1≤a, b≤dimG

を対角化した固有値が粒子の質量の 2 乗を与える．従って

(3.3.14)から，TA /∈ h ならば ρ∗(T
A)(v) がこの行列の固有値 0 に対応する固有ベクトル，i.e. ゼロ質量の

NG粒子であることが分かった． �

NGモードの存在がわかったので，次に NG粒子を記述する有効ラグランジアンの構成法を考える．破れた
対称性は Lie群 G/H で特徴付けられるはずである．まず，Lie(G/H) ∼= g/h に注意する*18．このとき g/h

の基底を XA + h w/ A = 1, . . . , dimG− dimH と書くと，XA ∈ g \ h が g において線型独立であるよう
に選べるから，TA のうち h に属さないものとすることができる．命題 2.6より可換図式

g Lie(G/H) ∼= g/h

G G/H

T1G
p

expG
expG/H

p

が成り立つから，左剰余類 gH ∈ G/H の代表元として

expG
(
iπA(x)X

A
)
∈ G

を選ぶことができる*19．この dimG − dimH 成分場 π : M −→ Lie(G/H) のことをNGボゾン場と呼ぶ．
このとき，大域的な ∀g ∈ G の作用に応じた場 π の変換 π 7−→ π′ は

expG
(
iπA(x)X

A
)
H 7−→ g expG

(
iπA(x)X

A
)
H =: expG

(
iπ′
A(x)X

A
)
H

となるから，顕にはある h(g, π) ∈ H を使って

expG
(
iπ′
A(x)X

A
)
= g expG

(
iπA(x)X

A
)
h(g, π) (3.3.15)

と書くことができる．g ∈ H のときは任意の π について

expG
(
iπ′
A(x)X

A
)
H = expG

(
iπA(x)X

A
)
H

でなくてはいけないから h(g, π) = g−1 であり，(3.3.15)を 0 ∈ h において微分することで π(x) が

π′(x) = Ad(g)
(
π(x)

)
*18 標準的射影 p : G −→ G/H について T1Gp : g −→ Lie(G/H) は全射であるが，X ∈ h ⇐⇒ T1Gp(X) = T0(p ◦

expG)
(

d
dt

∣∣∣
t=0

)
= 0 なので h ⊂ KerT1Gp がわかり，次元を考えることで KerT1Gp = h が言える．よって準同型定理から

g/h ∼= Lie(G/H) である．
*19 厳密には expG が全射とは限らないので，これは多様体 G/H の単位元 H 近傍のチャート

(
U, (πA)

)
だと考えるべきである．
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なる線形変換を受けることがわかる．一方で g ∈ G \H のときは変換則 (3.3.15)は π(x) について非線形で
ある．

NG ボゾン場の項を含むラグランジアンは，G-不変でなくてはいけない．そのためには Maurer-Cartan
形式 θ ∈ Ω1(G; g) を使う．これを C∞ 写像 ξ := expG

(
iπ(-)

)
: M −→ G で引き戻すことで左不変な

ξ∗θ ∈ Ω1(M; g) を得る．h 成分と g \ h 成分に分離して

ξ∗θ = ξ∗θ‖︸︷︷︸
∈h

+ ξ∗θ⊥︸ ︷︷ ︸
∈g\h

と書く．行列 Lie群の場合に成分表示を求めると

ξ∗θ|x(∂µ) = θξ(x) (Txξ(∂µ)) = ξ(x)−1∂µξ(x)

である．変換則 (3.3.15)から，∀g ∈ G に関する大域的な変換について

ξ(x)−1∂µξ(x) 7−→ h−1(g, π)ξ(x)−1∂µξ(x)h(g, π) + h(g, π)−1∂µh(g, π)︸ ︷︷ ︸
∈h

となる．i.e. Tr(ξ∗θ⊥) ∈ Ω1(M) が NGボゾン場の変換 (3.3.15)について整合的である．よって微分の次数
が 2 次の Lagrangianが

LNGB := −1

2
Tr(ξ∗θ⊥ ∧ ?ξ∗θ⊥)

で与えられる*20．低エネルギーの時は π の最低次までとる．

ξ(x)−1∂µξ(x) =
1− e−i ad(π(x))

i ad(π(x))

(
∂µπ(x)

)
=

∞∑
n=0

(−i)n

(n+ 1)!
ad
(
π(x)

)n(
∂µπ(x)

)
= ∂µπ(x)−

i

2!
[π(x), ∂µπ(x)] +O

(
π2∂µπ

)
なので

LNGB = −1

2
∂µπA∂

µπB Tr
(
XAXB

)
である．gAB := Tr

(
XAXB

)
は g の規格化条件にもよるが，多様体 G/H の計量テンソルになっている．

次に物質場との結合を記述する方法を考える．物質場 ψ の値域は破れていない対称性 H の既約表現
ρH : H −→ GL(H) の表現空間 H だと考えて良い．∀g ∈ G による変換則は (3.3.15) の h(g, π) ∈ H を
使って

ψ(x) 7−→ ρ0
(
h(g, π)−1

)(
ψ(x)

)
と定義すると，前述の議論から g = h ∈ H のときは ψ 7−→ ρ0(h)(ψ) と変換するので整合的である．G の既
約表現 ρ : G −→ GL(Hext) であって，H の表現と見做して既約表現の直和に分解した際に ρ0 を直和因子の
1つに持つようなものを与えたとき，標準的包含 H ↪→ Hext によって ψ を送った先を ψ̂ とおくと，新しい場

χ(x) := ρ
(
ξ(π)

)(
ψ̂(x)

)
*20 このウェッジ積は普通のものではなく，ω = ωAT

A, η = ηAT
A と展開して ω ∧ η := 1

2
ωA ∧ ηB

[
TA, TB

]
∈ Ωp+q(M ; g) と

定義した．
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は，∀g ∈ G による大域的変換の下で

χ(x) 7−→ρ
(
gξ(π)h(g, π)

)( ̂ρ0(h(g, π)−1)(ψ)(x)
)

= ρ(g) ◦ ρ
(
ξ(π)

)
◦ ρ
(
h(g, π)

)
◦ ρ
(
h(g, π)

)−1(
ψ̂(x)

)
= ρ(g)

(
χ(x)

)
の変換を受ける．ψ をそのまま扱うよりも χ :M−→ Hext について G-不変な Lagrangianを書き下す方が簡
単であり，χ は NGBと物質場の相互作用も記述してくれる．最後に，これまで大域的対称性だと思っていた
群 G の作用を局所的対称性にするために背景ゲージ場を導入する（ゲージ化）．そのためにはMaurer-Cartan
形式の ∂µ を共変微分に置き換えれば良く，NGBと背景ゲージ場との結合はそれで決まる．あからさまには

ξ(x)−1
(
∂µ +Aµ(x)

)
ξ(x)

にすると言うことである．AµATA と展開すると

ξ(x)−1Aµ(x)ξ(x) = AµA(x)Ad
(
expG(−iπ(x))

)(
TA
)

= AµA(x) expGL(g)

(
−iπB(x) ad(TB)

)(
TA
)

= AµA(x)

∞∑
n=0

(−i)n

n!
πB1

(x) · · ·πBn
(x) ad(TB1) ◦ · · · ad(TBn)(TA)

= Aµ(x) +O(π)

となるので，π の最低次ではMaurer-Cartan形式の成分

∂µπ +Aµ

と書かれる．よってゲージ変換 A 7−→ A+ dλ0 は NGボゾンに π + λ0 のシフトを引き起こす．
余談だが，定理 3.1の Lorentz共変性の条件 (1) を外すと話はややこしくなる．まず，波数の小さいところに

おいて分散関係が奇数冪であるような NGモードを Type-I，偶数冪で書けるような NGモードを Type-II
と呼ぶ [NC76]．そして

• 破れた対称性の個数を NBG := dimG− dimH

• NGモードの総数を NNGB

• Type-I, Type-IIの個数をそれぞれ N I, N II

とおこう．[NC76]による結果は以下の通りである：

定理 3.2: Nielsen-Chadha

N I + 2N II ≥ NBG

証明 �

さらに，[WM12]によって以下が示された：
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定理 3.3: Watanabe-Murayama

Ω :=
∫
Σ
dDx とおき，ρAB := limΩ→∞

−i
Ω 〈0|[QA, QB ]|0〉 と定義する．このとき以下が成り立つ：

NBG −NNGB =
1

2
rank ρ

証明 �

3.3.4 高次対称性の自発的破れ

この小節と次の小節では時空M は境界を持たないと仮定する*21．0 次対称性の場合と同様に，p 次対称
性の自発的破れを議論することができる．p-form symmetry の場合，トロポジカル演算子は p + 1-form
背景ゲージ場と等価であった．0-form の場合からの類推で，NG ボゾン場は背景 p + 1-form ゲージ場の
ゲージ変換によってシフトするはずだが，p + 1-form ゲージ場 Bp+1 のゲージ変換は p-form Λp により
Bp+1 7−→ Bp+1 + dΛp の形をしているので，NGボゾン場は p-formである．
p-form symmetryの秩序変数は荷電物体の真空期待値であり，一般に C(p) ⊂ M に依存する何らかの関数

F (C(p)) を使って 〈
V (C(p))

〉
∼ e−F (C(p))

の振る舞いをする．SSBを特徴づける典型的な振る舞いは

lim
vol(C(p))−→∞

Re

[
F (C(p))
vol(C(p))

]{
<∞, SSB
=∞, unbroken

というものである．SSBが起こったと言うのは，荷電演算子を

V̂ (C(p)) := e−c
∫
C(p) ?C(p)1V (C(p))

と正則化することで

lim
vol(C(p))−→∞

〈
V (C(p))

〉
6= 0

を充たすようにできると言う意味である．
演算子形式ではどうなるのだろうか？ (3.3.12)の素朴な一般化は〈[

iQ̂(M(D−p)), V (C(p))
]〉

であるが，これはM(D−p), C(p) が共に閉多様体だと微妙なところがある [Lak18]．
[Lak18, p.5-6] に倣って，系が並進対称性を持つ場合にギャップレスな励起が存在することをざっと確認

しよう．演算子形式で議論するので，時間一定面M(D) ⊂ M を 1つ固定し，微妙なことが起こらないよう
に M(D−p) ⊂ M(D) が境界を持つとする．保存則 d ? j = 0 を充たすカレント ?j およびM(D) に関する

*21 境界がある場合の取り扱いは [Lak18]に書いてある．
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デルタ関数形式 δD(M(D−p)) を使って Q(M(D−p)) =
∫
M(D) ?j ∧ δD(M(D−p)) と書ける．並進対称性から

〈0|?ĵ ∧ δD(M(D−p))(x)|n〉 = eipn·x 〈0|?ĵ ∧ δD(M(D−p))(0)|n〉 が成り立つので〈[
iQ̂(M(D−p)), V (C(p))

]〉
= i
∑
n

(2π)DδD(p)
(
〈0|?ĵ ∧ δD(M(D−p))(0)|n〉 〈n|V (Cp)|0〉 e−iEnx

0

− 〈0|V (Cp)|n〉 〈n|?ĵ ∧ δD(M(D−p))(0)|0〉 eiEnx
0
)

が言える．一方で左辺を x0 = t 方向に微分すると，保存則および Stokesの定理から

∂0

〈[
iQ̂(M(D−p)), V (C(p))

]〉
=

∫
M(D−p)

〈[
∂0 ? j, V (C(p))

]〉
= −

∫
∂M(D−p)⊂∂M(D)

〈[
?M(D)j, V (C(p))

]〉
となる．次元を数えることでいつでも C(p) ∩ ∂M(D−p) = ∅ にできることがわかるので結局右辺は 0 だとわか
る．よってもし

〈[
iQ̂(M(D−p)), V (C(p))

]〉
6= 0 ならば p = 0 のときに En = 0 となるような n が存在する．

【例 3.3.3】3 + 1 次元のYang-Mills理論

【例 3.3.4】U(1) ゲージ理論

3.3.5 高次対称性の Coleman-Mermin-Wagnerの定理

通常の Coleman-Mermin-Wagnerの定理は，連続的 0 次対称性が 1 + 1 次元以下では自発的に破れないこ
とを主張する．これは p 次対称性に拡張することができる：

定理 3.4: 高次対称性についての Coleman-Mermin-Wagnerの定理

D + 1 次元時空において，Lie群 G で特徴付けられる p ≥ D − 1 次対称性は自発的に破れない．

証明 より詳細な扱いは [Lak18, p.23]を参照．ここではとても雑に示す．
D + 1 次元 Euclid時空M の自由かつ masslessな p-form場（これは p-form NGボゾン場のつもりであ

る）Bp ∈ Ωp(M) の理論

S =
1

2

∫
M

dBp ∧ ? dBp

を考える．Bp の 2点関数の長距離における振る舞いを見る．そのためには参照点を 1つ固定し，その点を原
点に持つ D + 1 次元極座標 (r, θ1, . . . , θD) を r が十分大きいところでとる．このときの Green関数の r 依
存性を見ればよい：

d ? dGp(r, θ
µ) = 0
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外微分したときに ∂r dr∧ が生き残るのは dθµ1 ∧ · · · ∧ dθµp の項のみである．また，自然基底の規格化のた
めに r dθµ を考えないといけないので，結局 p-formの

Gp
ang

µ1, ..., µp
rp dθµ1 ∧ · · · ∧ dθµp

の部分を見ないと意味がない．よって

1

rD+1−p ∂r

(
rD+1−(p+1) 1

rp
∂r
(
rpG(r)

))
= 0

と言うことであり，G(r) ∼ r−(d−p−1) である．このことから，d− p− 1 > 0 でないと 2点関数が r →∞ で
発散することになり，p-form NGボゾン場が ill-definedである．i.e. p ≥ D − 1-form symmetryは自発的に
破れない．

�

3.3.6 対称性のアノマリー

アノマリー*22には，大別して３種類ある [川平 24]：

ゲージアノマリー 　
元の理論 S[ψ] にゲージ化 ∂µ 7−→ ∂µ + aµ の操作を施して得られた理論 Sgauged[ψ, a] の*23分配関数

Zgauged =

∫
[da]

∫
[dψ] e−Sgauged[ψ, a]−Skin[a] =:

∫
[da]Z[A] e−Skin[a]

について，ある g : M(D+1) −→ G が存在してゲージ変換 a 7−→ ag := g−1ag + g−1 dg の下で
Z[a] 6= Z[ag] となること．このとき理論は矛盾している．と言うのも，汎函数積分

∫
[dA] が ill-defined

になるからである．
’t Hooft アノマリー 　

元の理論 S[ψ] にゲージ化 ∂µ 7−→ ∂µ +Aµ の操作を施して得られた理論 Sgauged[ψ, A] について

Z[A] :=

∫
[dψ] e−Sgauged[ψ,A]

と定義したとき，ある g ∈ Gが存在してゲージ変換 A 7−→ Ag := g−1Ag+g−1 dgの下で Z[A] 6= Z[Ag]

となること．A は単なる外場なので，理論が矛盾したわけではない．また，Z[0] = Z となる．
　今，ZUV[A] が繰り込み群変換の下で ZIR[A] に流れるとする．このとき，のちに見るようにアノマ
リーは 1 つ次元が上の TQFTで記述されるが，TQFTは繰り込み群変換の下で不変なので，両者のア
ノマリーは一致していなくてはいけない．つまり，理論 ZUV が繰り込み群変換で ZIR へ流れるため
の必要条件は，両者で ’t Hooftアノマリーが一致することなのである．

ABJアノマリー (Adler Bell Jackiw anomaly) 　
ゲージ群 G についてゲージアノマリーを持たない理論

Z =

∫
[da]

∫
[dψ] e−S[ψ, a] =:

∫
[da]Z[a]

*22 訳語だと対称性の量子的破れと呼ぶこともある [藤川 01]．
*23 ゲージ場がダイナミカルなときは a, b, . . . で，単に外場であるときは A, B, . . . で書くことにする．
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が別の Lie群 H についても大域的対称性を持っているとき，外場 A を導入して H 対称性をゲージ化
して

Z[a, A] =

∫
[dψ] e−S[ψ, a,A]

を得るが，この新しく加えた A についてゲージ変換 A 7−→ Ah を施したときに Z[a, Ah] 6= Z[a, A]

となることである．摂動論的には，2n 次元の理論が持つ摂動アノマリーであって，対応する n+ 1 角
形の Feynmanダイアグラムの外線のうち 1本が外場で，残りの n 本がダイナミカルなゲージ場であ
るようなものである．ABJアノマリーの場合もまた，理論が矛盾しているわけではない．
　 ABJアノマリーは Noetherカレントの非保存と等価である．

S[ψ, a] :=

∫
M(D+1)

dD+1x ψ̄γµ(∂µ + aµ)ψ

を考える．これが G によるゲージ変換以外に，H による大域的対称性 S[ψ, a] = S[ψh, a] を持ってい
るとする．このとき h :M(D+1) −→ H による変換 ρ

(
h
)(
ψ
)
を摂動的に扱い h ∼ 1 + ε と思うと，

S[ψh, a] = S[ψ, a]−
∫
M(D+1)

dD+1x ε ∂µ(ψγ
µψ)

になる．ここで，経路積分において測度が [dψ̄
h
dψh] = J [dψ̄ dψ] と変換するならば

Z[a] =

∫
[dψ̄h dψh]e−S[ψ

h, a] =

∫
[dψ̄ dψ] e−S[ψ, a]Je

∫
dD+1xε∂µj

µ

であり，J = ei
∫
dD+1xεA と書くと

∂µj
µ = iA

が導かれるのだった（Fujikawaの方法）．一方，大域的対称性 H をゲージ化して

S[ψ, a, A] :=

∫
M(D+1)

dD+1x ψ̄γµ(∂µ + aµ +Aµ)ψ

にする．ゲージ不変性から S[ψh, a, Ah] = S[ψ, a, A] なので，

S[ψh, a, A] = S[ψh, a, Ah]−
∫
M(D+1)

dD+1x ε ∂µ(ψγ
µψ)

である．ABJアノマリーは

Z[a, Ah] = ei
∫
dD+1εBZ[a, A]

⇐⇒
∫
[dψ̄

h
dψh]e−S[ψ

h, a, Ah] = ei
∫
dD+1εB

∫
[dψ̄ dψ]e−S[ψ, a,A]

を意味するから，

∂µj
µ = −iB

となる．
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Lie群 G で特徴づけられる 0-form symmetryの場合を考える．on shellな保存カレントを ’t Hooftアノ
マリーの意味で 1-form背景ゲージ場 A1 に結合させることができる．このとき，ゲージ場はダイナミカルで
ないので，分配関数は

Z[A1] =

∫
[dψ] e−S[ψ,A1]

の形になっている．この 0-form symmetryがアノマリーを持つとは，ゲージ変換 A1 7−→ A1 + dλ0 の下で
分配関数が不変にならないことである，と定義しよう．記号的には

Z[A1 + dλ0] = ei
∫
M(D+1) A[A1, λ0]Z[A1]

と言うことである．ここで，この位相 A[A1, λ0] は D + 2 次元時空の TQFTの境界からの寄与だと考えて
みよう*24：

ei
∫
M(D+1) A[A1, λ0] = ei

∫
∂N(D+2) A[A1, λ0] = ei

∫
N(D+2)dA[A1, λ0]

つまり，dA[A1, λ0] を Â[A1 + dλ0] ∈ ΩD+2(N (D+2)) と見做すのである．すると，元の理論の分配関数を

Ẑ[A1] := Z[A1]e
−i

∫
N(D+2) Â[A1]

と正則化すれば，直上で定義した意味でのアノマリーを相殺できるのである．

【例 3.3.5】カイラルアノマリー

カイラルアノマリーを Fujikawa法で計算した結果は

A[A1, λ0] = κλ0
F2 ∧ F2

8π2

であるが，

Â[A1] = κA1 ∧
F2 ∧ F2

8π2

とすれば

Ẑ[A1 + dλ0] = Z[A1]e
iκ

∫
M(D+1) λ0

F2∧F2
8π2 e−iκ

∫
N(D+2) (A1+dλ0)∧F2∧F2

8π2

= Ẑ[A1]e
κ
∫
M(D+1) λ0

F2∧F2
8π2 −iκ

∫
∂N(D+2)=M(D+1) λ0

F2∧F2
8π2

= Ẑ[A1]

となり，アノマリーが相殺されている．

しかるに，全てのゲージ変換について分配関数の不変性を調べるのは一般には難しい．そこで，アノマリー
の定義を数学的により扱いやすい形に書き直そう [川平 24, p.41]．まず，アノマリー流入の仮説から出発する：

*24 この仮説は，フェルミオン系においては数学的に証明されている [DF94]
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仮説 3.1: anomaly inflow

d = D+1次元時空M(d) の上の任意のゲージ場の理論 Z[A;M(d)]を与える．このとき，ある N (d+1)

の上のTQFT Stop[A; N (d+1)]が存在して，任意の d+1次元時空 N (d+1) であって ∂N (d+1) =M(d)

を充たすものについて

Ẑ[A;M(d), N (d+1)] := ZM(d) [A]e−iStop[A;N (d+1)]

で定義される理論がゲージ不変であるようにできる．

ここから，d 次元のゲージ場の理論の分配関数をむしろ初めから Ẑ[A;M(d), N (d+1)] として定義する．

定義 3.10: アノマリー

理論 Ẑ[A;M(d), N (d+1)]がアノマリーを持つとは，ある 2つの異なる d+1次元時空 N (d+1)
1 , N (d+1)

2

であって ∂N (d+1)
1 = ∂N (d+1)

2 =M(d) を充たすものが存在して

J [A; N (d+1)
1 , N (d+1)

2 ] :=
Ẑ[A;M(d), N (d+1)

2 ]

Ẑ[A;M(d), N (d+1)
1 ]

6= 1

が成り立つことを言う．

定義 3.11: IFT

TQFT Z : Cobd+1 −→ Hilb が IFT (invertible field theory) であるとは，∀Σ(d) ∈ Ob(Cobd+1)

について

dimCZ(Σ(d)) = 1

が成り立つことを言う．

仮説 3.1において，Stop[A; N (d+1)] は TQFTであった．特に IFTであることを仮定すると，アノマリーは

J [A; N (d+1)
1 , N (d+1)

2 ] =
Ẑ[A;M(d), N (d+1)

2 ]

Ẑ[A;M(d), N (d+1)
1 ]

= (eiS
top[A;N (d+1)

1 ])†eiS
top[A;N (d+1)

2 ]

=
〈
Z(N (d+1)

1 )
∣∣∣Z(N (d+1)

2 )
〉

= Z
(
(−N (d+1)

1 ) ∪∂N (d+1) N (d+1)
2

)
となる．i.e. M(d) のアノマリーはある IFT Z : Cobd+1 −→ Hilb の分配関数*25である．この事実をバル
ク-エッジ対応と言う．結局，アノマリーを列挙する問題は IFTを列挙する問題に帰着された，と言うことで
ある．

*25 d+ 1 次元閉多様体 N (d+1) を N (d+1) ∈ HomCobd+1
(∅, ∅) と見做した際に，TQFT Z : Cobd+1 −→ Hilb によって線型

写像 Z(N (d+1)) : Z(∅) −→ Z(∅) が定まるが，Z(∅) = C と定義していたのでこの線型写像はある複素数 λZ,N (d+1) ∈ C と
Z(N (d+1))(|ψ〉) = λZ,N (d+1) |ψ〉 の関係で一対一対応する．この複素数 λZ,N (d+1) のことを Z(N (d+1)) と書いて，分配関
数と呼ぶ．
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さらに，次の有名な予想がある [FH21]：

予想 3.1: Freed-Hopkinsの予想

IFT Cobd+1 −→ Hilb の群構造は，d+ 2 次元の bordism群の Anderson双対

(IZΩ)
d+2

により与えられる．

3.3.7 高次対称性のアノマリー

高次対称性に関しても全く同様にアノマリーを判定できる．つまり，p-form カレントを背景ゲージ場と結
合させてゲージ変換を施した際の分配関数の変化が

Z[Api + dΛpi−1] = Z[Api ]e
i
∫
M(D+1) A[Api

,Λpi−1]

となり，A[Api , Λpi−1] 6= 0 ならば理論はアノマリーを持つと言う．特に A[Api , Λpi−1 = 0 ∀i] = 0 ならば’t
Hooftアノマリー，そうでないならばABJ型のアノマリーを持つと言う．

【例 3.3.6】p-form U(1) ゲージ理論のアノマリー

作用が

S[Ap] =
1

2g2

∫
M(D+1)

Fp+1 ∧ ?Fp+1

で書かれる p-form U(1) ゲージ場 Ap の理論を考えようa U(1)-ゲージ変換は Ap 7−→ Ap +dΛp−1 と
書け，運動方程式と Bianchi恒等式はそれぞれ

d ? Fp+1 = 0,

dFp+1 = 0

となり，これらに対応して 2つの保存カレント

?J (e) :=
1

g2
? Fp+1

?J (m) :=
1

2π
Fp+1

がある．背景ゲージ場 B
(e)
p+1, B

(m)
D−p と結合させよう：

S[Ap, B
(e)
p+1, B

(m)
D−p] =

∫
M(D+1)

1

2g2
(Fp+1 −B(e)

p+1) ∧ ?(Fp+1 −B(e)
p+1) +

i

2π

∫
M(D+1)

Fp+1 ∧B(m)
D−p

ここで背景ゲージ場のゲージ変換 δB
(e)
p+1 = Λ

(e)
p+1 ∈ Bp+1(M(D+1); Z) を施すb：

S[Ap, B
(e)
p+1 + Λ

(e)
p+1, B

(m)
D−p]
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= S[Ap, B
(e)
p+1, B

(m)
D−p] +

i

2π

∫
M(D+1)

Λ
(e)
p+1 ∧B

(m)
D−p

この ’t Hooft アノマリーは，アノマリー流入

Â[B
(e)
p+1, B

(m)
D−p] :=

i

2π
B

(e)
p+1 ∧ dB

(m)
D−p

により相殺される．と言うのも，∫
N (D+2)

Â[B
(e)
p+1 + Λ

(e)
p+1, B

(m)
D−p] =

∫
N (D+2)

Â[B
(e)
p+1, B

(m)
D−p] +

i

2π

∫
N (D+2)

Λ
(e)
p+1 ∧ dB

(m)
D−p

=

∫
N (D+2)

Â[B
(e)
p+1, B

(m)
D−p] + (−1)p+1 i

2π

∫
∂N (D+2)=M(D+1)

Λ
(e)
p+1 ∧B

(m)
D−p

となるので，分配関数を

Ẑ[B
(e)
p+1, B

(m)
D−p] := Z[B

(e)
p+1, B

(m)
D−p]e

(−1)p
∫
N(D+2) Â[B

(e)
p+1, B

(m)
D−p]

と正則化すれば良い．

a この理論は p-form electrodynamicsと呼ばれる．
b B•(M(D+1)) := Im

(
d : Ω•−1(M(D+1)) −→ Ω•(M(D+1))

)
はバウンダリー．

3.4 Dijkgraaf-Witten理論

離散的ゲージ理論*26として知られる Dijkgraaf-Witten理論 [DW90]を導入する．

3.4.1 普遍束

G を Lie群とする．

*26 ゲージ場は 1 形式である．
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定義 3.12: ファイバー束の引き戻し

• 構造群 G を持つファイバー束 F ↪→ E
π−→ B

• 連続写像 f : B1 −→ B

を与える．このとき

f∗(E) :=
{
(b1, u) ∈ B1 × E

∣∣ f(b1) = π(u)
}

と定めることで得られるファイバー束 F ↪→ f∗(E)
proj1−−−→ B1 のことを引き戻し束 (pullback bundle)

と呼ぶ（図式 3.1）．

f∗(E) E

B1 B

proj2

proj1 π

f

図 3.1: 引き戻し束

ファイバー束 F ↪→ E
π−→ B が

• B の開被覆
{
Uα
}
α∈Λ

• 局所自明化
{
ϕα : π

−1(Uα)
≈−→ Uα × F

}
α∈Λ

• 変換関数
{
tαβ : Uα ∩ Uβ −→ G

}
α∈Λ

を持つとき，引き戻し束 F ↪→ f∗(E)
proj1−−−→ B1 の構造は

• B1 の開被覆
{
f−1(Uα)

}
α∈Λ

• 局所自明化
{
ϕ̃α : f

−1(Uα)× π−1(Uα)
≈−→ f−1(Uα)× F, (b1, u) 7−→

(
b1, proj2 ◦ ϕα(u)

)}
α∈Λ

• 変換関数
{
t̃αβ : f

−1(Uα) ∩ f−1(Uβ) −→ G, x 7−→ tαβ
(
f(x)

)}
α∈Λ

によって定まる．
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命題 3.1: 引き戻し束の同型

• 2つのファイバー束 F ↪→ E
π−→ B, F ↪→ E1

π−→ B1

• 束写像 (f : B1 −→ B, f̃ : E1
π1−→ E)

を与える．このとき以下の図式を可換にする w : E1 −→ f∗(E) が一意的に存在し，E1 と引き戻し束
f∗(E) が束同型になる．

f∗(E) E

E1

B

B1

proj1

proj2

π

∃!w

π1

f̃

f

証明

w : E1 −→ f∗(E), u 7−→
(
π1(u), f̃(u)

)
と定義すると図式の緑色の部分が全て可換になり，束同型を与える．一意性は w の定義から明らか． �

圏 hoMfd を，

• 多様体を対象とする
• 2つの多様体 X, Y の間のホモトピー集合 [X,Y ] を Hom集合とする

ものとして定義する．

• ∀X ∈ Ob(hoMfd) に対して集合

PrinG(X) :=
{
X 上の主束の束同型類

}
を，

• ∀X, Y ∈ Ob(hoMfd) の ∀[f ] ∈ HomhoMfd (X, Y ) に対して写像

PrinG
(
[f ]
)
: PrinG(Y ) −→ PrinG(X), [ξ] 7−→ [f∗(ξ)]

を

対応づける対応

PrinG : hoMfd −→ Sets

は反変関手である [Hus94, p.53, 10.1 Theorem]．
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定義 3.13: 普遍束

主束 G ↪→ P
π−→ B が G の普遍束 (universal bundle) であるとは，∀X ∈ Ob(hoMfd) について定

まる写像

φP (X) : [X,B] −→ PrinG(X), [f ] 7−→ [f∗P ]

が全単射になること．

普遍束 G ↪→ P
π−→ B において，B のことを G の分類空間 (classifying space) と呼ぶ．

G の普遍束の全空間を EG，分類空間を BG と書く慣習がある．

命題 3.2: 普遍束の特徴付け

主束 G ↪→ EG
πG−−→ BG が G の普遍束であることは，以下の 2つが満たされることと同値である：

(univ-1) ∀X ∈ Ob(hoMfd) および X を底空間にもつ任意の主束 G ↪→ P
π−→ X に対して，ある連

続写像 f : X −→ BG が存在して P と引き戻し束 f∗(EG) が束同型になる．
(univ-2) ∀X ∈ Ob(hoMfd)および任意の連続写像 f, g : X −→ BGに対して，f∗(EG)と g∗(EG)

が束同型ならば f, g はホモトピックである．

証明 (univ-1) は写像 φEG(X) の全射性，univ-2 は写像 φEG(X) の単射性を意味する． �

命題 3.3: 普遍束の全空間の特徴付け

主束 G ↪→ P
π−→ B が普遍束であるための必要十分条件は，∀n ≥ 0 に対して πn(P ) = 0 を充たすこ

とである．

証明 [Ste51, p.102, 19.4] �

命題 3.4:

G が離散群ならば BG = K(G, 1)

証明 命題 3.3より，ホモトピー長完全列から πn(BG) ∼= πn−1(G) が言える．離散群の場合は π0(G) = G か
つ πn>0(G) = 0 なので示された． �

定義したは良いが，与えられた G に対してその普遍束が存在しなければ意味がないので，具体的に EG を
構成しよう．
集合

EGM :=
{
(t0g0, t1g1, . . . )

∣∣ ti ∈ [0, 1], gi ∈ G,
高々有限個の i のみ ti 6=0
かつ

∑
i≥0 ti=1

}
を考える．〈g, t〉 := (t0g0, t1g1, . . . ) と書き，EGM 上の等号を

〈g, t〉 = 〈g′, t′〉 def⇐⇒ ∀i ≥ 0, ti = t′i かつ ∀i ≥ 0, ti = t′i > 0 =⇒ gi = g′i
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と定義する．EGM への G の自由な右作用を

J : EGM ×G −→ EGM,
(
(t0g0, t1g1, . . . ), g

)
7−→ (t0g0g, t1g1g, . . . )

で定義する．EGM には，∀i ≥ 0 について定まる写像

ti : EGM −→ [0, 1], (t0g0, t1g1, . . . ) 7−→ ti,

xi : t
−1
i

(
(0, 1]

)
−→ G, (t0g0, t1g1, . . . ) 7−→ xi

が連続になるような最小の位相を入れる．右作用 J による EGM の商位相空間を BGM := EGM/G とおく．

定理 3.5: Milnor構成

任意の Lie群 G について G ↪→ EGM
p−→ BGM はa主束であり，普遍束でもある．

a p : EGM −→ BGM は商写像．

証明 主束であること 　
　 ∀i ≥ 0 に対して Ui := p

(
t−1
i

(
(0, 1]

))
とおくと，開集合族

{
Ui
}
i≥0
は BGM の開被覆にな

る*27．さらに，∀ 〈g, t〉 ∈ EGM, ∀h ∈ G に対して ti(〈g, t〉 J h) = ti(〈g, t〉) が成り立つので
p−1(Ui) = t−1

i

(
(0, 1]

)
が言える*28．

　次に，∀i ≥ 0 を 1つ固定し，Ui 上の局所自明化を構成する．連続写像

σi : p
−1(Ui) −→ p−1(Ui), 〈g, t〉 7−→ 〈g, t〉 J

(
gi(〈g, t〉)−1

)
を考える．∀h ∈ G に対して

σi
(
〈g, t〉 J h

)
= 〈g, t〉 J

(
h gi(〈g, t〉 J h)−1

)
= 〈g, t〉 J

(
hh−1gi(〈g, t〉)−1

)
= 〈g, t〉 J

(
gi(〈g, t〉)−1

)
= σi

(
〈g, t〉

)
が成り立つから，

si : Ui −→ p−1(Ui), p(〈g, t〉) 7−→ σi(〈g, t〉)

は well-definedな連続写像である．さらに ∀p(〈g, t〉) ∈ Ui に対して p◦ si
(
p(〈g, t〉)

)
= p◦σi(〈g, t〉) =

p(〈g, t〉) が成り立つので si は局所切断である．ここで

ϕi : p
−1(Ui) −→ Ui ×G, si(x) J g 7−→ (x, g)

*27 Ui が BGM の開集合であることは EGM の位相の定義から明らか．∀ 〈g, t〉 ∈ EGM に対して，EGM の定義から
∑

i≥0 ti = 1

なので ∃i ≥ 0, ti 6= 0 であり，p(〈g, t〉) ∈ Ui も言える．
*28

〈g, t〉 ∈ p−1(Ui) ⇐⇒ p(〈g, t〉) ∈ Ui = p
(
t−1
i

(
(0, 1]

))
⇐⇒ ∃h ∈ G, ∃

〈
g′, t′

〉
∈ t−1

i

(
(0, 1]

)
, 〈g, t〉 =

〈
g′, t′

〉
J h

=⇒ ti(〈g, t〉) = ti(
〈
g′, t′

〉
J h) = ti(

〈
g′, t′

〉
) ∈ (0, 1]

⇐⇒ 〈g, t〉 ∈ t−1
i

(
(0, 1]

)
逆の包含は明らか．
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と定義すると，ϕi は well-defined な同相写像になっている*29 ので Ui 上の局所自明化である．別の
j ≥ 0 をとると，∀p(〈g, t〉) ∈ p−1(Ui ∩ Uj), ∀h ∈ G に対して

ϕi ◦ ϕ−1
j

(
p(〈g, t〉), h

)
= ϕi

(
σj(〈g, t〉) J h

)
= ϕi

(
σi(〈g, t〉) J

(
gi(〈g, t〉)gj(〈g, t〉)−1h

))
=
(
p(〈g, t〉), gi(〈g, t〉)gj(〈g, t〉)−1h

)
が成り立つので，変換関数は

tij : Ui ∩ Uj −→ G, p(〈g, t〉) 7−→ gi(〈g, t〉)gj(〈g, t〉)−1

だと分かった*30．
　最後に EGM が第 2可算な Hausdorff空間であることを示さないといけないが，技術的なのでここ
では省略する．詳細は [Hus94, p.55, 11.2 Theorem]を参照．

普遍束であること 　
主束 G ↪→ EGM

p−→ BGM が命題 3.2の条件 (univ-1), (univ-2) を充していることを示す．
(univ-1) 勝手な多様体 X を 1つ固定する．

• X を底空間に持つ任意の主束 G ↪→ P
π−→M

• P の開被覆 U :=
{
Uα
}
α∈Λ

と局所自明化
{
ϕα : π

−1(Uα) −→ Uα ×G
}
α∈Λ

• U に従属する 1の分割
{
vα : X −→ [0, 1]

}
α∈Λ

を与える．1の分割の定義から，∀x ∈ X に対して，U の添字集合 Λ の部分集合

S(x) :=
{
i ∈ Λ

∣∣ supp vi ∩ {x} 6= ∅}
は有限集合である．また，Λ の任意の有限部分集合 I ⊂ Λ に対して X の部分集合

W (I) :=
{
x ∈ X

∣∣ ∀i ∈ I, ∀α ∈ Λ \ I, vi(x) > vα(x)
}

および連続関数

uI : X −→ [0, 1], x 7−→ max

{
0, min

i∈I, α∈Λ\I

{
vi(x)− vα(x)

}}
を考える．W (I) = uI

(
(0, 1]

)
なので W (I) は X の開集合である．このとき，互いに異なる Λ の

任意の有限部分集合 I, J ⊂
finite

Λ に対して，#I = #J ならば W (I)∩W (J) = ∅ になる*31．よっ

て，∀m ∈ Z≥0 に対して

Wm :=
⋃

I ⊂
finite

Λ,

#I=m

W (I),

*29 ∀ 〈g, t〉 ∈ p−1(Ui) を与える．このとき si
(
p(〈g, t〉)

)
= 〈g, t〉 J

(
gi(〈g, t〉)−1

)
なので 〈g, t〉 = si

(
p(〈g, t〉)

)
J gi(〈g, t〉)

であり，G の右作用 J は自由なのでこのような分解は一意である．よって ϕi(〈g, t〉) =
(
p(〈g, t〉), gi(〈g, t〉)

)
であり，ϕi が

well-definedな全単射だとわかった．同相写像であることは，連続写像の合成として書けているので明らか．
*30 gi(〈g, t〉 J h) = gi(〈g, t〉)h なので，tij は well-definedである．
*31 i ∈ I \ J, j ∈ J \ I をとる．このとき ∀x ∈ W (I) に対して vi(x) > vj(x) が成り立ち，かつ ∀y ∈ W (J) に対して

vj(y) > vi(y) が成り立つので，W (I) ∩W (J) = ∅ でないといけない．
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um : X −→ [0, 1], x 7−→

∑
I ⊂

finite
Λ,

#I=m

uI(x)

∑
n≥0

∑
I ⊂

finite
Λ,

#I=n

uI(x)

と定義すると，um は連続関数なので Wm = u−1
m

(
(0, 1]

)
は X の開集合であり，

• X の開被覆 W :=
{
Wm

}
m≥0

• W に従属する 1の分割
{
um : X −→ [0, 1]

}
m≥0

が得られた．特にWm はW (I) の非交和であり，P |W (I) は定義から自明束と同型なので*32 P |Wm

は自明束と同型である．この束同型写像を hm : π−1(Wm)
≈−→Wm ×G とおく．

　今，連続写像

f̃ : P −→ EGM, u 7−→
((
u0 ◦ π(u)

) (
proj2 ◦ h0(u)

)
, . . . ,

(
um ◦ π(u)

) (
proj2 ◦ hm(u)

)
, . . .

)
を考える．u /∈ π−1(Wm) のときは 1 の分割の定義から um ◦ π(u) = 0 となるのでこの写像は
well-definedであり，∀g ∈ G に対して*33

f̃(u J g) =
((
u0 ◦ π(u J g)

) (
proj2 ◦ h0(u J g)

)
, . . . ,

(
um ◦ π(u)

) (
proj2 ◦ hm(u J g)

)
, . . .

)
=
((
u0 ◦ π(u)

) (
proj2 ◦ h0(u)

)
g, . . . ,

(
um ◦ π(u)

) (
proj2 ◦ hm(u)

)
g, . . .

)
= f̃(u) J g

が成り立つ．このとき連続写像

f : X −→ BGM, π(u) 7−→ p
(
f̃(u)

)
は well-definedであり，図式

P EGM

X BGM

f̃

π p

f

を可換にする．i.e. 組 (f, f̃) は束写像である．よって命題 3.1より P と f∗(EGM) が束同型だと
分かった．

(univ-2) 　
�

3.4.2 群コホモロジー

先に進む前に，特異ホモロジー・コホモロジーについて復習する．R を単項イデアル整域，M を R-加群と
する．

*32 W (I) ⊂
⋂

i∈I v
−1
i

(
(0, 1]

)
⊂

⋂
i∈I Ui なので．

*33 u J g は命題 2.2で与えた G の P への右作用である．
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• R-係数特異ホモロジーとは，関手

Hk(-; R) : Top
S•(-;Z)−−−−−→ Chain

Hk−−→ R-Mod

のこと．
• M -係数特異ホモロジーとは，関手

Hk(-; M) : Top
S•(-;Z)−−−−−→ Chain

⊗RM−−−→ Chain
Hk−−→ R-Mod

のこと．
• 任意の位相空間 X に対して，H•(X; R) と H•(X; M) は普遍係数定理

0 −→ Hk(X; R)⊗RM −→ Hk(X; M) −→ TorR1
(
Hk−1(X; R), M

)
−→ 0 (exact)

によって互いに関係する．

特に，特異ホモロジーの場合は構成から ∀k ∈ Z に対して Sk(X; R) が自由加群なのでこの短完全列は分裂し

Hk(X; M) ∼=
(
Hk(X; R)⊗RM

)
⊕ TorR1

(
Hk−1(X; R), M

)
が言える．

• R-係数特異コホモロジーとは，関手

Hk(-; R) : Top
S•(-;Z)−−−−−→ Chain

HomR (-;R)−−−−−−−→ Chainop Hk

−−→ R-Mod

のこと．
• M -係数特異コホモロジーとは，関手

Hk(-; M) : Top
S•(-;Z)−−−−−→ Chain

HomR (-;R)−−−−−−−→ Chain
⊗RM−−−→ Chainop Hk

−−→ R-Mod

のこと．
• 任意の位相空間 X に対して，H•(X; R) と H•(X; M) は普遍係数定理

0 −→ Ext1R
(
Hk−1(X; R), M

)
−→ Hk(X; M) −→ HomR

(
Hk(X; R), M

)
−→ 0 (exact)

によって互いに関係する．

特に，特異コホモロジーの場合は構成から ∀k ∈ Z に対して HomR

(
Sk(X; R); R

)
が自由加群なのでこの短

完全列は分裂し

Hk(X; M) ∼= HomR

(
Hk(X; R), M

)
⊕ Ext1R

(
Hk−1(X; R), M

)
が言える．
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公理 3.2: G 加群

可換群 (M, +) と，群 G の M への左作用

I : G×M −→M

の組み (M, +, I) であって，∀g, h ∈ G, ∀x, y ∈ M に対して以下の条件を充たすものを左 G 加群
と呼ぶ：

(G-mod1) g I (x+ y) = g I x+ g I y

(G-mod2) (gh) I x = g I (h I x)

(G-mod3) 1G I x = x

右 G 加群も同様に定義する．

Z 係数の G の群環とは，可換群 Z⊕G に積

(ag)g · (bg)g :=

∑
hk=g

ahbk


g

を定義してできる環 (Z⊕G, +, · ) のこと．記号として Z[G] と書く．左 G 加群と左 Z[G] 加群は同一視で
きる．

ε : Z[G] −→ Z, (ag)g 7−→
∑
g∈G

ag

を augmentationと呼ぶ．

定義 3.14: 群コホモロジー（代数的）

左 G 加群 M を与える．Z を自明な作用により左 G 加群と見做す．

• 群 G の M-係数ホモロジーとは，

HGrpk (G; M) := Tor
Z[G]
k (Z, M)

のこと．
• 群 G の M-係数コホモロジーとは，

Hk
Grp (G; M) := ExtkZ[G](Z, M)

のこと．

右導来関手の一般論から，任意の G 加群の短完全列 0 −→ M1 −→ M2 −→ M3 −→ 0 (exact) に対応す
る長完全列

· · · −→ Hk
Grp (G, M1) −→ Hk

Grp (G, M2) −→ Hk
Grp (G, M3) (3.4.1)

−→ Hk+1
Grp (G, M1) −→ Hk+1

Grp (G, M2) −→ Hk+1
Grp (G, M3)

−→ · · ·
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が成り立つ．

定理 3.6: 群コホモロジー（位相空間論的）

任意の群 G および G 加群 M に対して

H•(BG; M) ∼= H•
Grp (G; M)

が成り立つ．

証明 �

いくつかの実用上有用な命題を紹介する：

命題 3.5: 色々な群コホモロジー

(1) 任意の有限群に対して

Hk>0
Grp (G; R) = 0

(2) 任意のコンパクト Lie群に対して

H2k+1
Grp (G; R) = 0

(3) 任意の Lie群に対して

H2k
Grp (G; R) ∼= Inv(g)

証明 (1)
�

群 G が有限群のとき，命題 3.5-(1) と群コホモロジーの長完全列 (3.4.1) により短完全列 0 −→ Z −→
R −→ R/Z ∼= U(1) −→ 0 から同型

Hk
Grp (G; Z) ∼= Hk−1

Grp (G; U(1))

がわかる．

3.4.3 関手としての接続

d = D + 1 次元時空M(d) を考える．圏 P1

(
M(d)

)
を*34，

• M(d) の点を対象とする．
• HomP1

(
M(d)

) (x, y) := {σ : [0, 1] −→M(d)
∣∣ σ(0) = x, σ(1) = y

}
によって定義する．

*34 これは groupoidを成し，path groupoidと呼ばれる（https://ncatlab.org/nlab/show/path+groupoid）．
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命題 3.6: 関手としての接続

• M(d) 上の主束 G ↪→ P
π−→M(d)

• P の同伴ベクトル束 V ↪→ E
q−→M(d)

を与える．このとき，任意の P の接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g) に対して

(1) ∀x ∈ Ob(P1

(
M(d)

)
) に対して Γω(x) := q−1({x})

(2) ∀x, y ∈ Ob(P1

(
M(d)

)
), ∀σ ∈ HomP1

(
M(d)

) (x, y) に対してa Γω(σ) :=
(
u =: σ̃(0) 7−→

σ̃(1)
)

と定義される対応

Γω : P1

(
M(d)

)
−→ Vect

は関手である．

a Φu(σ) ∈ G はループ σ のホロノミー．

逆に，関手

Γ: P1

(
M(d)

)
−→ Vect

であって以下の条件を充たすものは P の接続形式 ω ∈ Ω1(P ; g) を与える：

(1) 任意の単調増加関数 f : [0, 1] −→ [0, 1] および ∀σ ∈ HomP1

(
M(d)

) (x, y) に対して
Γ(σ) = Γ(σ ◦ f)

(2) 任意の単調減少関数 f : [0, 1] −→ [0, 1] および ∀σ ∈ HomP1

(
M(d)

) (x, y) に対して
Γ(σ) = Γ(σ ◦ f)

(3) Γ は σ について適切な C∞ 性を充たす．

証明 前半は命題 2.15より明らか．後半は [Bae], [Bar91]を参照 �

大域的切断 s :M(d) −→ P を許容する主束 P およびその接続 ω ∈ Ω1(P ; g) を与え，2 点 x, y ∈ M(d)

を繋ぐ曲線 σ ∈ HomP1

(
M(d)

) (x, y) であって，その水平持ち上げ σ̃ が σ̃(0) = s(x) を充たすものをとる．
するとこのとき σ̃(1) = s(y) J gσ を充たす gσ ∈ G が一意に定まる．さらに 2 点 y, z ∈ M(d) を繋ぐ曲
線 σ′ ∈ HomP1

(
M(d)

) (y, z) であって，その水平持ち上げ σ̃′ が σ̃′(0) = s(y) を充たすものをとると，水平

持ち上げの一意性から ˜(σ′ ∗ σ)(1) = s(z) J gσgσ′ が成り立つ．従って，P が自明束ならば命題 3.6 の関手
Γω : P1

(
M(d)

)
−→ Vect は関手

Γω : P1

(
M(d)

)
−→ BG

と見做せる．ただし BG は

• 一点のみを対象に持つ：Ob(BG) = {∗}
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• G の元を射に持つ．射の合成は G の積として定める

ことで構成される圏である．自明束 P におけるゲージ変換とは，大域的切断の取り替えに伴う変換関数に
よって特徴付けられる．変換関数とは，2つの大域的切断 s1, s2 : M −→ P に対して s1(x) = s2(x) J g12(x)

と定義することで定まる g12 : M −→ G のことであり，σ ∈ HomP1

(
M(d)

) (x, y) に対して
Γω(σ) 7−→ Γ′

ω(σ) = g12(y)
−1Γω(σ)g12(x) (3.4.2)

なる変換を引き起こす*35．i.e. 変換関数 g12 : M −→ P は，自然変換

P1

(
M(d)

)
BG

Γω

Γ′
ω

g12

である．

定義 3.15: 平坦接続

M(d) 上の主束 G ↪→ P
π−→M(d) を与える．このとき P の関手としての接続

Γ: P1

(
M(d)

)
−→ Vect

が平坦接続 (flat connection) であるとは，互いにホモトピックな任意の σ, σ′ ∈ HomP1

(
M(d)

) に対
して

Γ(σ) = Γ(σ′)

が成り立つことを言う．

これまでの議論から，連結なM(d) 上の平坦接続のモジュライ空間は

HomGrp

(
π1(M(d)), G

)
/G (3.4.3)

であることが分かった．ただし G 作用 g 7−→ g−1(-)g によって商をとり，ゲージ変換 (3.4.2)の冗長性を排除
した．

3.4.4 トポロジカルなゲージ理論：Lie群の場合

時空が 2 + 1 次元の連結な閉多様体M(3) であるとする．Lie群 G がコンパクトかつ単連結ならば，M(3)

上の任意の主束は自明束と同型になり，Chern-Simons作用

S[A] :=
k

8π2

∫
M(3)

Tr

(
A ∧A+

2

3
A ∧A ∧A

)
は well-definedである．しかし，G が一般のコンパクト Lie群である場合にはそう上手くいかない．

*35 σ̃(0) = s1(x) とする．このとき σ̃ J g12(x) は s2(x) = s1(x) J g12(x) を始点とする σ の水平持ち上げであるから，
s2(y) J Γ′

ω(σ) = σ̃(1) J g12(x) = s1(y) J Γω(σ) J g12(x) = s2(y) J
(
g12(y)−1Γω(σ)g12(x)

)
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これを解決する方法としては，M(3) を境界に持つ 4次元多様体 N (4) を持ってきて，

S[A] :=

∫
N (4)

Ω(F ) =
k

8π2

∫
N (4)

Tr
[
F ∧ F

]
と定義することが考えられる．この S[A] は Chern指標*36の積分なので整数値を取り，トポロジカルなゲー
ジ場の理論になっている．4次元多様体への拡張は一意ではないので作用は mod 1 の不定性を持つが，分配
関数は well-definedになる．しかし，この構成が可能であるためには任意のM(3) 上の主束 G ↪→ P

π−→M(3)

に対して，N (4) 上の主束 G ↪→ P ′ π′

−→ N (4) であって，∂N (4) =M(3) への制限 P ′|∂N (4) = P を充たすよ
うなものが存在しなくてはいけない．この拡張の障害となるのが，分類写像 γ :M(3) −→ BG の誘導準同型
によるM(3) の基本類 [M(3)] ∈ H3(M(3); Z) の像 γ∗[M(3)] ∈ H3(BG; Z) である*37．もし γ∗[M(3)] = 0

なら拡張が可能だが，そうでないときは不可能ということになる．しかしながら，命題 3.5-(2) よりコンパク
ト Lie群の奇数次のホモロジーは捻れ元 (torsion element) のみから成るので，ある n ∈ Z>0 が存在して

n · γ∗[M(3)] = 0

を充たす．よって素朴には

S[A] :=
1

n

∫
N (4)

Ω(F )

と修正すれば良いように思えるが，このままだと分配関数に e2iπm/n の不定性が残り理論が well-definedでな
い．この不定性を排除するためには，Ω(F ) ∈ H4

dR

(
M(3)

) ∼= H4
dR (BG) ∼= H4(BG; R) だが Ω(F ) は特性類

なので，自然な単射 H4(BG, Z) ↪→ H4(BG; R) を使って Ω(F ) ∼= ρ([ω]) と書けるような [ω] ∈ H4(BG, Z)
が存在することを使い

S[A] :=
1

n

(∫
N (4)

Ω(F )−
〈
γ∗ω, N (4)

〉)
とすれば良い．というのも，de Rhamの定理からそもそも∫

N (4)

Ω(F ) =
〈
γ∗ω, N (4)

〉
であり，[ω] の別の代表元 η をとってきたとすると，その差分は ε ∈ C3(BG; Z) を使って

1

n

〈
γ∗δ4ε, N (4)

〉
=

1

n

〈
ε, γ∗∂N (4)

〉
=
〈
ε, γ∗[M(3)]

〉
∈ Z

になるのである．
もしくは，Cheegar Simons differential character [SS07] α ∈ Ĥ3

(
BG, U(1)

)
を使って

S[A] =
〈
γ∗αA, [M(3)]

〉
と書くこともできる．

*36 Chern-Weilの定理からこれは大域的に well-deifnedである．
*37 厳密にはボルディズム群 ΩSO

3 (BG) を考えなくてはいけない．
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3.4.5 トポロジカルなゲージ理論：有限群の場合

ここからは d 次元の連結な時空M(d) を考える．ゲージ群 G が有限群*38の場合，主束 G ↪→ P
π−→M(d)

の接続は一意に決まる*39．さらにこの主束は被覆空間になるので，∀σ ∈ HomP1

(
M(d)

) (x, x) は x のファイ
バー内の点 u ∈ π−1({x}) について一意的に σ̃ ∈ HomP1(P ) (u, σ̃(1)) へ持ち上がり，σ̃(1) =: σ̃(0) J γP (σ)

とおくことで，連続な群準同型

γP : HomP1

(
M(d)

) (x, x) 7−→ HomBG (∗, ∗) = G,

σ 7−→ γP (σ)

を定める．さらに，M(d) のホモトピーもまた P 上に持ち上がるため，群準同型 γ[P ] : π1(M(d)) −→ G が
定まった．始点 u ∈ π−1({x}) を u J h に取り替えることは γ[P ](σ) 7−→ h−1γ[P ](σ)h の変換を引き起こす．
以上の議論より，写像

PrinG(M(d)) −→ HomGrp

(
π1(M(d)), G

)
/G,

[P ] 7−→ γ[P ]

が全単射だと分かる [FQ93, p.4]．(3.4.3)と比較すると，結局

PrinG(M(d))
1:1←→

{
M(d) 上の平坦接続全体の集合

}
であることが分かった．

定義 3.16: Dijkgraaf-Witten理論

Dijkgraaf-Witten理論を

Z(M(d)) =:
1

#G

∑
γ∈

[
M(d),BG

] e2πiS[γ] w/ S[γ] :=
〈
γ∗α, [M(d)]

〉
(3.4.4)

と定義するa．ここに α ∈ Hd(BG; R/Z) である．

a BG の定義から，主束 P の同型類 [P ] は
[
M(d), BG

]
の元と 1対 1対応するので，左辺では M(d) を底空間とする

主束の同型類全体に渡って和（経路積分）をとっていることになる．

このままだと実用上不便なので，計算しやすい形に書きかえよう．Hk(BG; U(1)) ∼= Hk
Grp (G; U(1)) であ

るから，結局群コホモロジーを具体的に計算することになる．
M を G 加群とする．Milnor構成を思い出すと，群コホモロジーのコチェイン Ck(G; M) を

CkGrp(G; M) :=
{
ω : Gn+1 −→M

∣∣ ∀g ∈ G, ∀g0, . . . , gn ∈ G, ω(g0, . . . , gn) = ω(gg0, . . . , ggn)
}

で定義し，余境界写像 δk+1 : Hk
Grp (G; M) −→ Hk+1

Grp (G; M) を特異コホモロジーからのアナロジーで

(δk+1ω)(g0, . . . , gn+1) :=

n+1∏
j=0

ω(g0, . . . , ĝj , . . . , gn+1)
(−1)j

*38 離散位相を入れて位相群と見做す．
*39 直観的には，ファイバー方向の接空間，i.e. 垂直部分空間が 0 次元になると考える．
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と定義してみる*40．すると δ2 = 0 が確認できるので系列

· · · δ
k

−→ CkGrp(G; M)
δk+1

−−−→ Ck+1
Grp (G; M)

δk+2

−−−→ · · ·

はコチェイン複体を成す．この複体のコホモロジー類をとることで Hk
Grp (G; M) が得られる*41．コチェイン

を別の表示で書くこともできる：

α(g1, . . . , gn) := ω(1, g1, g1g2, . . . , g1 · · · gn)

このとき，余境界写像は

(δn+1α)(g1, . . . , gn+1) = α(g2, . . . , gn+1)

n∏
j=1

α(g1, . . . , gj−1, gjgj+1, gj+2, . . . , gn+1)
(−1)jα(g1, . . . , gn)

(−1)n+1

と作用する．
群コホモロジーの表式を使って分配関数を計算するには，まず M(d) の三角形分割 |T | −→ M(d) をと

る．簡単のため d = 3 とする．M(3) は連結だとしていたので，BG の基点 pt ∈ BG を１つ固定すること
で，分類写像 γ : M −→ BG をホモトピックに変形して，任意の 0 単体 σ0 ∈ T を γ[σ0] = pt に写すよう
にできる．すると，任意の 1 単体 σ1 ∈ T は γ(σ1) ∈ π1(BG, pt) と見做すことができるが，命題 3.4 より
π1(BG, pt) ∼= G であるから，結局分類写像 γ によって ∀σ1 ∈ T と何かしらの gσ1

∈ G が対応付く．この
gσ1 は格子ゲージ理論におけるリンク変数（i.e. ゲージ場）と見做すと分かりやすい．しかるに，G が有限群
であることから主束の接続は平坦でなくてはいけない．そのため，もし σ

(1)
1 , σ

(2)
1 , σ

(3)
1 ∈ T がある 2単体 σ2

について ∂(σ2) = σ
(1)
1 ∪ σ

(2)
1 ∪ σ

(3)
1 をみたすならば

g
σ
(1)
1
g
σ
(2)
1
g
σ
(3)
1

= γ(σ
(1)
1 ∪ σ

(2)
1 ∪ σ

(3)
1 ) = 1 (3.4.5)

にならなくてはいけない．このとき任意の 3 単体 σ3 ∈ T に対して α ∈ H3
Grp (G, U(1)) は W (σ3) ∈ U(1)

を対応づけることができる．つまり，任意の 3単体 σ
(i)
3 を四面体と見做したとき，その 6つある辺のうち 3

つが γ によって gi, hi, ki ∈ G と同定されていれば (3.4.5)から残りの 3辺も決定できるということであり，
W (σ

(i)
3 ) := α(gi, hi, ki) ∈ U(1) として定まる．|T | =

⋃
σ3∈T σ3 であり，３単体 σ

(i)
3 の向きを特徴付ける

εi ∈ {±1} を使って

[M ] =
∑
i

εiγ(σ
(i)
3 )

と書くことができる．よって，作用は

e2πiS[γ] =
∏
i

W (σ
(i)
3 )εi =

∏
i

α(gi, hi, ki)
εi (3.4.6)

と書かれる．

*40 群 G の演算は乗法的な表記を採用した．
*41 群コホモロジーの定義からこの表式を得ることもできるが，Z の Z[G] 加群としての射影的分解を構成するのが少し手間である．
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【例 3.4.1】Riemann面の次元

種数 g の Riemann面 Σg に対して，TQFT(3.4.4)によって定まる Hilbert空間 Z(Σg) の実態は不
明だが，その次元を計算することができる．というのも，

Z(Σg × S1) = Tr
(
Z(idΣg

)
)
= Tr

(
idZ(Σg)

)
= dimZ(Σg)

であるが，最左辺は Σg × S1 の具体的な三角形分割をとることで (3.4.6) を使って計算できるので
ある．

3.5 離散的高次ゲージ理論

Dijkgraaf-Witten理論は離散的ゲージ理論だが，そこで登場したゲージ場は依然として 1形式のものだっ
た．これを higher gauge theoryに拡張するために，新たなゲージ場の表式を導入する．

3.5.1 Deligne-Beilinsonコサイクルとしての U(1) ゲージ場

d = D + 1 次元時空M(d) を考える．M(d) の良い被覆 U :=
{
Uα
}
α∈Λ

を 1つ固定する．
M(d)上のU(1)束U(1) ↪→ P

π−→M(d)を考える．命題 2.1より，P の同型類は変換関数の族
{
gαβ : Uαβ −→

U(1)
}
α, β∈Λ

であって，コサイクル条件

∀x ∈ Uα0α1α2
, gα0α1

(x)gα1α2
(x)gα2α0

(x) = 1

を充たすものによって特徴づけられるのだった．ここで gαβ(x) =: e2iπΛαβ(x) によって
{
Λαβ : Uαβ −→

R
}
α, β∈Λ

を定義すると，コサイクル条件は

∀x ∈ Uα0α1α2
, Λα0α1

(x) + Λα1α2
(x) + Λα2α0

(x) =: nα0α1α2
(x) ∈ Z

と同値である．今，
{
Λα0α1

}
(α0, α1)∈Λ2 ∈ Ȟ1

(
U ; Ω0

Md

)
と見做そう．

U が良い被覆であることと nα0α1α2 : Uα0α1α2 −→ Z が連続であることから*42∀(α0, α1, α2) ∈ Λ3 に対し
て nα0α1α2

(x) は定数関数であり，故に
{
nα0α1α2

}
(α0, α1, α2)

∈ Ȟ2 (U ; ZM(d)) が分かった．特に

∀x ∈ Uα0α1α2α3
, nα0α1α2

− nα0α1α3
+ nα0α2α3

− nα1α2α3
= 0

が成り立つが，左辺は Čech 複体の余境界写像 δ3 : Ȟ2 (U ; ZM(d)) −→ Ȟ3 (U ; ZM(d)) を使って
δ3
({
nα0α1α2

}
(α0, α1, α2)

)
と等しいので{

nα0α1α2

}
(α0, α1, α2)

∈ Ker δ3

i.e. Čech 2-コサイクルの元であることが分かった．
ところで命題 2.6より，ゲージ場とは主束 P の接続形式を U に付随する局所切断によって引き戻して得ら

れる族
{
Aα ∈ Ω1(Uα; u(1))

}
α∈Λ

のことであるが，u(1) ∼= R なので Aα ∈ Ω1(Uα) と見做すことができる．

*42 Z には離散位相を入れる．
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よって
{
Aα
}
α∈Λ
∈ Ȟ0

(
U , Ω1

M(d)

)
と見做すことができる．そしてこのとき ∀α0, α1 ∈ Λ に対して

∀x ∈ Uα0α1 , Aα1(x)−Aα0(x) = g−1
α0α1

(x) dgα0α1(x) = 2iπ dΛα0α1(x)

が言える．以上を図式にまとめると

{Aα0
}

{Λα0α1
}

{nα0α1α2}

0

−δ

δ

d

d

δ

が成り立っている．i.e.(
{nα0α1α2

}, {Λα0α1
}, {Aα0

}
)
∈ Č2(U , Ω−1

X )⊕ Č1(U , Ω0
X)⊕ Č0(U , Ω1

X)

であり，Deligne-Beilinsonコチェインの元であることが分かった．特に CD
1
2 の元だと見做すとこれはコサイ

クルである．
3つ組 (U , P, {Aα}) が与えられたとき，対応する Deligne-Beilinsonコサイクルは(

dq(0,0) , δq(0,0) + d−1m
1,−1, δm1,−1

)
w/ (m(1,−1), q(0,0)) ∈ Č1(U , ZM(d))⊕ Č0(U , Ω0

M(d))

の不定性を持つが，この不定性は局所切断の取り替えに伴うゲージ変換に相当し，コバウンダリとして書けて
いる．よって

(U , P, {Aα})
1:1←→ H2

D (CD2, U)

なる一対一対応があることが分かった．
ゲージ場の強さは局所的に Fα := dAα と定義されたが，今の場合

Fα0 − Fα1 = d(Aα0 −Aα1) = −2iπ d2Λα0α1 = 0

となるので大域的に定義されていることが分かった．
higher gauge fieldに関しても同様である．p-formのゲージ場であれば

(U , P (p), {A(p)
α })

1:1←→ Hp+1
D (CDp+1, U) (3.5.1)

の一対一対応がある．逆に，応急処置としてしばらくの間 (3.5.1)を p-formゲージ場の定義として採用する
ことにしよう．

3.5.2 BF -理論

d = D + 1 次元時空M(d) を考える．
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定義 3.17: BF -理論（U(1) ゲージ場の理論として）

p-form U(1) ゲージ場 A(p) および (d− p− 1)-form U(1) ゲージ場 B(d−p−1) を与える．
このとき，BF -理論を

ZBF[A
(p), B(d−p−1)] := e−SBF[a

(p), B(d−p−1)]

w/ SBF[A
(p), B(d−p−1)] :=

in

2π

∫
M(d)

B(d−p−1) ∧ dA(p)

と定義するa．ただし n ∈ Z とする．

a ∫
M(d) は Deligne-Beilinson コチェインの積分と解釈すべきであるが，形式的に de Rham コチェインの積分として
扱っても問題は生じにくい．

M(d) の良い被覆 U =
{
Uα
}
α∈Λ

を 1つ固定する．ゲージ変換は Deligne-Beilinsonコサイクル

({nα0...αp+2
}, {Λ(1)

α0...αp+1
}, . . . , {Λ(p−1)

α0α1
}, {A(p)

α0
}) ∈ Čp+1(U ; Z)⊕

p⊕
k=0

Čp−k(U ; Ωk)

({mα0...αd−p
}, {λ(1)α0...αd−p−1

}, . . . , {λ(d−p−2)
α0α1

}, {B(d−p−1)
α0

}) ∈ Čd−p−1(U ; Z)⊕
d−p−1⊕
k=0

Čd−p−k−1(U ; Ωk)

によって定義される．特に場の強さは ∀α0, α1 ∈ Λ に対して

dA(p)
α1
− dA(p)

α0
= d

(
δA(p)

)
α0α1

= d
(
dΛ(p−1)

α0α1

)
= 0,

dB(d−p−1)
α1

− dB(d−p−1)
α0

= d
(
δB(d−p−1)

)
α0α1

= d
(
dλ(d−p−2)

α0α1

)
= 0

を充たすので大域的に well-definedである．
BF -理論から発見法的に「ゲージ群」*43が Zn であるような p-form ゲージ理論を得るトリックを説明す

る [BS11, p.6], [KS14, p.9]．具体的には，2つのゲージ場をダイナミカルにするだけで良い：

ZBF :=

∫
[da(p)]

∫
[db(d−p−1)]ZBF[a

(p), b(d−p−1)]

=

∫
[da(p)]

∫
[db(d−p−1)] e

in
2π

∫
M(d) b

(d−p−1)∧da(p)

=

∫
[da(p)]

∣∣∣∣
da(p)=0

ただし，最右辺の拘束条件 da(p) = 0 は Euler-Lagrange 方程式によるものである．この拘束条件により，
a(p) についての和が平坦接続についてのものに制限されたということである．また，任意の閉部分多様体
Σ(p+1), Σ(d−p−2) ⊂M(d) に対するホロノミー

W (Σ(p)) := ei
∫
Σ(p+1) a

(p)

,

W (Σ(d−p−1)) := ei
∫
Σ(d−p−2) b

(d−p−1)

*43 主 p-束の観点からすると，p-formゲージ場に対応する「ゲージ群」は p-群になるべきである．
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は， 〈
W (Σ(p))

〉
=

∫
[da(p)]

∫
[db(d−p−1)] e

in
2π

∫
M(d) b

(d−p−1)∧a(p)ei
∫
M(d) a

(p)∧δ(Σ(p+1))

=

∫
[dB(d−p−1)]

∣∣∣∣
db(d−p−1)= 2π

n δ(Σ(d−p−2))

,

〈
W (Σ(d−p−1))

〉
=

∫
[da(p)]

∫
[db(d−p−1)] e

in
2π

∫
M(d) B

(d−p−1)∧a(p)ei
∫
M(d) b

(d−p−1)∧δ(Σ(d−p−2))

=

∫
[da(p)]

∣∣∣∣
da(p)= 2π

n δ(Σ(p+1))

となることから，Σ(d−p−1) の周りでは

W (Σ(p)) = e−
2πi
n Link(Σ(p),Σ(d−p−1)) ∈ Zn

Σ(p) の周りでは

W (Σ(p)) = e−
2πi
n Link(Σ(p),Σ(d−p−1)) ∈ Zn

のホロノミーがあることが分かる．このことから，BF -理論に登場する 2つのゲージ場をダイナミカルにする
ことで得られる理論は，ホロノミーが Zn に値をとる平坦接続のゲージ理論であること，i.e. Zn ゲージ理論
になっていると見做せるのである．

3.5.3 BF -理論の等価な形

前小節で導入したトリックは，いくつかの等価な形で述べることができる．補助場 ã(d−p−2) を導入し，場
の強さ F (p+1) := dA(p) を独立な場と見做すことで

SBF[F
(p+1), B(d−p−1), ã(p)] :=

in

2π
B(d−p−1) ∧ F (p+1) +

i

2π
dã(d−p−2) ∧ F (p+1)

=
i

2π
F (p+1) ∧ (dã(d−p−2) + nB(d−p−1))

とする．ここでゲージ場をダイナミカルにすることで

ZBF =

∫
[df (p+1)]

∫
[db(d−p−1)]

∫
[dã(d−p−2)] e

−
∫
M(d)

(
in
2π b

(d−p−1)∧f(p+1)+ i
2π dã(d−p−2)∧f(p+1)

)

=

∫
[df (p+1)]

∣∣∣∣
df(p+1)=0

∫
[db(d−p−1)] e−

∫
M(d)

in
2π b

(d−p−1)∧f(p+1)

=

∫
[df (p+1)]

∣∣∣∣
df(p+1)=0, f(p+1)=0

となる．汎函数積分において Bianchi恒等式 dF (p+1) = 0 および平坦接続の拘束条件が付いてくれるのであ
る．もしくは，

ZBF =

∫
[db(d−p−1)]

∫
[dã(d−p−2)]

∫
[df (p+1)] e−

∫
M(d)

i
2πF

(p+1)∧(dã(d−p−2)+nb(d−p−1))

=

∫
[db(d−p−1)]

∫
[dã(d−p−2)]

∣∣∣∣
dã(d−p−2)+nb(d−p−1)=0

(3.5.2)
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と捉えても良い．ã(d−p−2) は，ZBF[F
(p+1), B(d−p−1), ã(p)] に対するゲージ不変性の要請から

ã(d−p−2) 7−→ ã(d−p−2) + dλ̃(d−p−3) − nλ(d−p−2) (3.5.3)

なるゲージ変換を受ける．

3.5.4 BF -理論における ’t Hooft operator

’t Hooft operatorの素朴な定義は T̃ (Σ(d−p−2)) := exp
(
i
∫
Σ(d−p−2) ã

(d−p−2)
)
とすることだが，これはゲー

ジ変換 (3.5.3)の下で不変でない．ゲージ不変にするために，∂Σ(d−p−1) = Σ(d−p−2) を充たす (d− p− 1)-次
元部分多様体 Σ(d−p−1) ⊂M(d) を用いて

T (Σ(d−p−2); Σ(d−p−1)) := exp

(
i

∫
Σ(d−p−2)

ã(d−p−2) + in

∫
Σ(d−p−1)

b(d−p−1)

)
と定義する．然るに (3.5.2)から，これの期待値を計算すると〈
T (Σ(d−p−2); Σ(d−p−1))

〉
=

∫
[db(d−p−1)]

∫
[dã(d−p−2)]

∣∣∣∣
dã(d−p−2)+nb(d−p−1)=0

exp

(
i

∫
Σ(d−p−2)

ãd− p− 2(+)in

∫
Σ(d−p−1)

b(d−p−1)

)

=

∫
[db(d−p−1)]

∫
[dã(d−p−2)]

∣∣∣∣
dã(d−p−2)+nb(d−p−1)=0

exp

(
i

∫
Σ(d−p−1)

(dã(d−p−2) + nb(d−p−1))

)
= 1

となり消えてしまう．

3.6 高次のゲージ理論-より厳密な定式化

時空をM(d) と書く．これまでは高次のゲージ場の配位空間*44について全く触れずに計算を進めてきた．し
かるに，これらの計算は実質的に U(1) ゲージ場についての経路積分になっており，ill-definedである．特に
平坦接続の拘束条件がどの程度厳密に課されているのかには疑問が残る．また，0-formの Dijkgraaf-Witten
理論の場合に見たように，トポロジカルなゲージ場の理論を考える際にはゲージ場の配位空間を真面目に考え
ないと自明な理論しか得られない可能性がある．この小節では，高次のゲージ場の配位空間の構造をできるだ
け正確に記述することを試みる．参考文献は [Alf23]である．

3.6.1 0-formのまとめ

一般化の前に 0-form（i.e. ゲージ場としては 1-form）の場合の結果をまとめておくのが有用である．
まずゲージ群 G が一般の位相群である場合，時空M(d) 上の主束は普遍束により分類された：

PrinG(M(d))/ ∼= 1:1←→
[
M(d), BG

]
(3.6.1)

*44 物理ではモジュライ空間 (moduli space) とも言う．
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ただし ∼= はファイバー束の同型である．これは圏 Mfd における引き戻し*45

P ∗

M(d) BG
γ

と理解することができた．ただし命題 3.3により普遍束の全空間は一点 ∗ と同じホモトピー型なので ∗ と書い
た．一方で，接続としてのゲージ場はこの上に Deligne-Beilinson 2-コサイクルの情報を付加することに他な
らない．概念的には，我々の求めたい接続付き主束の同型類全体と 1対 1対応がある空間を BGconn と書いて

BGconn

M(d) BG

forget
(A, g)

γ

のようになっている．ここに (A, g) ∈ Del2(M(d), Ω•(-, g)) である．また，平坦接続に話を限った BGflat は
より簡単な構造を持つ．これは接続を命題 3.6により関手 P1

(
M(d)

)
−→ BG と見做すことで，M(d) が連

結ならば

BGflat
1:1←→ HomGrp

(
π1(M(d)), G

)
/G (3.6.2)

となることが分かった．
次にゲージ群 G が離散群の場合を考える．このとき接続の定義から自動的に平坦接続になってしまう：

BGconn = BGflat
1:1←→ PrinG(M(d))/ ∼= (3.6.3)

さらに主束が自動的に被覆空間になることから[
M(d), BG

]
1:1←→ HomGrp

(
π1(M(d)), G

)
/G

が分かり，結局

BGconn = BGflat
1:1←→ PrinG(M(d))/ ∼= 1:1←→

[
M(d), BG

]
(3.6.4)

が言えた．i.e. ゲージ場の配位空間は
[
M(d), BG

]
と求まった．

3.6.2 p-formへの拡張

全小節の内容を素朴に p-form（i.e. (p+1)-formゲージ場）の場合に拡張することを考えてみよう．まずは
G を一般の位相群とする．このとき (3.6.1)の一般化として，ある「上手く定義された圏」（∞-トポス）H の
上の homotopy pullbackの図式

P ∗

M(d) BG
γ

*45 正確には全ての射が up to homotopy だとした，homotopy pullback（https://ncatlab.org/nlab/show/homotopy+
pullback）の図式である．

156

https://ncatlab.org/nlab/show/homotopy+pullback
https://ncatlab.org/nlab/show/homotopy+pullback


があると考えて，

PrinG(M(d)) := HomH (M(d), BG)

とおいてみる．ただし PrinG(M(d)) と言うのは「主 p-束」とでも呼ぶべき構造であり，現時点では未定義で
ある．次に「平坦接続」付き「主 p-束」のモジュライ空間 BGflat であるが，これは path groupoidを十分う
まく拡張した「path (p+ 1)-groupoid」Pp+1(M(d)) があると考えて (3.6.2)の一般化

BGflat
∼= HomH

(
Pp+1(M(d)), BG

)
を仮定する．平坦でない場合というのは厄介だが，BG の方を上手く処理できたとして同様に考える．
次に，G が離散群である場合を考える．このとき問題になるのは，(3.6.3)の一般化

BGconn = BGflat

が成り立つのか不明であり，従って (3.6.4)の一般化

BGconn = BGflat
1:1←→PrinG(M(d)) = HomH (M(d), BG)

が成り立っているかが不明な点にある．実際，前節で行ったトリックは BGconn について和をとっていること
になる．しかし，トポロジカル演算子を挿入することを考えるとむしろ PrinG(M(d))/ ∼= の方が配位空間だ
と考える方が自然かもしれない．

3.6.3 高次群の構造が自明な場合：∞-groupoid

全小節の推測を真面目に扱うには，∞-圏の力を借りる必要がある．

定義 3.18: extended group

有限群の列 G = (G1, G2, . . . ) であって，

• ある d が存在して ∀q ≥ d に対して Gq = 1 を充たす．
• ∀p ≥ 2 に対して Gp は可換群

を充たすものを拡張された群 (extended group) と呼ぶ [Che24]．

時空M(d) の三角形分割を与える単体的集合 T ∈ Ob(SimpSet) をとり，勝手な d-単体 σ ∈ Td を 1つ固
定する．σ はちょうど d+1 個の 0-単体 {0, 1, . . . , d} からなる．σ の部分 p-単体は {0, 1, . . . , d} から互い
に相異なる p+ 1 個を選んだ {l0, . . . , lp} ⊂ {0, 1, . . . , d} からなる．i.e.(

d+ 1
p+ 1

)
個存在する．d-単体 σ の部分 p-単体全体の集合を 〈d : p〉 と書く．p 単体の向きは常に l0 < · · · < lp を充た
すようにとる．
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定義 3.19:

• 自明な高次群 (higher group) の構造を持つ σ 上の G = (G1, G2, . . . )-ゲージ場とは，∀p ≥ 1

に対して与えられた写像

A(p) : 〈d : p〉 −→ Gp (3.6.5)

のことa．
• G-ゲージ場 {A(p) : 〈d : p〉 −→ Gp }p≥1 が平坦 (flat) であるとは，∀p ≥ 1 および ∀τ ∈
〈d : p+ 1〉 に対して

p+1∏
j=0

A
(
∂p+1
j (τ)

)(−1)j

= 1Gp
(3.6.6)

を充たすこと．

a A(p) の像の元をゲージ自由度と呼ぶ．

しばらくの間，1 ≤ p ≤ d を 1つ固定する．(3.6.6)により，独立なゲージ自由度は(
d
p

)
個である．よって {1, . . . , d} の互いに相異なる p 点部分集合全体がなす集合を [d : p] ⊂ 〈d : p〉 と書くと，
写像

g(p) : [d : p] −→ Gp, {q1, . . . , qp} 7−→ gq1..., qp (3.6.7)

は独立なゲージ自由度を表している．表示 (3.6.5)と (3.6.7)の間の関係としては [Che24, p.8]に倣って

∀{l0, . . . , lp} ⊂ {0, . . . , d}, A
(
{l0, . . . , lp}

)
=

l1∏
q1=l0+1

· · ·
lp∏

qp=lp−1+1

gq1...qp

を仮定する．このとき面写像 ddj ∈ Hom∆ ([d − 1], [d]) による p-form ゲージ場 A(p) の引き戻しは
∀{l0, . . . , lp} ⊂ {0, . . . , d− 1} について

l1∏
q1=l0+1

· · ·
lp∏

qp=lp−1+1

(ddj
∗g)q1...qp

:= ddj
∗A
(
{l0, . . . , lp}

)
= A

(
ddj
(
{l0, . . . , lp}

))
= A

(
{l0, . . . , lk−1, lk + 1, . . . , lp + 1}

)
(lk−1 < j ≤ lk)

=

l1∏
q1=l0+1

· · ·
lk−1∏

qk−1=lk−2+1

lk+1∏
qk=lk−1+1

lk+1+1∏
qk+1=lk+2

· · ·
lp+1∏

qp=lp−1+2

gq1...qp
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と求まり，縮退写像 sdj ∈ Hom∆ ([d+1], [d]) による引き戻しは*46 ∀{l0, . . . , lp} ⊂ {0, . . . , d+1} について

l1∏
q1=l0+1

· · ·
lp∏

qp=lp−1+1

(sdj
∗g)q1...qp

:= sdj
∗A
(
{l0, . . . , lp}

)
= A

(
sdj
(
{l0, . . . , lp}

))
= A

(
{l0 . . . lk−1, lk − 1, . . . , lp − 1}

)
(lk−1 ≤ j < lk)

=


l1∏

q1=l0+1

· · ·
lk−1∏

qk−1=lk−2+1

lk−1∏
qk=lk−1+1

lk+1−1∏
qk+1=lk

· · ·
lp−1∏

qp=lp−1

gq1...qp , lk−1 < j < lk

1Gp , lk−1 = j

となる．i.e.

(ddj
∗g)q1...qp =

{
gq1...q•, q•+1+1, ..., qp+1 , q• < j < q•+1

gq1...q•, q•+1+1, ..., qp+1
gq1...q•+1, q•+1+1, ..., qp+1

, q• = j

(sdj
∗g)q1...qp =

{
gq1...q•, q•+1−1, ..., qp−1, q• < j + 1 < q•+1

1Gp
, j + 1 ∈ {q1, . . . , qp}

が分かった．以上より，3つ組{
X(p)([d]) := HomSets ([d : p], Gp)

}
d≥0

,{
∂dj : HomSets ([d : p], Gp) −→ HomSets ([d− 1 : p], Gp), g 7−→ ddj

∗g
}
0≤j≤d, d≥1

, (3.6.8){
σdj : HomSets ([d : p], Gp) −→ HomSets ([d+ 1 : p], Gp), g 7−→ sdj

∗g
}
0≤j≤d, d≥1

, (3.6.9)

は単体的恒等式を満たし，単体的集合

X(p) : ∆op −→ Sets

を成す．

定理 3.7:

単体的集合 X(p) ∈ Ob(SimpSet) は∞-groupoidである．

証明 ∀n ≥ 0 および 0 ≤ ∀i ≤ n を 1つ固定する．勝手な圏 SimpSetの射

f : Λni −→ X(p)

を 1つ固定する．このとき，圏 SimpSet における可換図式

Λni X(p)

∆n

f

ι
∃f̄

*46 部分単体の次数は相変わらず p であることに注意．
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の存在を示せば良い．ところで系 C.4から，射 f, ι はそれぞれ

(f0, . . . , f̂i, . . . , fn) ∈
∏

k∈[n]\{i}

X(p)
(
[n− 1]

)
,

(dn0 , . . . , d̂
n
i , . . . , d

n
i ) ∈

∏
k∈[n]\{i}

∆n
(
[n− 1]

)
であって ∀j, k ∈ [n] \ {i} s.t. j < k について ∂n−1

j (fk) = ∂n−1
k−1 (fj) を充たすものと同一視できる．よって示

すべきは ∂nj (f̄) = fj (∀j ∈ [n] \ {i}) を充たす f̄ ∈ X(p)
(
[n− 1]

)
= HomSets ([n− 1 : p], Gp) が存在する

ことである*47．n ≥ p のときは自明なので n < p を考える．
{q1 < . . . < qp} ∈ [n− 1 : p] に含まれない最小の整数を j とおき，j に関する数学的帰納法によって写像

f̄ の行き先 f̄({q1, . . . , qp}) を構成する．まず j = 1 のときは

f̄({q1, . . . , qp}) := f0({q1 − 1, . . . , qp − 1})

とおく．j > 1 のときは帰納法の仮定を使い

f̄({q1, . . . , qp}) := fj({q1, . . . , qm, qm+1 − 1, . . . , qp − 1})
× f̄({q1 + 1, . . . , qm + 1, qm+1, . . . , qp})−1

（ただし qm = j）とおくと，j ≤ i− 1 までの帰納法が完成する．
次に {q1 < . . . < qp} ∈ [n− 1 : p] に含まれない最大の整数を j とおき，j に関する数学的帰納法によって

写像 f̄ の行き先 f̄({q1, . . . , qp}) を構成する．まず j = n− 1 のときは

f̄({q1, . . . , qp}) := fn({q1, . . . , qp})

とおく．j < n− 1 のときは帰納法の仮定を使い

f̄({q1, . . . , qp}) := f̄({q1, . . . , qm, qm+1 − 1, . . . , qp − 1})−1

× fj({q1, . . . , qm, qm+1 − 1, . . . , qp − 1})

（ただし qm = j）とおくと，j ≥ i + 2 までの帰納法が完成する．以上の 2段階の帰納法により f̄ が定まっ
た．(3.6.9)を使うと ∂nj (f̄) = fj が分かる． �

定理 3.8: X(p) は Eilenberg-MacLane空間

πn
(∣∣∣X(p)

∣∣∣) = {Gp, n = p

1, n 6= p

証明 定理 C.6より，∞-groupoid X(p) の単体的ホモトピー群を計算すれば良い．n = 0 のときと n < p の
ときは Zn(X, ∗) ⊂ Xn = {∅} なので π∆

n (X, ∗) = 1 である．
n > p とする．すると ∀Q := {q1 < . . . < qp} ∈ [n : p] に対してある 0 ≤ j ≤ n が存在して j /∈ Q を充た

す．よって ∀h ∈ Zn(X, ∗) をとると (3.6.8)から

∂ni h(Q) = h({q1, . . . , q•, q• + 1, . . . , qp+1 + 1}) = (σ0)
n−1(∗) = 1Gp

*47 このような f̄ のことを角 Λn
i の fillerと呼ぶ．
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が分かる．i.e. Zn(X, ∗) = {1} であり，π∆
n (X, ∗) = 1 が分かった．

n = pとする．[p : p]は一点集合で [p+1 : p]は p+1点集合なのでX(p)([n]) ∼= Gp, X
(p)([n+1]) ∼= G

×(p+1)
p

となる．よって x ∈ X(p)([n+ 1]) を

x = (x1, . . . , xp+1)

と書く．∀a, b ∈ Zn(X(p), ∗) をとる．このとき a と b を繋ぐホモトピー x ∈ X(p)([n+ 1]) は存在すれば

x1 = x2x1 = · · · = xpxp−1 = 1, xp+1xp = a, xp+1 = b

を充たすが，これの解は a = b でないと存在しない．よって a ∼ b ⇐⇒ a = b であり，π∆
n (X

(p), ∗) ∼= Gp

が分かる． �

3.6.4 2-群の場合：ホロノミー 2-関手

次に，ゲージ群が 2-群の場合を考えよう．[KT13]を参考に，ゲージ群が厳密な 2-Lie群 G である場合から
出発する．命題 F.13より G は交差加群 (G2

t−→ G1, α) と等しい．G1, G2 の単位元における接空間をとるこ
とで，微分交差加群 (g2

dt−→ g1, dα) を得る．
時空の good cover

{
Uα
}
α∈I を 1つ固定する．命題 3.6のように，2-接続をホロノミーのなす関手として定

義するところから始める．

定義 3.20: path 2-groupoid

M を d 次元 C∞ 多様体とする．path 2-groupoid P2 (M) を以下のように定義する：

• Ob(P2 (M)) :=M

• ∀x, y ∈M に対して

Ob(HomP2(M) (x, y)) :=
{
γ : [0, 1]→M

∣∣ γ(0) = x, γ(1) = y
}
/∼

• ∀γ0, γ1 ∈ Ob(HomP2(M) (x, y)) に対して

HomHomP2(M)
(γ0, γ1) :=

{
Σ: [0, 1] −→M

∣∣∣ Σ(0, t)=const.,Σ(1, t)=const.,
Σ(-, 0)=γ0,Σ(-, 1)=γ1

}/
∼

2-射は適切な縦の合成と横の合成を持つ [BS05, Definition20, p.20]．ただし ∼ は thin homo-
topy [BS05, Definition19, p.20]である．

定理 2.1と同様に，主 2-束を変換関数によって特徴付ける．

3.7 (1+1)-次元の有限 0-form対称性のゲージ化

[BT18]に従って，(1 + 1)-次元系の，フュージョン則がある種の有限性を充たすような 0-form symmetry
をゲージ化する手続きを与える．この構成は，具体例として非可換有限群 G の 0-form symmetry のゲージ
化を含む．
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3.7.1 ユニタリフュージョン圏としての 0-form対称性

公理 3.3: (1 + 1)-次元の有限群 0-form対称性

(1+1)-次元系における有限のa0-form symmetryは，ユニタリフュージョン圏として特徴付けられる．

a 単純対象が有限個

公理 3.3を解読する．ユニタリフュージョン圏 C を 1つ固定する．
まず，トポロジカル演算子は a ∈ Ob(C) によってラベルされる．C ⊂ M を向きづけられた 1次元部分多

様体（i.e. 曲線）とすると，理論 T にトポロジカル演算子を挿入した際の分配関数は

〈· · ·Ua(C) · · ·〉

となる．特に，単位対象 1 ∈ Ob(C) に対応するトポロジカル演算子は分配関数を変えない：

〈· · ·U1(C) · · ·〉 = 〈· · ·〉

f ∈ HomC (a, b) は，トポロジカルな点状の演算子を表し，トロポジカル演算子のラベルを取り替える．

f

a

b

∀a, b ∈ Ob(C) に対し，その直和

〈· · ·Ua⊕b(C) · · ·〉 = 〈· · ·Ua(C) · · ·〉+ 〈· · ·Ub(C) · · ·〉

が存在する．また，2つのトポロジカル演算子はフュージョンすることができる：

〈· · ·Ua⊗b(C) · · ·〉 =
∑

c∈Simp(C)

N c
ab 〈· · ·Uc(C) · · ·〉

特に C がフュージョン圏であることから，Simp(C) にはある種の有限性を要請していることになる．
C は rigid なモノイダル圏でもあり，associator，evaluation, coevaluation に対応するデータも持つ．

associatorに対応するデータはしばしば F -symbol*48と呼ばれる．

【例 3.7.1】圏 VecαG とアノマリー

C = VecαG とする．【例 F.3.3】により VecαG と Vecα
′

G の間のテンソル関手は 2 つ組 (f, µ) ∈
Aut(G)×H3

Grp

(
G; U(1)

)
によって指定される．特に f = Id と選ぶと，これは 2次元の理論 T にお

ける Dijkgraaf-Wittenタイプの’t Hooftアノマリーを指定することに他ならない．

*48 F -symbolは，厳密には associatorそのものではない．
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【例 3.7.2】圏 VecαG と G-SPTのスタック

C = VecαG とする．VecαG の自己同型はモノイダル自然同型によって与えられるが，【例 F.3.4】によ
りそれは 2つ組 (f, τ) ∈ Aut(G)×H2

Grp

(
G; U(1)

)
を指定する．これは 2次元の理論 T に 2次元の

ボゾニック G-SPTをスタックする操作に他ならない．

3.7.2 代数対象とゲージ化

(1 + 1)-次元系における有限の 0-form symmetry を公理 3.3 によりユニタリフュージョン圏
(C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) と見做す．

定義 ph 3.1: ゲージ化

(1 + 1)-次 元 時 空 M (2) 上 の 場 の 理 論 T が 0-form symmetry
(C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) を持つとする．
　 T のゲージ化 (gauging) とは，圏 C における特殊な対称 Frobenius代数 (A, µ, υ, ∆, ε) を 1つ指
定することを言う．ゲージ化された理論のことを T/A と書く．

定義 3.1を解読する．まず (1 + 1)-次元時空 M (2) の任意の三角形分割 K ∈ Ob(SimpSet) をとり，その
Poincaré双対をとることで得られるグラフ P (1)(K) を考える（図 3.2）*49．グラフ P (1)(K) の全ての辺にト
ポロジカル演算子 A ∈ Ob(C) を置き，頂点には射 µ : A⊗A −→ A または ∆: A −→ A⊗A を置くことで，
グラフ P (1)(K) はストリング図式 FA(K) を与える．次の命題 3.7より，A が特殊な対称 Frobenius代数で
あることが，このストリング図式 FA(K) が位相不変量であること（i.e. ゲージ不変性）を保証しているのだ
と分かる．

図 3.2: 2次元多様体 M (2) の三角形分割 K の一部と，その Poincaré双対グラフ P (1)．

命題 3.7: ゲージ化は三角形分割の取り方によらない

ストリング図式 FA(K) は，時空多様体 M (2) の三角形分割 K の取り方によらない．

証明 FA(K) が双星状移動に関して不変であることを示せば良い．2次元 PL多様体の双星状移動は以下の 2
つである：

*49 グラフ P (1) は，後述する多面体分割の一例となっている．

163



7−→

(a) 2-4型の Pachner移動

7−→

(b) 1-3型の Pachner移動

図 3.3: 2次元 PL多様体の双星状移動 (Pachner移動)

Frobenius代数の定義 (Frob-2)より，2-4型の双星状移動の下で FA(K) は不変である．1-3型の双星状移
動に関しては，

∆

µµ

= ∵ (Frob-2)

= ∵ 特殊

により不変であることがわかった． �

従来のゲージ化の定義との対応は，次の【例 3.7.4】によって分かる．逆に言うと，定義 3.1は【例 3.7.4】
を一般化したものである．

【例 3.7.3】VecG におけるゲージ化

G を可換とは限らない有限群とし，【例 F.3.1】で定義したユニタリフュージョン圏 C = VecG を考
える．
　 A :=

⊕
g∈GKg とおこう．ただし ∀g ∈ G に対して Kg は 1次元 K-ベクトル空間であり，その基

底を eg と書く．このとき

• VecG の射

µ : A⊗A −→ A, eg ⊗ eh 7−→ egh

• VecG の射

υ : 1 −→ A, 1G 7−→
∑
g∈G

δ1G,geg

は明らかに VecG の代数対象を成す．さらに
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• VecG の射

∆: A −→ A⊗A, eg 7−→
∑
h∈G

eh ⊗ eh−1g

• VecG の射

ε : A −→ 1, eg 7−→ δ1G,ge1G

は ∀g ∈ G に対して

(IdA ⊗∆) ◦∆(eg) = (IdA ⊗∆)

(∑
h∈G

eh ⊗ eh−1g

)
=
∑
h, k∈G

eh ⊗ ek ⊗ e(hk)−1g,

(∆⊗ IdA) ◦∆(eg) =
∑
h, k∈G

ek ⊗ ek−1h ⊗ eh−1g

=
∑
k∈G

ek ⊗

(∑
h∈G

ek−1h ⊗ eh−1g

)

=
∑
k∈G

ek ⊗

(∑
h∈G

eh ⊗ e(kh)−1g

)
= (IdA ⊗∆) ◦∆(eg),

(ε⊗ IdA) ◦∆(eg) =
∑
h∈G

δ1G,he1G ⊗ eh−1g

= e1G ⊗ eg
= lA(eg),

(IdA ⊗ ε) ◦∆(eg) =
∑
h∈G

δ1G,h−1geh ⊗ eh−1g

= eg ⊗ e1G
= rA(eg)

を充たすので組 (A, ∆, ε) は余代数対称である．その上

(IdA ⊗ µ) ◦ (∆⊗ IdA)(eg ⊗ eh) = (IdA ⊗ µ)

(∑
k∈G

ek ⊗ ek−1g ⊗ eh

)
=
∑
k∈G

ek ⊗ ek−1gh,

∆ ◦ µ(eg ⊗ eh)

=
∑
k∈G

ek ⊗ ek−1(gh)

(µ⊗ IdA) ◦ (IdA ⊗∆)(eg ⊗ eh) = (µ⊗ IdA)

(∑
k∈G

eg ⊗ ek ⊗ ek−1h

)
=
∑
k∈G

egk ⊗ ek−1h
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=
∑
k∈G

ek ⊗ e(g−1k)−1h

=
∑
k∈G

ek ⊗ ek−1gh

が成り立つので Frobenius代数であり，

(ε⊗ IdA∗) ◦ (µ⊗ Idx∗) ◦ (IdA ⊗ coevLA)(eg) = (ε⊗ IdA∗) ◦ (µ⊗ Idx∗)

(
eg ⊗

(∑
h∈G

eh ⊗ eh−1

))
=
∑
h∈G

δ1G,gheh−1

= eg,

(Id∗A ⊗ ε) ◦ (Id∗x ⊗ µ) ◦ (coevRA ⊗ IdA)(eg) = (Id∗A ⊗ ε) ◦ (Id∗x ⊗ µ)

((∑
h∈G

eh−1 ⊗ eh

)
⊗ eg

)
=
∑
h∈G

δ1G,hgeh−1

= eg

が成り立つので対称 Frobenius代数であり，

µ ◦∆(eg) = µ

(∑
h∈G

eh ⊗ eh−1g

)
=
∑
h∈G

eg

= |G|IdA(eg)

が成り立つので組 (A, µ, υ, ∆, ε) は特殊 Frobenius代数であることが分かった．以上の考察から，組
(A, µ, υ, ∆, ε) は定義 3.1の意味で対称性 VecG のゲージ化である．
　従来の意味のゲージ化とは，理論をゲージ場と結合させてゲージ場に関する経路積分を実行するこ
とであった．0-form symmetryの全てのトポロジカル演算子のあらゆる可能な配位に関する足し上げ
と言っても良い．定義 3.1の意味のゲージ化は，今回の場合は時空の三角形分割から得られる双対グ
ラフの全ての辺上に，全てのトポロジカル演算子を足し上げることで構成されるトポロジカル演算子
A =

⊕
g∈GKg をアサインしているため，まさにトポロジカル演算子のあらゆる可能な配位に関する

足し上げを実行したことに他ならないa．

a 暗に和をとる順序を変えている．単純対象が有限個で，三角形分割も有限であるから，有限和の順序交換となって
well-definedである．

3.7.3 ゲージ化された理論の持つ対称性

定義 3.1に倣い，ユニタリフュージョン圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) の特殊な対称 Frobe-
nius代数 (A, µ, υ, ∆, ε) を 1つ固定する．このとき，ゲージ化された理論 T/A の持つ 0-form symmetryは
どのようなユニタリフュージョン圏で特徴づけられるのだろうか？
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命題 ph 3.1: ゲージ化された理論の持つ対称性

T/A の持つ対称性は，C における (A, A)-両側加群対象がなす圏 BimodC (A, A) である．

命題 3.1を理解しよう．まず，T/A の分配関数は，T の分配関数に A でラベルされたトポロジカル演算子
を，時空多様体 M (2) 上のメッシュに沿って挿入したものである：

ZT/A(M
(2)) = ZT




したがってトポロジカル演算子として p ∈ Ob(C) でラベルされるようなものを依然として考えることができ
るが，それが A の任意のメッシュの配位に対してトポロジカルであるためには，p でラベルされたトポロジ
カル演算子と A でラベルされたトポロジカル演算子との間のフュージョン則にある種の整合性条件を課す必
要がある．命題 3.1は，その整合性条件がまさに (A, A)-両側加群対象の条件 (bimod-1)-(bimod-3)である
ことを主張している．物理的には，トポロジカル演算子の向きが逆になっていてもフュージョンできるべきで
ある．幸いにして C がユニタリフュージョン圏であることから，coevL, coevR を用いることで A-加群の構
造の定義に登場する矢印の向きを全て逆転して，A-余加群の構造を常に持たせることができる．
次に，2つの異なるトポロジカル演算子 p, q ∈ Ob(C) を考える．これらの接合部となる点状のトポロジカ

ル演算子 f ∈ HomC (p, q) は，左右からの A の作用について可換でなくてはいけない．i.e. (A, A)-両側加
群の準同型ということになる．このことから，(1 + 1)-次元の理論 T/A の持つトポロジカル演算子全体が圏
BimodC (A, A) を成すことがわかる．
しかるに，圏 BimodC (A, A) が 0-form symmetryであるためにはそれがユニタリフュージョン圏になら

なくてはいけない．まず，テンソル積は代数 A 上のテンソル積 (⊗A, π) だと考えられる．実際，こうするこ
とで (p, λ1, ρ1), (q, λ2, ρ2) ∈ Ob(BimodC (A, A)) のフュージョン則が

ρ1

π

p

p

p⊗A q

A

q
=

λ2

π

p

A q

q

p⊗A q

のようになるが，これはまさに p, q に挟まれた A のメッシュを p, q のフュージョンにおいて無視できるこ
とを意味する．BimodC (A, A) の associatorと unitors，left/right evaluation, coevaluationは

ãp,q,r := πp,q⊗Ar ◦ (Idp ⊗ πq,r) ◦ ap,q,r ◦ (π̄p,q ⊗ Idr) ◦ π̄p⊗Aq,r,

¯evLp := υ ◦ evLp ◦ π̄p∗,p,
¯coevLp := πp,p∗ ◦ coevLp ◦∆,

...

のように定義する．こうして (BimodC (A, A) , ⊗A, 1, ā, l̄, r̄, ¯evL, ¯coevL, ¯evR, ¯coevR) がユニタリフュー
ジョン圏になり，公理 3.3の意味で T/A の 0-form symmetryを特徴付ける．
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命題 ph 3.2: half-space gauging

時空多様体 M が 1次元部分多様体 D によって 2つの領域 M1, M2 に分割されているとする．左側
の M1 には理論 T を，右側の M2 にはゲージ化された理論 T/A を置く（図 3.4）a．
このとき，ドメインウォール D が成す圏は ModC-A であり，(C, BimodC (A, A))-両側加群圏の構
造を持つ．

D

T T/A

図 3.4: half-space gauging．ドメインウォール D には右から A が作用するので右 A-加群である．さ
らに，左からは T のトポロジカル演算子が，右からは T/A のトポロジカル演算子が作用するため，
(C, BimodC (A, A))-両側加群でもある．

a この設定を half-space gaugingと呼ぶ．

【例 3.7.4】VecG のゲージ化

G を有限群とする．前小節と同様に，VecG の対象 Frobenius代数として

A :=
⊕
g∈G

K{eg}

µ : A⊗A −→ A, eg ⊗ eh 7−→ egh

υ : 1 −→ A, 1G 7−→
∑
g∈G

δ1G,geg

∆: A −→ A⊗A, eg 7−→
∑
h∈G

eh ⊗ eh−1g

ε : A −→ 1, eg 7−→ δ1G,ge1G

を選ぶ．VecG の右 A-加群対象全体がなす圏 ModVecG
-A とはなんだろうか．

　まず，∀m ∈ Ob(VecG) に対してある非負整数の族
{
Ng
}
g∈G が存在して m =

⊕
g∈GNgK{eg} と

書くことができる．m が右 A-加群対象であるためには，(associativity), (unitarity) を充たす VecG

の射 ρ ∈ HomVecG
(m⊗A, m) を見つけなくてはいけない．【例 F.3.1】から，VecG のテンソル積は

m⊗A =
⊕
g∈G

⊕
h∈G

NhKeh ⊗K Keh−1g

と書けるから，結局 ∀g, h ∈ G に対して

ρg,h : NgKeg ⊗K Keh −→ NghKegh
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を指定すれば ρ が定まる．(associativity)より ∀g, h, k ∈ G に対して

ρgh,k ◦ ρg,h = ρg,hk

が，(unitarity)より ∀g ∈ G に対して

ρg,1G = Id

がわかる．よって ∀g, h ∈ G に対して

ρg,h ◦ ρgh,h−1 = ρgh,1G = Id

が言える．ここから

Ng = N1G =: Nρg,h = ρ1G,gh ◦ ρ−1
1G,g

が分かる．i.e. m = NA であり，ρ は線型同型写像の族
{
ρ1G,g

}
g∈G によって完全に決定できる．と

ころが，∀(NA,
{
ρ1G,g

}
g∈G) ∈ Ob(ModVecG

-A) は明らかに (NA,
{
Id
}
g∈G) と右 A-加群対象とし

て同型である．よって (NA,
{
Id
}
g∈G) のみ考えれば良い．

次に，射 f ∈ HomModVecG
-A (NA, N ′A) を考える．右作用が自明なのでこれはただの線型写像であ

る．以上の考察から，まず ModVecG
-A ∼= VecK が分かった．

同様の考察から，(NA,
{
λg,1G

}
g∈G,

{
ρ1G,g

}
g∈G) ∈ Ob(BimodVecG

(A, A)) と見做すことができ
る．条件 (bimod-3)から ∀g, h ∈ G に対して

λg,1G ◦ λh,1G = xgh,1G

がわかるが，λg,1G ∈ GL(NA) であることから左作用のデータ
{
λg,1G

}
g∈G は群 G の表現を与える

ことが分かる．BimodVecG
(A, A) の射は明らかに G-同変写像であるから，BimodVecG

(A, A) ∼=
Rep (G) が分かった．

【例 3.7.5】Rep (G) のゲージ化

G を有限群とする．Rep (G) の対象 Frobenius代数としては，正則表現 (regular representation)

A : G −→ GL

⊕
g∈G

Kĝ

 , g 7−→ (ĥ 7−→ ĝh)

をとってくる．代数対象の乗法は G-同変写像

µ :

⊕
g∈G

Kĝ

⊗
⊕
g∈G

Kĝ

 −→⊕
g∈G

Kĝ, ĝ ⊗ ĝ 7−→ δg,hĝ

で，unitは G-同変写像

υ : 1 −→
⊕
g∈G

Kĝ, 1 7−→
∑
g∈G

ĝ

である．
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∀(r : G −→ GL(R)) ∈ Ob(Rep (G)) を 1つ固定する．右 A-加群対象を指定するには右作用 ρ : r ⊗
A −→ r を指定せねばならない．

3.7.4 等価なゲージ化

時空多様体M (2)のメッシュが同一だとすると，異なる対称Frobenius代数 (A, µ, υ, ∆, ε), (A′, µ′, υ′, ∆′, ε′)

はいつ同じゲージ化された理論 T/A ∼= T/A′ を与えるのだろうか？ この ∼= は，ゲージ化された理論の持つ
対称性およびドメインウォールが等価であることを意味する．

定義 ph 3.2: 等価なゲージ化

T/A ∼= T/A′ であるとは，左 C-加群圏の同値 ModC-A ∼= ModC-A
′ が成り立つこと，i.e. A と A′

が森田同値であることを言う．

定理 3.9: 加群圏の特徴付け

• 有限な多重テンソル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR)
• 既約かつ完全な左 C-加群圏 (M, I, α, λ)a

• 勝手なM の対象 m ∈ Ob(M)

を与える．このときM の internal hom functor ( :Mop ×M −→ C に関して m ( m は C にお
ける代数対象になり，関手

F :M−→ModC-(m( m), n 7−→ m( n

は左 C-加群圏の同値である．

a [EGNO15, p.152]

証明 [EGNO15, THEOREM7.10.1, p.150] �

定理 3.9および定義 3.2より，ゲージ化の同値類は既約かつ完全な左 C-加群圏 (M, I, α, λ)*50と一対一対
応する．このことから，ゲージ化された理論を T/A と書く代わりに T/M と書く．さらに命題 3.2より，そ
のM は元の理論 T とゲージ化された理論 T/M の間のドメインウォールを記述する．

3.7.5 再ゲージ化

既約かつ完全な左 C-加群圏 (M, I, α, λ) を 1つ固定する．命題 3.1, 3.2および定理 3.9から，ある対称
Frobenius代数対象 A ∈ Ob(C) が存在して左 C-加群圏の同値M∼= ModC-A が成り立ち，ゲージ化された
理論 T/M は C′ := BimodC (A, A) の対称性を持ち，M は自然に (C, BimodC (A, A))-両側加群圏の構造
を持つ．

*50 [EGNO15, p.152]
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既約かつ完全な左 BimodC (A, A)-加群圏 (M′, I′, α′, λ′)′ をとってきてこの操作を繰り返すことは，
(C, C′′)-両側加群圏の構造を持つ Deligne のテンソル積 M �C′ M′ によって T/(M �C′ M′) とゲージ化
することに等しい．特に，M の反対加群*51 Mop を加群積の順序を逆にすることで定義する*52と，Mop

は (C′, C)-両側加群圏となり，M �C′ Mop によるゲージ化は対称性を元に戻す．i.e. 定義 3.2 の意味で
T ∼= T/M/Mop が成り立つ．

3.7.6 ゲージ化で移り合える対称性

命題 ph 3.3: ゲージ化で互いに移り合える対称性

(1 + 1)-次元の理論の対称性 C, C′ が適切なゲージ化によって互いに移り合える必要十分条件は，その
Drinfeldセンターが一致することである．

3.8 Turaev-Viro理論

前節で見てきたように，1 + 1 次元における有限対称性とは ユニタリフュージョン圏のことであった．一方
で，Turaev-Viro理論とは，与えられた球状フュージョン圏 C のデータを素材にして構成される 2+ 1 次元
の TQFTである [TV92]．2 + 1 次元の symmetry TFTとして Turaev-Viro理論を採用することにより，境
界に C の対称性を持つ理論を作ることができる [AFM20]．
この節では [TV17], [KB10], [BK01]に従い Turaev-Viro理論の構成を行う．

3.8.1 球状圏に関する準備

以下では，代数閉体 K 上の球状フュージョン圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, coevL, evL, coevR, evR) と，その旋回構
造 p を 1つ固定する．C の単純対象の同型類が成す有限集合を Simp(C) と書く．

補題 3.1: 単純対象のHom

半単純かつ有限な任意の K-線形アーベル圏 C において，以下が成り立つ：

(1) ∀a, b ∈ Simp(C) に対して

HomC (a, b) = δabK

が成り立つ．
(2) ∀a ∈ Simp(C) および ∀x ∈ Ob(C) に対して，以下の条件を充たす射の族{

pα : x −→ a, iα : a −→ x
}
α∈Λ

が存在する：

*51 反対圏は op を上付きに書くことで区別する．
*52 より正確には，さらに left/right actorの逆写像をとる
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(part-1) |Λ| = dimK HomC (x, a) = dimK HomC (a, x)

(part-2)
{
pα : x −→ a

}
α∈Λ

は K-ベクトル空間 HomC (x, a) の基底である．
(part-3)

{
iα : a −→ x

}
α∈Λ

は K-ベクトル空間 HomC (a, x) の基底である．
(part-4) ∀α, β ∈ Λ に対して，pα ◦ iβ = δαβIda

証明 (1) アーベル圏の定義により，∀ϕ ∈ HomC (a, b) \ {0} は核 kerϕ : Kerϕ ↪→ a および余核
cokerϕ : b � Cokerϕ を持つ．いま a は単純だから，モノ射 kerϕ は零射である．よって ϕ が
モノ射だと分かった．一方で，再度アーベル圏の定義によりモノ射 ker(cokerϕ) : Ker(cokerϕ) ↪→ b

が存在する*53．b もまた単純でかつ ϕ 6= 0 より，モノ射 ker(cokerϕ) は同型射であり，従って
cokerϕ = 0，i.e. ϕ はエピ射だと分かった．
　以上の考察から ∀ϕ ∈ HomC (a, b) は零射であるか同型射であるかのどちらかである*54から，a 6= b

ならば HomC (a, b) = 0 である．a = b のとき，HomC (a, b) =: EndC(a) は射の合成に関して結合多
元体 (division algebra) を成すが，フュージョン圏 C は有限なので EndC(a) は K-ベクトル空間とし
て有限次元であり，かつ K が代数閉体であるから，EndC(a) = K しかありえない．

(2) C は半単純なので，x は有限の直和分解

x ∼=
⊕

b∈Simp(C)

Nbb

を持つ．直和を特徴付ける射の族*55を
{
i
(b)
β : b −→ x

}
b∈Simp(C), 1≤β≤Nb

と書こう．
　ここで ∀a ∈ Simp(C) を 1 つ固定し，Λ := {1, . . . , Na} とおく．このとき直和の普遍性により，
∀α ∈ Λ に対して射 p

(a)
α : x −→ a が一意的に存在して以下の図式を可換にする*56：

a x

a

i
(a)
β

δαβIda
p(a)
α

i.e. pα := p
(a)
α , iα := i

(a)
α と選ぶことで (part-4) が充たされる．さらに，極限・余極限と Homの交換

および (1) から K-ベクトル空間としての同型

HomC (x, a) ∼=
⊕

b∈Simp(C)

NbHomC (b, a) = K⊕Na ,

HomC (a, x) ∼=
⊕

b∈Simp(C)

NbHomC (a, b) = K⊕Na

があるので (part-1)-(part-3) も充たされる．
�

*53 この 2つ組
(
Ker(cokerϕ), ker(cokerϕ)

)
を射 ϕ の像と呼び，(Imϕ, imϕ) と書くのだった．

*54 これを Schurの補題と呼ぶ．
*55 つまり，余錐のデータである．
*56 より正確には，∀α ∈ Λ を 1つ固定したとき，組

(
a,

{
δαβδabIda : b −→ a

}
b∈Simp(C), 1≤β≤Nb

)
が

∏
b∈Simp(C)Nb 個の頂点

だけから構成される図式（i.e. 直和の図式）の余錐であることを使っている．
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K を代数閉体とするとき，アーベル圏の構造を使わずに K-線形な加法圏における半単純性を特徴付ける方
法が存在する [Mue02, p.6]．

定義 3.21: Müger半単純

K-線形な加法圏 C がMüger半単純であるとは，

(Muger1) 有限余積が常に存在する
(Muger2) 任意の冪等射が分裂する（冪等完全; idempotent complete）
(Muger3) 対象の部分集合 Simp(C) ⊂ Ob(C) が存在して以下を充たす：

(1) ∀a, b ∈ Simp(C) に対して

HomC (a, b) = δabK

(2) ∀x, y ∈ Ob(C) に対して，K-線型写像

mx,y :
⊕

a∈Simp(C)

HomC (x, a)⊗K HomC (a, y) −→ HomC (x, y), (3.8.1)

∑
a∈Simp(C)

ϕa ⊗K ψa 7−→
∑

a∈Simp(C)

ψa ◦ ϕa

は自然な K-ベクトル空間の同型写像である．

半単純性の定義として 3.21 を採用すると，任意の対象が単純対象の直和に分解することが証明でき
る [Bai17, Proposition 28, p.7]．アーベル圏における半単純性の定義は Müger 半単純と等価でない点に注
意しよう．具体的には，アーベル圏における半単純性の定義から (3.8.1)を示すことはできない．本資料では
(3.8.1)を認めることにする．

! 以下では，混乱防止のため厳密なモノイダル圏VecK におけるテンソル積を⊗Kと書き，∀x ∈ Ob(VecK)

における恒等射を 1x と書くことにする．

補題 3.2: Moore-Seibergの欠片

∀x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z ∈ Ob(C) に対して，以下の自然同型が存在する：

(Rotation isomorphism)

Z : HomC (1, x1 ⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ xn) −→ HomC (1, xn ⊗ x1 ⊗ · · · ⊗ xn−1)

(Gluing isomorphism)

G : HomC (1, x1 ⊗ · · · ⊗ xn ⊗ z)⊗K HomC (1, z
∗ ⊗ y1 ⊗ · · · ⊗ yn)

−→ HomC (1, x1 ⊗ · · · ⊗ xn ⊗ y1 ⊗ · · · ⊗ yn),
ϕ⊗ ψ 7−→ evLz ◦ (ϕ⊗ ψ)

証明 (1) 旋回構造 p の存在と補題 F.3より，

Z : HomC (1, x1 ⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ xn)
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HomC (Id1, Idx1⊗···⊗xn−1
⊗pxn )

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ HomC (1, x1 ⊗ · · · ⊗ x∗∗n )

α−1
1,x∗

n,x1⊗···⊗xn−1−−−−−−−−−−−−→ HomC (x
∗
n, x1 ⊗ · · · ⊗ xn−1)

βxn,1,x1⊗···⊗xn−1−−−−−−−−−−−−→ HomC (1, xn ⊗ x1 ⊗ · · · ⊗ xn−1)

と自然同型が構成できる．
(2) C は定義から半単純なので，z =

⊕
a∈Simp(C)Naa と書くことができる．さらに補題 F.2 により

(-)∗ : C −→ C は反変関手だが，左随伴関手を持つので命題 C.4より余極限
⊕
と交換し，

z∗ =
⊕

a∈Simp(C)

Naa
∗

と書ける．よって余極限と Homの交換から自然同型

HomC (1, x1 ⊗ · · · ⊗ xn ⊗ z)⊗HomC (1, z
∗ ⊗ y1 ⊗ · · · ⊗ yn)

∼=
⊕

a∈Simp(C)

HomC (1, x1 ⊗ · · · ⊗ xn ⊗ a)⊗HomC (1, a
∗ ⊗ y1 ⊗ · · · ⊗ yn)

が従う．さらに旋回構造 p と補題 F.3，Müger半単純の自然同型 (3.8.1)，および余極限と Homの交
換などを使うと自然同型⊕

a∈Simp(C)

HomC (1, x1 ⊗ · · · ⊗ xn ⊗ a)⊗HomC (1, a
∗ ⊗ y1 ⊗ · · · ⊗ yn)

∼=
⊕

a∈Simp(C)

HomC (x
∗
n ⊗ · · · ⊗ x∗1, a)⊗HomC (a

∗∗, y1 ⊗ · · · ⊗ yn)

∼=
⊕

a∈Simp(C)

HomC (x
∗
n ⊗ · · · ⊗ x∗1, a)⊗HomC (a, y1 ⊗ · · · ⊗ yn)

∼= HomC (x
∗
n ⊗ · · · ⊗ x∗1, y1 ⊗ · · · ⊗ yn)

∼= HomC (1, x1 ⊗ · · · ⊗ xn ⊗ y1 ⊗ · · · ⊗ yn)

が分かる．
�

!

補題 3.2のデータは，本質的に Moore-Seibergによる RCFTの公理のデータの一部分である [BK01,
THEOREM5.3.8., p.111]．関手

〈-〉 : C×n −→ VecK, (3.8.2)
(x1, . . . , xn) 7−→ HomC (1, x1, . . . , xn)

は共形ブロックのデータを与える．以下では関手 (3.8.2)に準じた略記 〈x1, . . . , xn〉 := HomC (1, x1 ⊗
· · · ⊗ xn) を行う．
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補題 3.3: 非退化な双線形形式

∀x ∈ Ob(C) について，双線形形式

ω : HomC (x
∗, y∗)⊗K HomC (x, y) −→ K

f ⊗K g 7−→ f g

evLy

coevLx∗

は非退化であり，自然同型

HomC (x, y)
∗ ∼= HomC (x

∗, y∗)

を誘導する．

証明 x = 1 の場合に示す．圏 C はフュージョン圏なので，補題 F.5より 1 ∈ Simp(C) である．C は半単純だ
から，y =

⊕
a∈Simp(C)Naa と書ける．このとき，余極限と Homの交換および補題 3.1-(1) より

HomC (1, y) ∼=
⊕

a∈Simp(C)

NaHomC (1, a) = K⊕N1 ,

HomC (y, 1) ∼=
⊕

a∈Simp(C)

NaHomC (a, 1) = K⊕N1

なので，補題 3.1-(2) より HomC (1, y), HomC (y, 1) の基底
{
pj : 1 −→ y

}
1≤j≤N1

,
{
qj : y −→ 1

}
1≤j≤N1

で
あって qi ◦ pj = δijId1 ∈ HomC (1, 1) = K を充たすものが存在する*57．ここで，K-線形写像

α : HomC (1, y
∗) −→ HomC (y, 1), ψ 7−→ evLy∗ ◦ (Idy ⊗ ψ)

は逆写像

β : HomC (y, 1) −→ HomC (1, y
∗), ϕ 7−→ (Idy∗ ⊗ ϕ) ◦ coevLy∗

を持つので K-ベクトル空間の同型写像であり，よって
{
β(qj) : 1 −→ y∗

}
1≤j≤N1

は HomC (1, y
∗) の基底を

成す．そして HomC (1, y
∗)⊗K HomC (1, y) の基底 {β(qi)⊗K pj}1≤i, j≤N1

に関する ω の表現行列は

ω
(
β(qi)⊗K pj

)
= evLy ◦

(
(Idy∗ ⊗ qi)⊗ pj

)
◦ (coevLy∗ ⊗ Id1) = qi ◦ pj = δij

であるから，ω は非退化である． �

*57 要するに双対基底をとっている．なお，ここで圏 C の有限性を使っている．
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以下，ϕ ∈ 〈x1, · · · , xn〉 のストリング図式を書く際には

x2

x1 xn
. .
.

. . .

..
.

. .
.

ϕ :=

ϕ

x1 x2 . . . . . . . . . . . . xn

のような略記をすることがある．さらに，有限次元 K-ベクトル空間 〈x1, . . . , xn〉 の基底を {ϕα} と書くと，
補題 3.3により，それの ω に関する双対基底 {ϕα} は同一次元の K-ベクトル空間 〈x∗n, . . . , x∗1〉 の基底をな
す．このことから，以下のような略記を導入する：

x1 xn

ϕ• ⊗K

x∗n x∗1

ϕ•
:=
∑
α

x1 xn

ϕα ⊗K

x∗n x∗1

ϕα

さらに，∀a ∈ Simp(C), ∀x ∈ Ob(C) が与えられたときに，補題 3.1-(2) の射の族{
pα : x −→ a, iα : a −→ x

}
α∈Λ

を用いて構成される射 ∑
α∈Λ

pα ⊗K iα ∈ HomC (x, a)⊗K HomC (a, x)

を次のような図式で表現する：

x

a

⊗K

a

x

:=
∑
α∈Λ

pα

x

a

⊗K iα
a

x

補題 3.4: 技術的な補題 1

∀a ∈ Simp(C), ∀x, x1, . . . , xn ∈ Ob(C) に対して以下が成り立つ：

(1)

a

x

a

= dimK
(
HomC (a, x)

)
a
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(2)

∑
a∈Simp(C)

x

a

x

= x

(3)

x

x

= x ,

x

x

=
x

(4)

x

a

⊗K

a

x

= dimp(a)

x

a

⊗K

a

x

(5) 非退化な双線形形式 ω : HomC (1, x
∗)⊗K HomC (1, x) −→ K について，

Ω: K −→ HomC (1, x)⊗K HomC (1, x
∗)

1K 7−→ ⊗K

で定義される双線形形式は，圏 VecK において(zig-zag equation)を充たす：

(1x∗ ⊗K ω) ◦ (Ω⊗K 1x) = 1x∗ ,

(ω ⊗K 1x) ◦ (1x ⊗K Ω) = 1x

さらに，〈x1, . . . , xn〉 の基底 {ϕ•} の取り方によらず

Ω(1K) =

x1

x2

xn

. .
.

. . .

..
.

. .
.

ϕ• ⊗K

x∗n

x∗2

x∗1

..
.

. .
.

. . .

..
.

ϕ•

が成り立つ [TV17, Lemma4.8, p.82]．
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証明 補題 3.1-(2) の射の族 {
pα : x −→ a, iα : a −→ x

}
α∈Λ

を 1つ固定する．

(1) 補題 3.1-(2) より

a

x

a

:=
∑
α∈Λ iα

pα

a

x

a

=
∑
α∈Λ

a = dimK
(
HomC (a, x)

)
Ida

(2) m :=
∑
β∈Λ iβ ◦ pβ ∈ HomC (x, x) とおく．このとき補題 3.1-(2) より ∀α ∈ Λ に対して

m ◦ iα = iα

が成り立つ．i.e. 以下の図式が可換になる：

a x

x

iα

iα
m

一方で，Idx ∈ HomC (x, x) もまた同じ図式を可換にする：

a x

x

iα

iα
Idx

然るに直和の普遍性より赤色の射は一意であるから，m = Idx である．
(3) 補題 3.1-(1) より HomC (1, a) = HomC (a, 1) = δa, 1K なので，(2) において

x =
∑

a∈Simp(C)
x

a

x

∈ HomC (1, a)

=

x

x

x
=

∑
a∈Simp(C)

x

a

x ∈ HomC (a, 1)

=

x

x

178



と計算できる．
(4) 補題 3.1-(2) の射の族 {

Pα : x⊗ a∗ −→ 1, Iα : 1 −→ x⊗ a∗
}
α∈Λ

を 1つとり，

x a∗ ⊗K
x a∗ :=

∑
α∈Λ

Pα ⊗K Iα

とおく．このとき

p̃α := dimp(a)
Pα

x

a

, ĩα :=
Iα

x

a

と定義した射の族 {
p̃α : x −→ a, ĩα : a −→ x

}
α∈Λ

が補題 3.1-(2) の条件 (part-4) を充たすことを示せばよい．実際，∀α, β ∈ Λ について p̃α ◦ ĩβ ∈
HomC (a, a) = K なので，ある Aαβ ∈ K が存在して p̃α ◦ ĩβ = AαβIda と書ける．両辺の量子トレー
スをとることで

dimp(a)Aαβ = dimp(a)

Iβ

Pα

x a∗

= dimp(a)

Iβ

Pα

x a∗ ∵ (zig-zag equation)

= dimp(a)Pα ◦ Iβ
= dimp(a)δαβ ∵ (part-4)

が分かった．i.e. Aαβ = δαβ である．
(5) (3) より，∀f ∈ HomC (1, x) に対して

(1⊗K ω) ◦ (Ω⊗K 1)(1K ⊗K f) = (1⊗K ω)
(
Ω(1K)⊗K f

)
= f
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=

f

= f

同様に，∀g ∈ HomC (1, x
∗) に対して

(ω ⊗K 1x) ◦ (1x ⊗K Ω)(g ⊗K 1K) = (ω ⊗K 1x)
(
g ⊗K Ω(1K)

)
= g

=
g

= g

が成り立つので (zig-zag equation) が示された．
ここで，〈x1, . . . , xn〉 の勝手な基底 {ϕα}α∈Λ および ω に関する 〈x∗n, . . . , x∗1〉 の双対基底 {ϕα}α∈Λ

を 1つとる．そして ωαβ := ω(ϕα ⊗K ϕβ), Ω
α
β :=

(
(ϕα)

∗ ⊗K (ϕβ)∗
)(
Ω(1K)

)
とおく．すると

ωαβΩ
β
γ = ω(ϕα ⊗K ϕβ)

(
(ϕβ)

∗ ⊗K (ϕγ)∗
)(
Ω(1K)

)
= ω

(
(ϕα ⊗K ϕβ)

(
(ϕβ)

∗ ⊗K (ϕγ)∗
)(
Ω(1K)

))
= ω

(
(ϕα ⊗K 1〈x1, ..., xn〉) ◦

(
1〈x1, ..., xn〉 ⊗K (ϕγ)∗

)
◦ Ω(1K)

)
= (ϕγ)∗

(
(ω ⊗K 1〈

x∗
n, ..., x

∗
1

〉) ◦ (1〈
x∗
n, ..., x

∗
1

〉 ⊗K Ω)(ϕα ⊗K 1K)
))

= (ϕγ)∗(ϕα) ∵ (zig-zag equation)
= δαγ

であるから，双対基底の定義より ωαβ = δαβ であることに注意すると*58

Ω(1K) = Ωαβ ϕα ⊗K ϕ
β

=
[
ω−1

]α
βϕα ⊗K ϕ

β

= ϕα ⊗K ϕ
α

が分かる．

�

*58 双対基底でなくとも，
[
ωα

β

]
が可逆行列ならばこの構成が有効である．
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補題 3.5: 技術的な補題 2

補題 3.3の双線形形式 ω を用いる．

(1) ∀a ∈ Simp(C), ∀x ∈ Ob(C) および ∀ϕ ∈ 〈a, x〉 , ∀ψ ∈ 〈x∗, a∗〉 に対して

ϕ

a

x x∗

a∗

ψ

=
ω(ϕ, ψ)

dimp(a)

a a∗

(2) ∀x1, . . . , xn ∈ Ob(C) に対して

∑
a∈Simp(C)

dimp(a)

evLa

ϕ•

x1

x2

. .
.

xn

ϕ•

x∗1

x∗2

x∗n

..
.

=

x1 x2 xn x∗n x∗2 x
∗
1

...

(3)

... ϕ• ϕ• =
...

証明 (1) 左辺は HomC (1, a⊗a∗)の元だが，補題F.3の同型 α−1
1,a,a : HomC (1, a⊗a∗)

∼=−→ HomC (a, a) = K
から，ある定数 Aa ∈ K を用いて

α−1
1,a,a


ϕ

a

x x∗

a∗

ψ

 = Aa a

と書ける．逆射 α1,a,a を作用させることで

ϕ

a

x x∗

a∗

ψ

= Aa
a a∗

が分かるので，両辺の量子トレースを取ることで

Aa =
ω(ϕ, ψ)

dimp(a)
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と求まる．
(2)

∑
a∈Simp(C)

dimp(a)

evLa

ϕ•

x1

x2

. .
.

xn

ϕ•

x∗1

x∗2

x∗n

..
.

=
∑

a∈Simp(C)

dimp(a)

x1 x2 . . . xn x∗n . . . x
∗
2 x

∗
1

a

Ω(1K)

∵ 補題 3.4-(5)

=
∑

a∈Simp(C)

dimp(a
∗)

x1 x2 . . . xn

. . .. . .

x∗n x∗2 x
∗
1

a

=
∑

a∈Simp(C)

. . .

a∗
. . .

x1 x2 xn x∗1x∗2x∗n

∵ 補題 3.4-(4)

=

x1 x2 xn x∗n x∗2 x
∗
1

... ∵ 補題 3.4-(2)

(3) (2) と補題 3.1-(1)，および dimp(1) = 1K より従う．
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�

3.8.2 PL多様体に関する準備

定義 3.22: PL多様体

任意の座標変換が区分的線形であるようなアトラスを PL構造 (piecewise linear structure) と呼び，
区分的線形構造を持つ位相多様体を PL多様体 (piecewise linear manifold) と呼ぶ．

2つの単体的複体 K, L ∈ Ob(SimpSet) を取り，その幾何学的実現をそれぞれ |K|, |L| と書く．

• 連続写像 f : |K| −→ |L| が PL写像であるとは，K, L の細分 K ′, L′ が存在して，f が K ′ の単体を
L′ の単体に写し，各単体への制限が線型写像になっていることを言う．

• 同相写像 f : |K| −→ |L| が PL同相写像であるとは，それが PL写像であることを言う．
• 勝手な単体 A ∈ K に対し，

St(A) :=
{
σ ∈ K

∣∣ σ ∪A ∈ K }
Lk(A) :=

{
σ ∈ St(A)

∣∣ σ ∩A = ∅
}

とおいてそれぞれ星状複体 (star), 絡み複体 (link) と呼ぶ．
• 三角形分割された位相多様体 (M, K, ψ : |K| ≈−→ M) が組み合わせ多様体 (combinatorial manifold)
であるとは，∀v ∈ K0 に対して |Lk(v)| ≈ SdimM−1 が成り立つことを言う．また，位相多様体 M を
組み合わせ多様体にする三角形分割 (K, ψ : |K| ≈−→M) のことを組み合わせ三角形分割と呼ぶ．

定理 3.10:

PL多様体は組み合わせ三角形分割を持つ．逆に，組み合わせ多様体は PL多様体である．

定理 3.10により，以後 PL多様体と組み合わせ多様体を区別しない．

星状同値
単体的複体 K, L が，互いに頂点を 1つも共有していないとする．このとき，これらの joinと呼ばれる単

体的複体を

K ∗L :=
{
σ ∪ τ

∣∣ σ ∈ K かつ τ ∈ L
}

で定義する．また，∀σ ∈ K に対して

σ̄ :=
{
τ ⊂ σ

}
,

∂σ̄ :=
{
τ ( σ

}
と定義する．
単体的複体 K の双星状移動 (bistellar move)*59 とは，次のような操作のことを言う：

*59 Pachner moveとも言う．
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(1) まず，σ ∈ K, τ /∈ K であって LkK(σ) = ∂τ̄ , StK(σ) = σ̄ ∗ τ̄ を充たすものを持ってくる．
(2) 次に，

K 7−→
(
K \ (σ̄ ∗ ∂τ̄)

)
∪ (∂σ̄ ∗ τ̄)

なる置き換えをして新たな単体的複体を得る．

2つの PL多様体 (M, K, ψ), (N, L, ϕ) が双星状同値 (bistellar equivalent) であるとは，K に有限回の双
星状移動を施すことで L にすることができること．

定理 3.11: Pachnerの定理

PL同相 ⇐⇒ 双星状同値

従って，PL多様体の上に構成した量が位相不変量（i.e. PL不変量）であることを示すには，それが双星状
移動に関して不変であることを示すだけで良い．

多面体分割
技術的な理由により，多面体分割 (polytope decomposition) を導入する [KB10, p.11]．

定義 3.23: 2-多面体

• 2次元コンパクト多様体a P が 2-多面体 (2-polyhedra)であるとは，P の三角形分割 ψ : |K| ≈−→
P であって，任意の 0-単体および 1単体がある 2-単体の面になっているものが存在することを
言う．

• 2-多面体の層状化 (stratification) とは，P に埋め込まれた無向グラフb P (1) ⊂ P であって
P \ Int(P ) ⊂ P (1) を充たすもののこと．層状化された多面体 (stratified polyhedra) とは，2-
多面体 P とその層状化 P (1) ⊂ P の組み (P, P (1)) のこと．

P

P (1)

図 3.5: 層状化された多面体 (P, P (1))

• 層状化された多面体 (P, P (1)) において，P \ P (1) の連結成分の閉包を領域 (region) と呼ぶ．
(P, P (1)) の領域を全て集めた集合を Reg(P ) と書くことにする．
　領域 R ∈ Reg(P ) が埋め込み可能であるとは，全射 p : ∂(P \ P (1)) � P (1) の制限
p|∂R : ∂R→ P (1) が単射であることを言う．

• 層状化された多面体 (P, P (1)) において，頂点 v ∈ V(P (1)) の分岐とは，連続曲線 γ : [0, 1] −→
P であって γ(0) = v かつ γ

(
(0, 1]

)
⊂ P \ P (1) を充たすもののホモトピー類のこと．頂点 v
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の分岐の総数を，頂点 v の配位数 (valence) と呼ぶ．
• 層状化された多面体 (P, P (1)) において，辺 e ∈ E(P (1)) の分岐とは，連続曲線 γ : [0, 1] −→ P

であって γ(0) ∈ Int(e) かつ γ
(
(0, 1]

)
⊂ P \ P (1) を充たすもののホモトピー類のこと．辺 e

の分岐がなす集合を P
(1)
e と書き，

∣∣∣P (1)
e

∣∣∣ ∈ N を辺 e の配位数 (valence) と呼ぶ．
• 層状化された多面体 (P, P (1)) の向き (orientation) とは，位相空間 P \ P (1) の向きのこと．

図 3.6: 層状化された多面体の向き

a 位相多様体．境界はついていてもいなくても良い．
b ここでは，位相空間としてのグラフを考えている．

定義 3.24: 境界グラフ

• 層状化された多面体 (P, P (1)) の境界 (boundary) とは，無向グラフ

∂P :=
{
e ∈ E(P (1))

∣∣ 配位数 1
}

のこと．(P, P (1)) の向きは，グラフ ∂P に（グラフとしての）向き O∂P を一意的に誘導する．
• 層状化された多面体 (P, P (1)) が円筒境界を持つとは，∀v ∈ V(∂P ) に対して ev ∈ E(P (1)) \

E(∂P ) がただ 1つ存在し，以下を充たすことを言う：
– ev の端点のうち 1つは v で，もう 1つは v でない．
– v の全ての分岐に隣接する
このとき，位相多様体 ∂P ⊂ P は ∂P × [0, 1] と同相な近傍を持つ．

位相空間

B :=
{
(x1, x2, x3) ∈ R3

∣∣ x3 = 0
}
∪
{
(x1, x2, x3) ∈ R3

∣∣ x1 = 0, x3 > 0
}
∪
{
(x1, x2, x3) ∈ R3

∣∣ x2 = 0, x3 < 0
}

を考える．図示すると次のようになる：
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x1

x2

x3

図 3.7: 位相空間 B

定義 3.25: 2-多面体のクラス

• 層状化された多面体 (P, P (1)) が正則 (regular) であるとは，P の部分空間 ∀R ∈ Reg(P ) が
R ≈ D2 でかつ埋め込み可能であることを言う．

• 層状化された多面体 (P, P (1)) が特殊 (special) であるとは，以下の条件を充たすことを言う：
(1) ∀p ∈ P に対してある開近傍 p ∈ U ⊂ P および開部分集合 V ⊂ B が存在し，U ≈ V と
なる．

(2) P の各連結成分には，(1) の同相写像で B の原点に移されるような点が少なくとも 1つ存
在する．

(3) P \ Int(P ) の各連結成分は S1 と同相でない．

【例 3.8.1】4面体の重心細分

4面体の重心細分として得られる層状化された多面体は，正則かつ特殊である．
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定義 3.26: 多面体分割

向き付けられた 3 次元閉多様体 M の多面体分割とは，境界グラフが空のa向き付けられ，層状化され
た多面体 (P, P (1)) であって，M に埋め込まれており，M \ P が開球の disjoint unionになっている
もののこと．

a 従って，∀e ∈ E(P (1)) の配位数は 2以上である．

向き付けられた境界付き 3 次元コンパクト多様体 M，およびその境界に埋め込まれた有向グラフ
G ⊂ ∂M を与える．∀v ∈ V(G) の配位数は 2以上であるとするa．組 (M, G) の多面体分割とは，∂-
円筒境界を持つ，向き付けられ，層状化された 2-多面体 (P, P (1)) であって，

(1) P は M に埋め込まれている
(2) 有向グラフとして ∂PO∂P = G で，かつ P \ ∂P ⊂M \ ∂M
(3) M \ P は 3-開球および 3次元多様体 (∂M \G)× [0, 1) の disjoint unionである．

a 従って，境界の境界は考えない．

M の多面体分割 (P, P (1)) の任意の頂点 v ∈ V(P (1)) に対して，v の閉球近傍 Bv ⊂ M を十分小さく取
る．すると，v の分岐 Rv ∈ Reg(P ) と ∂Bv の共通部分 R ∩ ∂Bv を辺に持つグラフが得られる：

v

e1e3

Bv

e4

e2 7−→ e1

e2

e3

e4

Lk(v; P )

これを頂点 v の絡みグラフと呼び，Lk(v; P ) と書くことにする．

定理 3.12: 多面体分割の PL不変性

向き付けられた境界付き 3 次元コンパクト多様体 M，およびその境界に埋め込まれた有向グラフ
G ⊂ ∂M を与える．∀v ∈ V(G) の配位数は 2以上であるとするa．
このとき，(M, G) の任意の 2 つの多面体分割 (P, P (1)), (P ′, P ′(1)) は，以下の操作（Matveev-
Piergallini moveと呼ぶ）の有限回の組み合わせで互いに写り合う：

(T0) ∂D2 = D2 ∩ P ⊂ P \ P (1) を充たすような 2 次元円板 D2 を P に付け足す．さらにグラフ
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P (1) に 1つの頂点とループ辺 ∂D2 を付け足す．

T0 : 7−→

(T1)

T1 : 7−→

(T2)

T2 : 7−→

(T3)

T3 : 7−→

a 従って，境界の境界は考えない．

証明 [TV17, Theorem 11.5, p.250] �

3.8.3 Turaev-Viro不変量の構成

閉多様体の場合
向き付けられた 3次元閉多様体 M の多面体分割 (P, P (1)) を 1つ固定する．

定義 3.27: 彩色

多面体分割 (P, P (1)) の彩色 (coloring) とは，写像

Γ: Reg(P ) −→ Simp(C)

のこと．

彩色 Γ: Reg(P ) −→ Simp(C) を 1つ固定したとき，対応するアイソトピー不変量 Z(Γ; P ) ∈ K を構成し
よう．まず V(P (1)) = ∅ のときは Z(Γ; P ) := 1K と定義する．V(P (1)) 6= ∅ の場合を考える．
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図 3.8: 多面体分割 (P, P (1)) の一部．各領域上に M から誘導される向きを図示した．

STEP1. 各辺に載せるベクトル空間の構成 　
まず，無向グラフ P (1) に勝手な向き O ∈ {±}

∣∣∣E(P (1))
∣∣∣ を与えて有向グラフ P (1)O にする（図 3.9a）．

そして有向辺 ẽ ∈ E(P (1)O) の分岐の集合 P
(1)
ẽ に，右ネジの法則に従うサイクリックな順序 < を与え

る（図 3.9b）．さらに ∀R ∈ P (1)
ẽ に対して，εR ∈ {±} を，M から誘導される向きと ẽ の向きが整合

しているならば +，不整合ならば − となるように定義する（図 3.9b）ことで，有向辺 ẽ ∈ E(P (1)O)

上の K-ベクトル空間を

H(ẽ; Γ) := 〈Γ(R1)
εR1 , . . . , Γ(Rn)

εRn 〉 w/ P
(1)
ẽ = {R1 < · · · < Rn}

と構成する．

ẽ

(a) 有向グラフ P (1)O の一部

R1

εR1 = +

R3
εR3 = +R2

εR2 = − ẽ

(b) 有向辺 ẽ ∈ E(P (1)O) の分岐の集合 P
(1)
ẽ =

{R1 < R2 < R3} 及び εRj ∈ {±} の定義．

図 3.9: H(ẽ; Γ) の構成

STEP2. 全系のベクトル空間の構成 　
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全系の K-ベクトル空間は，有向グラフとしてのテンソル積*60

H(Γ) :=
⊗
O

⊗
ẽ∈E(P (1)O)

H(ẽ; Γ)

として構成する．
STEP3. contraction vectorの構成 　

無向辺 ∀e ∈ E(P (1)) は，丁度 2通りの方法で有向辺になる．こうして得られる 2つの有向辺をそれぞ
れ ẽ1, ẽ2 と書くと，STEP1. の構成により

H(ẽ2; Γ) = H(ẽ1; Γ)∗

が成り立つ（図 3.10）．よって補題 3.3の非退化な双線形形式 ωΓ, e : H(ẽ2; Γ) ⊗K H(ẽ1; Γ) −→ K を
考えることができ，補題 3.4-(5) の構成によりその双対 ΩΓ, e : K −→ H(ẽ1; Γ) ⊗K H(ẽ2; Γ) を得る．
特に ⊗

e∈E(P (1))

(
H(ẽ1; Γ)⊗K H(ẽ2; Γ)

)
=
⊗
O

⊗
ẽ∈E(P (1)O)

H(ẽ; Γ) = H(Γ)

に注意して，

ΩΓ(1K) :=
⊗

e∈E(P (1))

ΩΓ, e(1K) ∈ H(Γ) (3.8.3)

のことを contraction vectorと呼ぶ．

R1

εR1 = +

R3
εR3 = +R2

εR2 = −

R1 < R2 < R3

ẽ1

R1

εR1 = −

R3
εR3 = −R2

εR2 = +

R3 < R2 < R1

ẽ2

図 3.10: 有向辺 ẽ1, ẽ2 と，それぞれの分岐の集合 P
(1)
ẽ1

= {R1 < R2 < R3}, P (1)
ẽ2

= {R3 < R2 < R1} 及び
εRj ∈ {±} の定義．εRj は互いに逆符号であることに注意．

STEP4. 絡みグラフをストリング図式に読み替える 　
∀v ∈ V(P (1)) を 1つ固定し，頂点 v の十分小さな開球近傍 Bv およびその絡みグラフ Lk(v; P ) ⊂ ∂Bv
をとる．a には Ra \ Int(Ba) から誘導される向きを入れることで，Lk(v; P ) を有向グラフにする（図
3.11）．

*60 より正確には，unordered tensor productを取っている [TV17, Appendix E, p.477]．
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　ここで， a ∈ E
(
Lk(v; P )

)
はある 1 つの領域 Ra ∈ Reg(P ) に含まれているから，

a には Γ(Ra) ∈ Simp(C) を割り当てる．さらに ∀x ∈ V
(
Lk(v; P )

)
に対して勝手な

αx ∈ 〈Γ(Ra1)εa1 , . . . , Γ(Ram)εam 〉 =: Hx
(
Lk(v; P ); Γ

)
を割り当てることで，絡みグラフ

Lk(v; P ) をストリング図式 FC,Γ
(
Lk(v; P )

)(⊗
x∈V
(
Lk(v;P )

) αx) に読み替える．ただし，εai は
有向辺 ai ∈ E

(
Lk(v; P )

)
が x ∈ V

(
Lk(v; P )

)
を終点に持つならば +，始点に持つならば − を与え

る*61．例えば図 3.11の絡みグラフ Lk(v; P ) に対応するストリング図式は，

αx ∈ 〈Γ(Ra)∗, Γ(Rb)∗, Γ(Rc)∗〉 ,
αy ∈ 〈Γ(Ra), Γ(Rd)∗, Γ(Re)∗〉 ,
αz ∈ 〈Γ(Rb), Γ(Re), Γ(Rf )〉 ,
αw ∈ 〈Γ(Rc), Γ(Rf )∗, Γ(Rd)∗〉

について

FC,Γ
(
Lk(v; P )

)(
αx ⊗K αy ⊗K αz ⊗K αw

)
= Γ(Ra)Γ(Rb)

Γ(Rc) Γ(Rd)

Γ(Re)

Γ(Rf )

αx

αyαz

αw

と読み取れる．
　M が境界を持たないことから絡みグラフ Lk(v; P ) の配位数は 2 以上なので，このようにして得ら
れたストリング図式は端点を持たない．i.e. FC,Γ

(
Lk(v; P )

)(⊗
x∈V
(
Lk(v;P )

) αx) ∈ HomC (1, 1) = K

が成り立つ．これを K-線形に拡張することで，K-線型写像

FC,Γ
(
Lk(v; P )

)
∈ HomVecK

( ⊗
x∈V
(
Lk(v;P )

)Hx(Lk(v; P )), K
)

を得る．

*61 つまり，有向グラフ Lk(v; P ) の辺の向きと，ストリング図式 FC,Γ
(
Lk(v; P )

)(⊗
x∈V

(
Lk(v;P )

) αx
)
の矢印の向きは逆向きで

ある！
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w
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e

f

図 3.11: 有向グラフ Lk(v; P )

STEP5. アイソトピー不変量の構成 　
K-ベクトル空間としての同型⊗

x∈V
(
Lk(v;P )

)Hx(Lk(v; P )) ∼= ⊗
ẽv; vを始点に持つ

H(ẽv; Γ)

に注意すると ⊗
v∈V(P (1))

HomVecK

( ⊗
x∈V
(
Lk(v;P )

)Hx(Lk(v; P )), K
)

∼= HomVecK

( ⊗
v∈V(P (1))

⊗
ẽv; vを始点に持つ

H(ẽv; Γ), K
)

∼= HomVecK

(
H(Γ), K

)
が成り立つことが分かる．よって

z(Γ; P ) :=
⊗

v∈V(P (1))

FC,Γ
(
Lk(v; P )

)
∈ HomVecK

(
H(Γ), K

)
だと分かった．これで (3.8.3)を写像することで

Z(Γ; P ) := z(Γ; P ) ◦ ΩΓ(1K) ∈ K

を得る．

定義 3.28: 閉多様体における TV不変量

向き付けられた 3次元閉多様体 M および多面体分割 (P, P (1)) をとる．Turaev-Viro不変量を

ZTV,C(M) := dim(C)−|M\P |
∑

Γ: Reg(P )−→Simp(C)

Z(Γ; P ) ∏
R∈Reg(P )

dim
(
Γ(R)

)χ(R)


で定義する．ただし M \ P は M \ P の連結成分の個数で，χ(R) は領域 R ∈ Reg(P ) の Euler標数
である．
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定理 3.13:

Turaev-Viro不変量 ZTV,C(M) は多面体分割 (P, P (1)) の取り方によらない．

証明 ZTV,C(M) が定理 3.12の操作 (T0)-(T3) に関して不変であることを示せば良い． �

境界付き多様体の場合
向き付けられた 3次元境界付き多様体 M と，その境界に埋め込まれた有向グラフ G ⊂ ∂M を与える．組

(M, G) の多面体分割 (P, P (1)) を 1 つ固定する．閉多様体の場合とは異なり，境界条件を設定する必要が
ある．

STEP0. 境界条件の設定 　
　 e ∈ E(G) に対して勝手な xe ∈ Simp(C) をアサインする．

定義 3.29: 境界付き彩色

• 3次元境界付き多様体 M

• ∂M に埋め込まれた有向グラフ G

• 組 (M, G) の多面体分割 (P, P (1))

• 境界条件
{
xe ∈ Simp(C)

}
e∈E(G)

を与える．4つ組 (G, P, P (1), {xe}) の彩色 (coloring) とは，写像

Γ: Reg(P ) −→ Simp(C)

であって，∀e ∈ E(G) = E(∂P ) に対して以下を充たすもののことを言う：

(彩色の境界条件) 　
e が一意的に隣接するa領域 Re ∈ Reg(P ) に対して，Γ(Re) = xe

a 境界グラフの定義

Turaev-Viro 不変量は，与えられた (M, G, {xe}) に対してあるベクトル ZTV,C(M, G; {xe}) ∈
H
(
G; {xe}

)
を返す．TQFTと見做すときは，コボルディズム M ∈ HomBordSO

〈2, 3〉
(∅, ∂M) に対応する線型

写像 ZTV,C(M) による 1 ∈ K = ZTV,C(∅) の行き先を構成していると考えれば良い*62．以下では境界条件{
xe ∈ Simp(C)

}
e∈E(G)

および境界付き彩色 Γ を 1つ固定しよう．

STEP1. 境界に載せるベクトル空間の構成 　
　有向グラフ G の辺のうち，v ∈ V(G) を端点に持つもの全体が成す集合を Ev と書く．Ev には，∂M
の向きが定めるものとは逆向きのサイクリックな順序 < を与える．そして ∀e ∈ Ev に対して

εe :=

{
+, e が v へ向かう向き
−, e が v から離れる向き

*62 正確には，規格化定数の違いがある．
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と定義し，頂点 v ∈ V(G) = V(∂P ) 上の K-ベクトル空間を

Hv
(
G; {xe}

)
:=
〈
x
εe1
e1 , . . . , x

εen
en

〉
w/ Ev = {e1 < · · · < en}

と構成する．∂M 全体のベクトル空間は

H
(
G; {xe}

)
:=

⊗
v∈V(G)

Hv(G; {xe})

とする*63．
STEP2. 内部グラフの向き付け 　

　無向グラフ*64 P (1) \ ∂P に勝手な向き O ∈ {±}
∣∣∣E(P (1)\∂P )

∣∣∣ を与えることで，P (1) を有向グラフ
P (1)O にする．そして

EO
Int :=

{
e ∈ E(P (1)O \ ∂P )

∣∣ 始点 /∈ G
}

EO
∂ :=

{
e ∈ E(P (1)O \ ∂P )

∣∣ 始点 ∈ G}
とおくと，与えられた有向辺の始点を返す関数 s : e 7−→ s(e) によって集合

⋃
O EO

∂ と集合 V(G) は
1 対 1 対応する．さらに，v ∈ V(G) に対して，集合 Ev が持つサイクリックな順序の定義は ∂M の
内向き法線ベクトルに関して右ネジの法則を適用して得られるものであったから，閉多様体の場合の
STEP1.より ∀e ∈

⋃
O EO

∂ に対して

Hs(e)

(
G; {xe}

)
= H(e; Γ)

が成り立つ．ただし，H(e; Γ) は閉多様体の場合の STEP1.で構成したベクトル空間である．以上の
考察から，

H
(
G; {xe}

)
=
⊗
O

⊗
e∈EO

∂

H(e; Γ)

が分かった．便宜上，以下では

H(Γ) :=
⊗
O

⊗
e∈E(P (1)O\∂P )

H(e; Γ),

HInt(Γ) :=
⊗
O

⊗
e∈EO

Int

H(e; Γ),

H∂(Γ) :=
⊗
O

⊗
e∈EO

∂

H(e; Γ)

とおく．このとき

H(Γ) = HInt(Γ)⊗K H∂(Γ) = HInt(Γ)⊗K H
(
G; {xe}

)
が成り立つ．

*63 より正確には，unordered tensor product を取っている [TV17, Appendix E, p.477]
*64 多面体分割の定義から，境界グラフ ∂P は有向グラフとして常に G と等しい．
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STEP3. contraction vectorの構成 　
部分グラフ P (1) \ ∂P に対して，閉多様体の場合の STEP3.と全く同様の構成によって contraction
vector

ΩΓ(1K) ∈ H(Γ) = HInt(Γ)⊗K H
(
G; {xe}

)
(3.8.4)

を得る．
STEP4. 絡みグラフをストリング図式に読み替える 　

閉多様体の場合の STEP4. と全く同様の構成によって，∀v ∈ V(P (1) \ ∂P ) における絡みグラフ
Lk(v; P ) をストリング図式に読み替えることができ，K-線型写像

FC,Γ
(
Lk(v; P )

)
∈ HomVecK

( ⊗
x∈V
(
Lk(v;P )

)Hx(Lk(v; P )), K
)

を得る．
STEP5. アイソトピー不変量の構成 　

閉多様体の場合の STEP4.と全く同様に，K-ベクトル空間の同型⊗
v∈V(P (1)\∂P )

HomVecK

( ⊗
x∈V
(
Lk(v;P )

)Hx(Lk(v; P )), K
)

∼= HomVecK

( ⊗
v∈V(P (1)\∂P )

⊗
ẽv ;

vを始点に持つ

H(ẽv; Γ), K
)

∼= HomVecK

(
HInt(Γ), K

)
がある．よって

z(Γ; P ) :=

 ⊗
v∈V(P (1)\∂P )

FC,Γ
(
Lk(v; P )

)⊗K 1H∂(Γ)

と定義すると

z(Γ; P ) ∈ HomVecK

(
HInt(Γ), K

)
⊗K HomVecK

(
H∂(Γ), H∂(Γ)

) ∼= HomVecK

(
H(Γ), H∂(Γ)

)
だと分かった．これで (3.8.4)を写像することで，アイソトピー不変量

Z(Γ; P ) := z(Γ; P ) ◦ ΩΓ(1K) ∈ H∂(Γ) = H
(
G; {xe}

)
を得る．
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定義 3.30: 境界付き多様体における TV不変量

• 3次元境界付き多様体 M

• ∂M に埋め込まれた有向グラフ G

• 組 (M, G) の多面体分割 (P, P (1))

• 境界条件
{
xe ∈ Simp(C)

}
e∈E(G)

を与える．このとき，Turaev-Viro不変量を

ZTV,C(M, G) := dim(C)−|M\P |
∑

Γ: Reg(P )−→Simp(C),
Γ|∂P={xe}

Z(Γ; P ) ∏
R∈Reg(P )

dim
(
Γ(R)

)χ(R)


∈ H

(
G; {xe}

)
で定義する．ただし |M \ P | は M \ P の連結成分の個数で，χ(R) は領域 R ∈ Reg(P ) の Euler標
数である．

定理 3.14:

• 3次元境界付き多様体 M

• ∂M に埋め込まれた有向グラフ G

• 組 (M, G) の多面体分割 (P, P (1))

• 境界条件
{
xe ∈ Simp(C)

}
e∈E(G)

を与える．このとき，以下が成り立つ：

(1) Turaev-Viro不変量 ZTV,C(M, G) は多面体分割 (P, P (1)) の取り方によらない．
(2) 任意の向き付けを保つ同相写像 f : M −→ N に対して

ZTV,C
(
N, f(G)

)
= f∗

(
ZTV,C(M, G)

)
ただし f∗ : H

(
G; {xe}

)
−→ H

(
f(G); {xf(e)}

)
は f によって誘導される K-ベクトル空間の同

型写像である．

証明 (1) 定理 3.13と同様．
(2) (1) および定理 3.11より明らか．

�

3.8.4 state sum TQFT
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定義 3.31: 2次元閉多様体の多面体分割

向きづけられた 2次元閉多様体 Σ ∈ Ob(BordSO
〈2, 3〉) に埋め込まれたグラフ G ⊂ Σ が多面体分割で

あるとは，∀v ∈ V(G) の配位数が 2 以上であり，かつ Σ \G が 2-開球の disjoint unionであること
を言う．

• 2次元閉多様体 Σ0, Σ1 ∈ Ob(BordSO
〈2, 3〉)

• 3次元境界付き多様体 M ∈ HomBordSO
〈2, 3〉

(Σ0, Σ1)

• 2次元閉多様体の多面体分割 G0 ⊂ Σ0, G1 ⊂ Σ1

• 境界条件
{
x0e ∈ Simp(C)

}
e∈E(G0)

,
{
x1e ∈ Simp(C)

}
e∈E(G1)

を与えたとき，M のマッピングトーラスを考えて

∣∣M ; G0, G1; {x0e}, {x1e}
∣∣ := √

dim(C)
|Σ1\G1|√

dim(C)
|Σ0\G0|∏

e∈E(G1)

√
dim(x1e)

∏
e∈E(G0)

√
dim(x0e)

ZTV, C(M, Gop
0 ∪G1) (3.8.5)

とおく．ただし |Σ1 \G1| は Σ1 \G1 の連結成分の個数である．
∣∣M ; G0, G1; {x0e}, {x1e}

∣∣ は
H
(
G0; {x0e}

)∗ ⊗K H
(
G1; {x1e}

) ∼= HomVecK

(
H
(
G0; {x0e}

)
, H
(
G1; {x1e}

))
の元である．

!

∣∣M ; G0, G1; {x0e}, {x1e}
∣∣ の規格化定数には不定性がある．例えば [TV17, p.282]では

∣∣M ; G0, G1; {x0e}, {x1e}
∣∣ := dim(C)|Σ1\G1|∏

e∈E(G1)

dim(xe)
ZTV, C(M, Gop

0 ∪G1)

と定義されている．本資料では [KB10, Definition 4.2.], [AFM20, p.36]に合わせた．

補題 3.6: state sum TQFTの雛形

• 2次元閉多様体 Σ0, Σ, Σ1 ∈ Ob(BordSO
〈2, 3〉)

• 3次元境界付き多様体 M0 ∈ HomBordSO
〈2, 3〉

(Σ0, Σ), M1 ∈ HomBordSO
〈2, 3〉

(Σ, Σ1)

• 2次元閉多様体の多面体分割 G0 ⊂ Σ0, G ⊂ Σ, G1 ⊂ Σ1

• 境界条件
{
x0e ∈ Simp(C)

}
e∈E(G0)

,
{
x1e ∈ Simp(C)

}
e∈E(G1)

を与える．このとき，∣∣M1 ◦M0; G0, G1; {x0e}, {x1e}
∣∣ = ∑

{xe}e∈E(G)

∣∣M1; G, G1; {xe}, {x1e}
∣∣ ◦ ∣∣M0; G0, G; {x0e}, {xe}

∣∣
が成り立つ．

証明 • 組 (M0, G
op
0 ∪G) の多面体分割 (P0, P

(1)
0 )

• 組 (M1, G
op ∪G1) の多面体分割 (P1, P

(1)
1 )

を 1つ固定する．このとき，組 (M, Gop
0 ∪G1) の多面体分割 (P, P (1)) を次のように構成する：
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頂点 グラフ P (1) の頂点集合は

V(P (1)) :=
(
V(P

(1)
0 ) \ V(G)

)
∪
(
V(P

(1)
1 ) \ V(Gop)

)
とする．

辺 多面体分割の定義より (Pi, P
(1)
i ) は円筒境界を持つから，∀v ∈ V(G) に対して，v を 1つの端点に持

つ eiv ∈ E(P
(1)
i ) \ E(∂P ) がただ 1つ存在する．このとき，P (1) の辺集合を

E(P (1)) :=
(
E(P

(1)
0 ) \ E(G)

)
∪
(
E(P

(1)
1 ) \ E(Gop)

)
∪ {e0v ∪ e1v}v∈V(G)

とする．
面 多面体分割の定義より ∂P

O∂P0
0 = G, ∂P

O∂P1
1 = Gop が成り立つから，∀e ∈ E(G) に対して，e の分岐

Rie がただ 1つ存在する．このとき，層状化された多面体 (P, P (1)) の領域を

Reg(P ) :=
(
Reg(P0) \ Reg(G)

)
∪
(
Reg(P1) \ Reg(Gop)

)
∪ {Re := R0

e ∪R1
e}e∈G

層状化された多面体 P0, P1 の向きは G 上で整合的だから，P の向きを一意的に誘導する．このように構成
された多面体分割 (P, P (1)) について

|M1 ◦M0 \ P | =
(
|M0 \ P0| − |Σ \G|

)
+
(
|M1 \ P1| − |Σ \Gop|

)
+ |Σ \G|

= |M0 \ P0|+ |M1 \ P1| − |Σ \G| (3.8.6)

が成り立つ．さらに，勝手な境界付き彩色 Γ: Reg(P ) −→ Simp(C) は

• G, Gop 上の境界条件 {Γ(Re)}e∈E(G)

• 4つ組 (Gop
0 ∪G, P0, P

(1)
0 , {x0e} ∪ {Γ(Re)}) の境界付き彩色

Γ0 := Γ|(
Reg(P0)\Reg(G)

)
∪{Re}

: Reg(P0) −→ Simp(C)

• 4つ組 (Gop ∪G1, P1, P
(1)
1 , {Γ(Re)} ∪ {x1e}) の境界付き彩色

Γ1 := Γ|(
Reg(P1)\Reg(Gop)

)
∪{Re}

: Reg(P1) −→ Simp(C)

を定め，

∏
R∈Reg(P )

dim
(
Γ(R)

)
=

∏
R0∈Reg(P0)

dim
(
Γ0(R0)

) ∏
R1∈Reg(P1)

dim
(
Γ1(R1)

)
∏

e∈E(G)

dim
(
Γ(Re)

) (3.8.7)

が成り立つ．χ(Re) = χ(R0
e) + χ(R1

e)− 1 に注意すると，(3.8.5), (3.8.6), (3.8.7)およびTuraev-Viro不変量
の定義より∣∣M1 ◦M0; G0, G1; {x0e}, {x1e}

∣∣
=

√
dim(C)|Σ1\G1|√dim(C)|Σ0\G0|∏

e∈E(G1)

√
dim(x1e)

∏
e∈E(G0)

√
dim(x0e)

dim(C)−|M1◦M0\P |
∑

Γ: Reg(P )−→Simp(C),
Γ|∂P={x0

e}∪{x1
e}

Z(Γ; P )
∏

R∈Reg(P )

dim
(
Γ(R)

)χ(R)



=

√
dim(C)|Σ1\G1|√dim(C)|Σ0\G0|∏

e∈E(G1)

√
dim(x1e)

∏
e∈E(G0)

√
dim(x0e)

dim(C)−|M0\P0|−|M1\P1|+|Σ\G|
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×
∑

{Γ(Re)}

∑
Γ0 : Reg(P0)−→Simp(C),
Γ|∂P0

={x0
e}∪{Γ(Re)}

∑
Γ1 : Reg(P1)−→Simp(C),
Γ|∂P1

={Γ(Re)}∪{x1
e}

×

Z(Γ1; P1) ◦ Z(Γ0; P0)

∏
R0∈Reg(P0)

dim
(
Γ0(R)

)χ(R0) ∏
R1∈Reg(P1)

dim
(
Γ1(R)

)χ(R1)∏
e∈E(G)

√
dim

(
Γ(Re)

)√
dim

(
Γ(Re)

)


=
∑

{Γ(Re)}

 √
dim(C)|Σ1\G1|√dim(C)|Σ\G|∏

e∈E(G1)

√
dim(x1e)

∏
e∈E(G)

√
dim

(
Γ(Re)

) dim(C)−|M1\P1|
∑
Γ1

Z(Γ1; P1)
∏

R1∈Reg(P1)

dim
(
Γ1(R)

)χ(R1)


◦

 √
dim(C)|Σ\G|√

dim(C)|Σ0\G0|∏
e∈E(G)

√
dim

(
Γ(Re)

)∏
e∈E(G0)

√
dim(x0e)

dim(C)−|M0\P0|
∑
Γ0

Z(Γ0; P0)
∏

R0∈Reg(P0)

dim
(
Γ0(R)

)χ(R0)


=

∑
{xe}e∈E(G)

∣∣M1; G, G1; {xe}, {x1e}
∣∣ ◦ ∣∣M0; G0, G; {x0e}, {xe}

∣∣
が言えた． �

補題 3.7: state sum TQFTの雛形

• 2次元閉多様体 Σ0, Σ1, Σ
′
0, Σ

′
1 ∈ Ob(BordSO

〈2, 3〉)

• 3次元境界付き多様体 M ∈ HomBordSO
〈2, 3〉

(Σ0, Σ1), M
′ ∈ HomBordSO

〈2, 3〉
(Σ′

0, Σ
′
1)

• 2次元閉多様体の多面体分割 G ⊂ −Σ0 t Σ1, G
′ ⊂ −Σ′

0 t Σ′
1

• 境界条件
{
xe ∈ Simp(C)

}
e∈E(G)

,
{
x′e ∈ Simp(C)

}
e∈E(G′)

を与える．このとき，

|M tM ′; G0 tG′
0, G1 tG′

1| = |M ; G0, G1| ⊗K |M ′; G′
0, G

′
1|

が成り立つa．

a 境界条件を略記した．

証明 Turaev-Viro不変量の構成より明らか． �

さて，Turaev-Viro不変量から作った (3.8.5)を TQFT

ZTV, C : BordSO
〈2, 3〉 −→ VecK

に昇華しよう．そのためには境界条件への依存性を無くす必要がある．素朴な方法は，∀Σ ∈ Ob(BordSO
〈2, 3〉)

およびその多面体分割 G ⊂ Σ に対して

Z̃TV, C(Σ, G) :=
⊕
{xe}

H
(
G; {xe}

)
と定義することである．物理的には境界のゲージ場（トポロジカル演算子）に関する経路積分を実行すること
に相当する．このとき，∀M ∈ HomBordSO

〈2, 3〉
(Σ0, Σ1) およびその多面体分割 Gi ⊂ Σi に対して，直和の普

遍性を利用して K-線型写像 (3.8.5)を拡張した

Z̃TV, C(M ; G0, G1) : Z̃TV, C(Σ0, G0) −→ Z̃TV, C(Σ1, G1)
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を考える．具体的には，直和の普遍性により ∀{x0e}e∈E(G0) ∈ Simp(C)×|E(G0)| および標準的包含
ι{x0

e} : H
(
G0; {xe}

)
について∑
{x1

e}e∈E(G1)

∣∣M ; G0, G1; {x0e}, {x1e}
∣∣ = Z̃TV, C(M ; G0, G1) ◦ ι{x0

e}

を充たす Z̃TV, C(M ; G0, G1) が唯一存在することが分かるのである．このとき，補題 3.6より

Z̃TV, C(M1 ◦M0; G0, G1) = Z̃TV, C(M1; G, G1) ◦ Z̃TV, C(M0; G0, G)

が成り立つこともわかる．
ところが，このままでは IdΣ ∈ HomBordSO

〈2, 3〉
(Σ, Σ) に対応する線型写像が恒等写像になってくれるとは

限らず，関手になっていない．この問題を解決するためには，境界の多面体分割依存性も無くす必要がある．
そこで，2次元閉多様体 Σ ∈ Ob(BordSO

〈2, 3〉) の任意の多面体分割 G, G′ ⊂ Σ に対して

p(G, G′) := Z̃TV, C(IdΣ; G, G
′) : Z̃TV, C(Σ, G) −→ Z̃TV, C(Σ, G

′),

ZTV, C(Σ, G) := Im
(
p(G, G)

)
と定義する．すると

(
{ZTV, C(Σ, G)}G⊂Σ, {p(G, G′)}G,G′⊂Σ

)
は射影系を成し，射影極限

ZTV, C(Σ) := lim←−ZTV, C(Σ, G) (3.8.8)

をとることができる．物理的には，境界の理論の熱力学極限を取ることに対応する．射影極限は極
限なので，錐

(
ZTV, C(Σ), {τG : ZTV, C(Σ)

∼=−→ ZTV, C(Σ, G)}G⊂Σ

)
が存在する．これを用いて ∀M ∈

HomBordSO
〈2, 3〉

(Σ0, Σ1) に対して

ZTV, C(M) := τ−1
G1
◦ Z̃TV, C(M ; G0, G1) ◦ τG0

: ZTV, C(Σ0) −→ ZTV, C(Σ1) (3.8.9)

と定義する．

定義 3.32: Turaev-Viro TQFT

Turaev-Viro TQFTを，以下のように定義する：

• ∀Σ ∈ Ob(BordSO
〈2, 3〉) に対して (3.8.8)で構成した K-ベクトル空間 ZTV, C(Σ) を対応づける．

• ∀M ∈ HomBordSO
〈2, 3〉

(Σ0, Σ1) に対して (3.8.9) で構成した K-線型写像 ZTV, C(M) を対応づ
ける．

命題 3.8:

Turaev-Viro TQFTは TQFT

ZTV, C : BordSO
〈2, 3〉 −→ VecK

である．

証明 関手性は補題 3.6から，強いモノイダル関手であることは補題 3.7より従う． �
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3.9 離散的高次対称性

離散群によって特徴付けられる対称性に対しては，保存カレントを定義することはできないが，トポロジカ
ル演算子と charged objectならば定義できる．

3.9.1 BF -理論における離散的高次対称性

BF -理論を考える．まず最初に，この理論が以下の変換の下で不変であることに注意する：

A(p) 7−→ A(p) +
1

n
ε(p),

B(d−p−1) 7−→ B(d−p−1) +
1

n
ε(d−p−1),

F (p+1) 7−→ F (p+1),

Ã(d−p−2) 7−→ Ã(d−p−2) − ε̃(d−p−2)

ただし ε(p), ε(d−p−1) は閉形式であり，任意の閉部分多様体 Σ(p), Σ(d−p−1) ⊂M(d) について∫
Σ(p)

ε(p),

∫
Σ(d−p−1)

ε(d−p−1) ∈ 2πZ

を充たすとする．また，局所的に ε(d−p−1) =: dε̃(d−p−2) と定義した．実際，この変換によって

ZBF =

∫
[da(p)]

∫
[db(d−p−1)] e

in
2π

∫
M(d) b

(d−p−1)∧a(p)

7−→
∫
[da(p)]

∫
[db(d−p−1)] e

in
2π

∫
M(d) b

(d−p−1)∧a(p)e
i

2π

∫
M(d) ε

(d−p−1)∧da(p)

=

∫
[da(p)]

∣∣∣∣
da(p)=0

e
i

2π

∫
M(d) ε

(d−p−1)∧a(p)

= ZBF

となる．トポロジカル演算子は

Ue2πik/n(Σ(p)) := eik
∫
Σ(p) a

(p)

Ue2πik/n(Σ(d−p−1)) := eik
∫
Σ(d−p−1) b

(d−p−1)

の 2つあり，それぞれに対応する charged objectは

Wn(C(d−p−1)) := ein
∫
C(d−p−1) b

(d−p−1)

Wn(C(p)) := ein
∫
C(p) a

(p)

となっている．
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【例 3.9.1】(3 + 1)-次元における Zn ゲージ理論

(3 + 1)-次元時空M(4) におけるトポロジカルな Zn ゲージ理論

S[a(1), b(2)] :=
in

2π

∫
M(4)

b(2) ∧ da(1) +
ipn

4π

∫
M(4)

b(2) ∧ b(2)

=
in

4πp

∫
M(4)

(da(1) + pb(2)) ∧ (da(1) + pb(2))− in

4πp

∫
M(4)

da(1) ∧ da(1)

を考える [KS14, p.21]．a(1), b(2) はダイナミカルなので，作用は mod 2π でゲージ不変でなくては
いけない．よって b(2) のゲージ変換 b(2) 7−→ b(2) +dλ(1) は a(1) にも同時に変換を引き起こさなくて
はいけないa：

a(1) 7−→ a(1) − pλ(1)

注意すべきなのは，a(1), λ(1) の両者が U(1) ゲージ場なので，その値が mod 2π でしか決まらない
ことである．よってこのゲージ変換における作用の非自明な変化は

−πipn
∫
M(4)

dλ

2π
∧ dλ

2π

で記述される．この項が mod 2π で消えるためには

pn

2
∈ Z

が必要であるb．
BF -理論の節で行った議論と同様にこの理論を補助場 f (2) および U(1) ゲージ場 â(1) を含む等価な
形で述べることができる：

S[f (2), b(2), â(1)] :=
in

2π

∫
M(4)

b(2) ∧ f (2) + ipn

4π

∫
M(4)

b(2) ∧ b(2) + i

2π

∫
M(4)

dâ(1) ∧ f (2)

=
i

2π

∫
M(4)

f (2) ∧ (dâ(1) + nb(2)) +
ipn

4π

∫
M(4)

b(2) ∧ b(2)

ただし，b(2) のゲージ変換 b(2) 7−→ b(2) + dλ(1) は f (2), â(1) にも同時に変換を引き起こさなくては
いけない：

f (2) 7−→ f (2) − p dλ(1) ,

â(1) 7−→ â(1) − nλ(1)

f (2), b(2) に関する汎函数積分を実行することで

S[â(1)] =
ip

4πn
dâ(1) ∧ dâ(1) (3.9.1)

とも等価である．
この理論の持つトポロジカル演算子を求めよう．p = 0 のときは BF -理論のものと全く同じだが，
p 6= 0 のときは運動方程式 da(1) + pb(2) = 0 および dâ(1) + nb(2) = 0 により

W (C(2)) := ei
∫
C(2) b

(2)
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とおくと 〈(
W (C(2))p

)〉
= 1,〈(

W (C(2))N
)〉

= 1 (3.9.2)

がわかる．i.e. 〈(
W (C(2))gcd(n, p)

)〉
= 1

である．もう 1つのWilson lineは，ゲージ不変性の要請から

W̃(C(1); Σ(2)) := ei
∫
C(1) a

(1)

eip
∫
Σ(2) b

(2)

とせざるを得ない．これは ±(2) に依存しているので genuine line operator でないが，(3.9.2) を使
うと

W̃(C(1); Σ(2))N = ei
∫
C(1) (Na

(1)−pâ(1))

がわかる．ここから，

W(C(1)) := W̃(C(1); Σ(2))N/ gcd(n, p)

がもう一つの line operatorであることがわかり，Zgcd(n, p)-チャージが導出された．

a a(1), λ(1) が共に U(1) ゲージ場であることから，p ∈ Z でなくてはいけない．
b この条件はM(4) がスピン多様体ならば p ∈ Z と等価である．

3.9.2 中心対称性のゲージ化

(3 + 1)-次元の物質場を持たない SU(n) ゲージ理論をトポロジカルな Zn ゲージ理論【例 3.9.1】と結合さ
せることにより，SU(n)/Zn ゲージ理論が得られることを見よう．
今，(3 + 1)-次元の SU(n) 1-formゲージ場を a と書く*65．ここで，天下り的だが U(1) 1-formゲージ場

â(1) を用いて

ã := a+
1

n
â(1)1n

と書く．すると，a は su(n) に値をとることから

Tr ã =��Tr a+ â(1) ∈ iR

となり，ã が u(n) に値をとるように見える．よって ã を U(n) ゲージ場と見做すことができる．
ここで，理論に新たな U(1) 1-formゲージ不変性 ã 7−→ ã− λ(1)1n を要請する．ただし λ(1) は U(1) ゲー

ジ場である．このゲージ変換は元々の SU(n) ゲージ場 a には作用しないが，新たに付け足した U(1) ゲージ

*65 ダイナミカルである．
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場 â(1) に関しては

â(1) 7−→ â(1) − nλ(1) (3.9.3)

のゲージ変換を引き起こす．変換 (3.9.3)に関する不変性を尊重するためには â(1) の運動項は許されないが，
トポロジカル項

ip

4πn

∫
M(4)

â(1) ∧ â(1)

を付け足すことは依然として許されている．この項はまさにトポロジカルな Zn ゲージ理論 (3.9.1)である．
このようにして得られたゲージ理論の変換関数について考察する．M(4) の良い被覆

{
Uα
}
α∈Λ

を 1つ固定
する．新たな U(1) ゲージ不変性の要請によって ã のゲージ変換は変換関数

{
gαβ : Uα ∩Uβ −→ U(n)

}
α, β∈Λ

によるものと，変換関数
{
λ
(1)
αβ : Uα ∩ Uβ −→ Ω1(Uα ∩ Uβ , u(1))

}
α, β∈Λ

によるものが混ざった

ãβ = gβα(ãα − i dgβα)g
−1
βα − λ

(1)
αβ

になる．注意すべきなのは，λ(1)αβ に対するゲージ変換 λ
(1)
αβ 7−→ λ

(1)
αβ +dh

(0)
αβ が gβα にも作用することである：

gβα 7−→ e−ihαβgβα (3.9.4)

ここで λ
(1)
αβ の Deligne-Beilinsonコチェインとしてのゲージ変換（i.e. Uα ∩ Uβ ∩ Uγ における整合性条件）

は，
{
fαβγ : Uα ∩ Uβ ∩ Uγ −→ Ω0(Uα ∩ Uβ ∩ Uγ ; R/2πZ)

}
α, β, γ∈Λ

によって

λ
(1)
αβ + λ

(1)
βγ + λ(1)γα = dfαβγ

となっているので，ゲージ変換 λ
(1)
αβ 7−→ λ

(1)
αβ + dh

(0)
αβ に際しては

fαβγ 7−→ fαβγ + hαβ + hβγ + hγα mod 2π

と言う変換を受ける．故に gαβ に要請するコサイクル条件であって (3.9.4)を尊重するものは

gαβgβγgγα = e−ifαβγ1n ∈ U(1) (3.9.5)

だと考えられる [KS14, p.28]．一般化されたコサイクル条件 (3.9.5)の det をとることにより

fαβγ +
1

n
(log det gαβ + log det gβγ + log det gγα) =:

2πmαβγ

n
∈ 2π

n
Z

がわかる．fαβγ の充たすべきコサイクル条件は

fαβγ + fβγδ + fγδα + fδαβ = 0 mod 2π

であるから，

mαβγ +mβγδ +mγδα +mδαβ = 0 mod n

がわかる．i.e. m :=
{
mαβγ

}
α, β, γ∈Λ

∈ Ȟ2
(
M(d); Zn

)
である．

3.9.3 有限部分群のゲージ化

中心対称性に関して議論する際，理論の持つ対称性 G の有限な正規部分群 A についてのみゲージ化すると
言う操作が必要になった．ここでは有限部分群のゲージ化に関する一般論を述べる [Tac17]．
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第 4章

圏論とトポロジカル秩序

この節で登場する多様体は特に断らない限り常に C∞ 多様体である．また，体 K と言ったら K = R, C, H
のいずれかを指すことにする．

4.1 トポロジカル秩序のミクロな定義

この節では常に d := D + 1 次元時空M(d) = Σ(D) ×R または Σ(D) × S1 を考える*1．混乱が生じない時
は時空点を x := (x, t) ∈ Σ(D) ×R と書く．境界を持たない D 次元多様体*2 Σ(D) はノルム ‖·‖ を持つ距離
空間であるとする．

• Σ(D) 上の D 次元格子 (lattice) Λ ⊂ Σ(D) とは，Σ(D) の有限な*3離散部分集合のことである．
• 格子点 x ∈ Λ 上の Hilbert空間を Hx と書く．
• 全系の Hilbert空間とは，合成系 Htot :=

⊗
x∈ΛHx のことである．

定義 ph 4.1: bosonicな格子模型

D 次元格子 Λ ⊂ Σ(D) を 1つ固定する．

• ∀x ∈ Λ を 1つとる．別の格子点 y ∈ Λ が x についてレンジ R > 0 であるとは，‖x− y‖ ≤ R
が成り立つことを言う．x についてレンジ R な格子点全体の集合を NR(x) ⊂ Λ と書く．

• 格子 Λ 上のbosonic な格子模型 (bosonic lattice model) とは，エルミート演算子 ĤΛ ∈
HomHilb (Htot, Htot) のこと．bosonicな格子模型 ĤΛ が局所的 (local) であるとは，ある有
限の R > 0 が存在して以下の条件を充たすもののことを言う：
(locality) 　
∀x ∈ Λ に対して，∀y ∈ NR(x) における局所的 Hilbert空間 Hy にのみ非自明に作用す

*1 i.e. 時間方向は必要に応じてコンパクト化する
*2 コンパクト性は仮定しない．
*3 空間多様体 Σ(D) や局所 Hilbert空間に適当な境界条件を課して有限にする．
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るエルミート演算子 ĥx ∈ HomHilb (Htot, Htot) が存在して，

ĤΛ =
∑
x∈Λ

ĥx

と書ける．

• D 次元の bosonicな量子系 (bosonic quantum system) とは，
– 格子の増大列a {Λi}∞i=1

– bosonicな格子模型の列 {ĤΛi
}∞i=1

の組のこと．
• bosonicな量子系

(
{Λi}i, {ĤΛi

}i
)
の熱力学極限 (thermodynamic limit) とはb，D 次元格子

Λ∞ := limi→∞ Λi ⊂ Σ(D) 上の bosonicな格子模型 ĤΛ∞ := limi→∞ ĤΛi のこと．

a i.e. Λ1 ( Λ2 ( · · · が成り立つ．
b 厳密に言うと，極限 limi→∞ は，格子の形状などの追加のデータを与えない限り ill-definedである．

4.1.1 ミクロな視点から量子相を定義する試み

この小節では，格子模型の列を直接用いて量子相を定義する試みを，[CGW10]に倣って簡単に紹介する*4．
ここで紹介する定義は物理学者の直観に基づくものであり，数学的には大部分が未完成であることを先に断っ
ておく．

定義 ph 4.2: gappedな量子系

bosonicな量子系
(
{Λi}i, {ĤΛi

}i
)
が gappedであるとは，ある ∆ > 0 および E0 が存在して以下

の条件を充たすことを言う（図 4.1）：

(gap-1) ∀E ∈ (E0, E0 +∆) に対してある NE ∈ N が存在して，

i > NE =⇒ Spec(ĤΛi) ∩ (E0, E0 +∆) = ∅

が成り立つ．
(gap-2) ∀ε > 0 に対してある Nε ∈ N が存在して，

i > Nε =⇒ diam
(
Spec(ĤΛi

) ∩ (−∞, E0]
)
< ε

が成り立つ．

特に，十分大きな i ∈ N について定まる

GSDΛi

(
{ĤΛi

}
)
:=
∣∣∣Spec(ĤΛi

) ∩ (−∞, E0]
∣∣∣

のことを基底状態の縮退度 (ground state degeneracy) と呼ぶ．

*4 ミクロな視点というのは，格子模型を用いるという意味である．
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...

∆

}
L→∞

∆

図 4.1: gappedな量子系のエネルギースペクトル Spec(ĤΛi
)

定義 ph 4.3: gapped quantum liquid

gappedかつ bosonicな量子系
(
{Λi}i, {ĤΛi

}i
)
が gappedな量子液体 (gapped quantum liquid) で

あるとは，ある N ∈ N が存在して

GSDΛN

(
{ĤΛi

}
)
= GSDΛN+1

(
{ĤΛi

}
)
= GSDΛN+2

(
{ĤΛi

}
)
= · · · <∞

が成り立つことを言う．

! gapless quantum liquidの厳密な定義は，2025年現在でもこれといったものがない．

【例 4.1.1】Haahコード

Haahコード [Haa11]の基底状態の縮退度は

ln(GSDΛi) ∼ |Λi|

と振る舞うことが知られており，gappedだが gappedな量子液体でない bosonicな量子系の例である．

gapped な量子相 (gapped quantum phase) とは，大雑把にはΣ(D) = RD としたときの*5 gapped な量
子液体の同値類のことである．特に，同値関係の定義で対称性を考慮しないもののことをトポロジカル秩序
(topological order) と呼ぶ．この同値類の，物理的に妥当かつ数学的にも正確な定義を与える仕事は大変困難
で，2025年時点で未達成である．そのため，実際の量子相の研究の文脈では，物理的考察から等価であるこ
とが期待される別の（より扱いやすい）定義を用いて議論することが常である．
トポロジカル秩序を与える同値類の定義は，[CGW10, p.3]に倣うと以下のようになる：

定義 ph 4.4: bosonicかつ gappedなトポロジカル秩序

空間多様体 Σ(D) 上の 2つの gappedな量子液体
(
{Λi}i, {Ĥ(0)

Λi
}i
)
,
(
{Λi}i, {Ĥ(1)

Λi
}i
)
を与える．熱

力学極限をとった gappedな量子液体全体がなす集合を gQL(Σ(D)) とおく．gQL(Σ(D)) には適切な
位相を入れて位相空間にする．
　このとき，Ĥ(0)

Λ∞
と Ĥ

(1)
Λ∞
が同じ gappedなトポロジカル秩序 (gapped topological order) にある

とは，連続曲線 Ĥ : [0, 1] −→ gQL(Σ(D)) が存在して Ĥ(0) = Ĥ
(0)
Λ∞

かつ Ĥ(1) = Ĥ
(0)
Λ∞
を充たすこ

*5 最初から熱力学極限により得られる無限系を念頭においている．
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とを言う．

空間次元 D のトポロジカル秩序全体の集まりを TOD と書くことにする．

【例 4.1.2】自明相

H を有限次元 Hilber空間，P̂ ∈ End(H) を，唯一の基底状態 |gnd〉 ∈ H を持つエルミート演算子と
する．このとき任意の空間次元 D と格子 Λ ⊂ Σ(D) に対して，bosonicな格子模型 ĤΛ =

∑
x∈Λ ĥx

を

• Hx := V とする．
• ĥx := 1⊗ · · · ⊗ 1⊗ P̂︸︷︷︸

x

⊗1⊗ · · · ⊗ 1 を局所的なハミルトニアンとする．

ことで定義する．この格子模型は一意的な基底状態
⊗

x∈Λ |gnd〉 を持ち，gappedな量子液体を成し，
自明相 (trivial phase) と呼ばれる bosonicなトポロジカル秩序を定める．空間次元 D の自明相を 1D

と書く．

【例 4.1.3】トポロジカル秩序の積層

空間次元 D と格子 Λ ⊂ Σ(D) を与え，その上の 2つの bosonicな格子模型 Ĥ
(0)
Λ ∈ End(H(0)

tot), Ĥ
(1)
Λ ∈

End(H(1)
tot) を考える．このとき，

• Htot := H(0)
tot ⊗H

(1)
tot

• ĤΛ := Ĥ
(0)
Λ ⊗ 1+ 1⊗ Ĥ(1)

Λ

と定義することで，新たな bosonicな格子模型 ĤΛ ∈ End(Htot) を得る．この操作を格子模型の積層
(stacking) と呼ぶ．格子模型の積層を用いて，gappedな量子液体及び bosonicなトポロジカル秩序の
積層を定義することができる．特に，空間次元 D の 2つの量子相 CD, DD ∈ TOD に対して，その積
層によって得られる新たな量子相を CD ���DD ∈ TOD と書く．

命題 ph 4.1: トポロジカル秩序のモノイド構造

任意の空間次元 D において，以下のデータの 3つ組みは可換モノイドを成す：

• トポロジカル秩序全体の集合 TOD

• トポロジカル秩序の積層 � : TOD × TOD −→ TOD

• 自明相 1D ∈ TOD

証明 �

4.1.2 重力アノマリー
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トポロジカル相の文脈で重力アノマリー (gravitational anomaly) と呼ばれるものを導入しておこ
う [KW14]．これは文字通り量子重力を考えていると言うわけではなく，アノマリー流入に類似の概念
である．

定義 ph 4.5: gappedな量子相のアノマリー

空間 D 次元の量子相がアノマリーを持たない (anomaly-free) とは，それが局所的な格子模型として
実現できることを言う．

予想 ph 4.1: 重力アノマリーの仮説

空間次元 D の任意の gappedな量子相 AD に対して，ある空間次元 D + 1 のアノマリーを持たない
gappedな量子相 Bulk (AD) が一意的に存在して，Bulk (AD) の境界として AD が実現される．

予想 4.1は，AD がトポロジカル秩序の場合には物理的な証明があるらしい [KW14, Lemma 2, p.19]．

4.2 トポロジカル秩序のマクロな特徴付け

零温度における量子相を特徴付けるデータとは，くりこみ群のフローの IR側においても生き残っているよ
うな物理量だと考えられる．もしくは，同じことだが，低エネルギー有効理論の長距離の振る舞いが零温度に
おける量子相を特徴付けるという物理学者の期待がある．
もし量子相が gaplessならば，相関関数は典型的には長距離の振る舞い (algebraic decay) を示し，量子相

を特徴付けるデータの一部であると考えらえる．ところが，gappedな量子相に関してはそうはいかない．

定理 4.1: gappedな格子模型における相関関数の振る舞い

D 次元格子 Λ ⊂ Σ(D) 及びその上の gappedな量子系 ĤΛ を考える．このとき，有限集合 X, Y ⊂ Λ

に台を持つ任意の演算子 ÂX , B̂Y について，ある定数 C, D, ξ0 が存在して以下が成り立つ：

〈ψa0 |ÂXB̂Y |ψa0 〉 − 〈ψa0 |ÂX P̂0B̂Y |ψa0 〉 ≤ C‖ÂX‖ ‖B̂Y ‖
{
e−

dist(X, Y )
ξ0 +min(|X|, |Y |)g

(
dist(X, Y )

)}
+D diam

(
Spec(ĤΛi

) ∩ (−∞, E0]
)

ただし，|ψa0 〉 ∈ Spec(ĤΛi
) ∩ (−∞, E0] であり，P̂0 :=

∑
a |ψa0 〉〈ψa0 | は基底状態が成す部分空間への

射影演算子である．

証明 Lieb-Robinson boundを用いる．詳細は [Has10, Theorem 2, p.7]を参照． �

定理 4.1により，gappedな量子系の相関関数は熱力学極限において指数減衰するため，量子相を特徴付け
るデータとなり得ない．gappedな量子系を特徴付けるデータは，トポロジカル欠陥のデータだと考えられる．
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定義 ph 4.6: p-次元のトポロジカル欠陥

空間多様体 Σ(D) 上の gappedな量子液体
(
{Λi}i, {ĤΛi

}i
)
を与える．p < D について，p 次元の励

起 (p-dimensional excitation) とは，Ĥ∞ + δĤ(M (p)) の gappedな基底状態が成す Htot の部分空間
のこと [KW14, Definition 5., p.10]．ただし，δĤ(M (p)) は Σ(D) の p 次元部分多様体 M (p) ⊂ Σ(D)

の上に台を持つエルミート演算子のことである．

2つの p 次元の励起 Ĥ∞ + δĤ(M (p)), Ĥ∞ + δĤ(N (p)) が同値であるとは，ある可逆なaトポロジカ
ル秩序 Cp ∈ TOp が存在して，Cp 及び C−1

p を積層することによって互いに行き来できることを言
う [KW14, Definition 6., p.10]．この同値関係による同値類をトポロジカル欠陥 (topological defect)
と呼ぶ．

a stackingに関して可逆という意味．

!
p 次元の励起を特徴付けるトラップハミルトニアン δĤ(M (p)) は，格子模型の p 次元部分多様体 M (p)

上における境界条件を定めていると見做すことができる．この意味で，p 次元のトポロジカル欠陥はト
ポロジカルな境界条件 (topological boundary condition) と見做すことができる．

定義 4.6より，空間次元 D のトポロジカル秩序 CD ∈ TOD 内部における p 次元のトポロジカル欠陥はそ
れ自身が p 次元のトポロジカル秩序を成す．

【例 4.2.1】toric codeのトポロジカル欠陥-1

2次元正方格子 Λ =
(
V(Λ), E(Λ)

)
上の toric code模型 [Kit03]は，以下のように構成されるスピン

1/2 模型である：

• ∀e ∈ E(Λ) の上には Hilbert空間 He := C2 をアサインする．
• ∀v ∈ V(Λ) に対して，Âv を次のように定義する：

Âv :=
v
X̂X̂

X̂

X̂

• 任意の面 p に対して，B̂p を次のように定義する：

B̂p :=

Ẑ

Ẑ

Ẑ

Ẑ p

• ハミルトニアンを

ĤΛ :=
∑
v

(1− Âv)−
∑
p

(1− B̂p)

で定義する．
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ただし

X̂ :=

[
0 1
1 0

]
, Ẑ :=

[
1 0
0 −1

]
とおいた．全ての Âv, B̂p は可換なので同時対角化可能である．そのうえ (Âv)

2 = (B̂p)
2 = 1 が成り

立つ（このような模型を commuting projector hamiltonianと呼ぶ）ので，Âv, B̂p の固有値は
システムサイズ |Λ| に関係なくどちらも ±1 である．故にこの模型は gappedなトポロジカル秩序 TC

を示す．
　簡単のため，2 次元 Euclid 空間上の無限系 Λ = Z2 ⊂ R2 を考える．toric code 模型の持つ 0 次
元のトポロジカル欠陥を考えよう．Htot は Âv, B̂p による固有空間分解を持つので，任意の状態は
Âv, B̂p の同時固有状態で展開できる．

(1) 基底状態が生成するトポロジカル欠陥 1 が存在する．
(2) 頂点 v0 ∈ V(Λ) 上に局在した励起を特徴付けるハミルトニアンとして δĤ(v0) = 2Âv0 を選
ぶと，

Âv |ψe〉 =

{
− |ψe〉 , v = v0,

|ψe〉 , v 6= v0
, B̂p |ψe〉 = |ψe〉

なる状態 |ψe〉 が張る 1次元部分空間 C |ψe〉 ⊂ Htot が 0次元の励起だと分かる．ここで，局所
演算子

Ẑ1 := v0 v1Ẑ

を |ψe〉 に作用させると，Âv0 , Âv1 のみが Ẑ1 と反交換することから

ÂvẐ1 |ψe〉 =

{
−Ẑ1 |ψe〉 , v = v1,

Ẑ1 |ψe〉 , v 6= v1
B̂pẐ1 |ψe〉 = Ẑ1 |ψe〉

が成り立つ．i.e. δĤ(v0), δĤ(v1) が特徴付ける 0次元の励起は互いに同値である．同様にして
任意の頂点上に局在した 0次元の励起が互いに同値になるので，これらは 1つのトポロジカル
欠陥 e を成す．

(3) 任意の面 p0 に局在した励起を特徴付けるハミルトニアンとして δĤ(p0) = 2B̂p0 を選ぶと，

Âv |ψm〉 = |ψm〉 B̂p |ψm〉 =

{
− |ψm〉 , p = p0

|ψm〉 , p 6= p0

なる状態 |ψm〉 が張る 1次元部分空間 C |ψm〉 ⊂ Htot が 0次元の励起だと分かる．今度は

X̂1 := p0 p1X̂

なる局所演算子を |ψm〉 に作用させると，X̂1 と反交換するのは B̂p0 , B̂p1 のみだから，

ÂvX̂1 |ψm〉 = X̂1 |ψm〉 B̂pX̂1 |ψm〉 =

{
−X̂1 |ψm〉 , p = p1

X̂1 |ψm〉 , p 6= p1
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が成り立つ．同様にして任意の面上に局在した 0次元の励起は互いに同値なので，これらは 1
つのトポロジカル欠陥 m を成す．

(4) 任意の点と面の組み (v0, p0) 上に局在した励起を特徴付けるハミルトニアンとして
δĤ
(
{v0, p0}

)
= 2Âv0 + 2B̂p0 を選ぶと，

Âv |ψf 〉 =

{
− |ψf 〉 , v = v0,

|ψf 〉 , v 6= v0
, B̂p |ψf 〉 =

{
− |ψf 〉 , p = p0

|ψf 〉 , p 6= p0

なる状態 |ψf 〉 が張る 1 次元部分空間 C |ψf 〉 ⊂ Htot がトポロジカル欠陥 f を成すことがわ
かる．

このようにして，互いに異なる 4つのトポロジカル欠陥 {1, e, m, f} が構成された．

可逆なトポロジカル秩序の積層を同一視すると言うことは，任意の局所演算子の作用に関して不変であるこ
とと等価である．従って，局所演算子が合成に関して成す結合代数 (local operator algebra) を Aloc と書
くと，トポロジカル欠陥を次のように特徴付けることもできる：

! 演算子の局所性の概念は，系のスケールに依存する．逆に言うと，トポロジカル欠陥は系のスケールに
依存しない．

命題 4.1: トポロジカル欠陥の特徴付け

トポロジカル欠陥とは，Aloc-加群のこと．

【例 4.2.2】toric codeのトポロジカル欠陥-2

【例 4.2.1】で得た 4つのトポロジカル欠陥 {1, e, m, f} を，Aloc-加群として導出してみよう．まず，
演算子の局所性を次の図で定義する：

v

p

すると，local operator algebra Aloc は生成元 Âv, B̂p と関係式

(Âv)
2 = (B̂p)

2 = 1, ÂvB̂p = B̂pÂv

で表現される．故に Aloc
∼= C4 であり，Aloc-加群が成す圏 Aloc-ModVecC は

P̂±± :=
1± Âv

2

1± B̂p
2

の 4つの単純対象を持つが，これらはそれぞれ

(1) P++ はトポロジカル欠陥 1 への射影演算子
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(2) P−+ は点 v におけるトポロジカル欠陥 e への射影演算子
(3) P+− は面 p におけるトポロジカル欠陥 m への射影演算子
(4) P−− は組 (v, p) におけるトポロジカル欠陥 f への射影演算子

に対応している．
　系のスケールを大きくするにつれて Aloc の生成元は複雑になるが，異なるスケールの Aloc 同士は
森田同値であることが知られている [Kit03]．つまり，toric code 模型のトポロジカル欠陥は系のス
ケールに依存しない．

CD 内部の全てのトポロジカル欠陥（i.e. トポロジカル秩序）の集まりを topological skelton と呼び，
sk(CD) と書くことにする [KZ22]．次に考えるべきなのは，topologial skelton のどの構造が，親となるト
ポロジカル秩序 CD を完全に特徴付けるのか，と言う問題である．2025 年現在では次のように予想されて
いる [KW14, Conjecture 2, p.11]：

予想 ph 4.2: トポロジカル秩序の特徴付け

トポロジカル秩序 CD を完全に特徴付けるのは，sk(CD) の組紐付き（高次）フュージョン圏としての
構造，及び chiral central chargeである．

以下では，特に sk(CD) の要素のうち空間次元が 0 であるものに焦点を当てて予想 (4.2)を解読する．便宜
上，sk(CD) の要素のうち p+ 1 次元のトポロジカル欠陥であるもの全体を skp(CD) と書くことにする．

定義 4.1: エニオン

sk(C2) の要素のうち空間次元が 0 であるものをエニオン (anyon) と呼ぶ．

4.3 0 + 1 次元のトポロジカル欠陥

4.3.1 アーベル圏としての構造

点 ξ ∈ Σ(D) に局在した 0 + 1 次元のトポロジカル欠陥 ∀x, y ∈ sk0(CD) をとる．定義 4.6よりこれらの
代表元は全系の Hilbert 空間の部分空間であり，その間に作用する線形作用素 f : x −→ y を考えることが
できる．f が well-defined であるためには，系の任意のスケールにおいて局所演算子と可換でなくてはいけ
ない．よって f は 0 + 0 次元のトポロジカル欠陥と見做すべきである．このような全ての f が成す集合を
Homsk0(CD) (x, y) と書く．
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命題 ph 4.2: sk0(CD) の圏としての構造

sk0(CD) は，

• 0 + 1 次元のトポロジカル欠陥を対象
• Homsk0(CD) (x, y) を Hom集合

とする C-線形な圏を成す．特に，Idx ∈ Homsk0(CD) (x, x) は恒等作用素に対応する自明な 0 + 0 次
元のトポロジカル欠陥である．

証明 Hom集合の C-線形性は，f ∈ Homsk0(CD) (x, y) がミクロには線形作用素であったことによる． �

命題 4.4に合わせて，以下では 0 + 1 次元のトポロジカル欠陥全体が成す集まりを Ob(sk0(CD)) と書く．
∀x, y ∈ Ob(sk0(CD)) の代表元は全系の Hilbert空間の部分空間であるから，その直和 x⊕ y ∈ Ob(sk0(CD))

を考えることができる．

命題 ph 4.3: sk0(CD) は半単純

sk0(CD) は，半単純かつ有限な C-線形アーベル圏である．

【例 4.3.1】toric codeのトポロジカル欠陥の直和

toric code のトポロジカル秩序 TC を考える．プラケット p0 に局在したトラップハミルトニアン
δĤ(p0) := B̂p0 によって特徴付けられるトポロジカル欠陥は

Âv |ψ±〉 = |ψ±〉 B̂p |ψ±〉 =

{
± |ψ±〉 , p = p0

|ψ±〉 , p 6= p0

を充たす，元のハミルトニアン Ĥ の 2つの固有状態 |ψ±〉で貼られる 2次元の部分空間 C |ψ+〉⊕C |ψ−〉
である．特に【例 4.2.1】で得た 1, e, m, f ∈ Ob(sk0(TC)) を用いると C |ψ+〉 = 1, C |ψ−〉 = m と
書ける．同様に，トラップハミルトニアンを

δĤ
(
{v1, p1}

)
:= Âv0 + B̂p0 + Âv0B̂p0

で定義すると，対応するトポロジカル欠陥は v0 と p0 において符号が逆にならねばならないので

e⊕m

になる．トラップハミルトニアンを

δĤ
(
{v1, p1}

)
:= Âv0 + B̂p0 − Âv0B̂p0

で定義すると，対応するトポロジカル欠陥は v0 と p0 において符号が同じにならねばならないので

1⊕ f

になる．
　一番最初のトラップハミルトニアンに摂動を加えて δĤε(p0) := (1 + ε)B̂p0 にしてみよう．このと
き，実現するトポロジカル欠陥は ε = 0 ならば 1⊕m だが，ε < 0 ならば 1 であり，ε > 0 ならば m

である．このように，直和の形で書けるトポロジカル欠陥は摂動に対して不安定である．
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定義 ph 4.7: 安定なトポロジカル秩序

D+1 次元のトポロジカル秩序 CD ∈ TOD が安定 (stable) であるとは，Σ(D) = RD のときに基底状
態の縮退度が 1 になることを言う．もしくは，同じことだが，Σ(D) = RD のときに自明なトポロジカ
ル欠陥 1p ∈ Ob(skp(CD)) が単純対象であることを言う．

4.3.2 モノイダル圏としての構造

∀x, y ∈ Ob(sk0(CD)) の代表元は全系の Hilbert 空間の部分空間であるから，そのテンソル積 x ⊗ y ∈
Ob(sk0(CD)) を考えることができる．直観的には，系のスケールを変えて 2つのトポロジカル欠陥を 1つの
トポロジカル欠陥と見做すと言うことである．トポロジカル欠陥をトポロジカル秩序と見做すと，積層を行っ
ていると考えても良い．このような操作をフュージョン (fusion) と呼ぶ．

命題 ph 4.4: sk0(CD) はモノイダル圏

sk0(CD) はモノイダル圏である．

ところが，実はトポロジカル欠陥のフュージョンの厳密な定義には様々な困難がつきまとう．x, y がそれ
ぞれ互いに異なる点 ξ, η ∈ Σ(D) に局在しているとしよう．このとき，代表元の素朴なテンソル積は，トポ
ロジカル欠陥のレベルでのテンソル積 x⊗(ξ, η) y を定める．i.e. x, y ∈ Ob(sk0(CD)) のテンソル積の定義に
は，集合

{
(ξ, η) ∈ Σ(D)

∣∣ ξ 6= η
}
だけの不定性が存在し得る．定義 4.6直下の注の方法で sk0(CD) を，点

ξ ∈ Σ(D) におけるトポロジカルな境界条件が成す圏 sk0(CD)ξ と見做すと，⊗(ξ, η) は関手

⊗(ξ, η) : sk0(CD)ξ × sk0(CD)η −→ sk0(CD)

を定める．
ところで，(ξ, η) ∈ を連続曲線 γ : [0, 1] −→ Conf(Σ(D)) に沿って (ξ′, η′) まで断熱的に*6移動することで，

いつでも同型写像 T γx, y : x⊗(ξ, η)y −→ x⊗(ξ′, η′)yを作ることができる．この同型写像を ∀x, y ∈ Ob(sk0(CD))

に関して集めたものは自然変換

T γ : ⊗(ξ, η) =⇒ ⊗(ξ′, η′)

を定める．状況を簡略化するためにしばしば次の仮定をおく：

仮説 4.1:

2つの互いにホモトピックな道 γ1, γ2 に対して，T γ1 = T γ2 が成り立つ．

然るに，2つの互いにホモトピックな道 γ1, γ2 をとったとしても，ギャップが有限だと T γ1 , T γ2 が一致し
てくれる保証はない．このようなときには，テンソル積 ⊗(ξ, η) は高次のホモトピーに依存し，sk0(CD) の上
に A∞-圏の構造を与える．

*6 i.e. 途中経過のトラップハミルトニアンのギャップを閉じずに
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このように，sk0(CD) のテンソル積の構造は大きな不定性を持つ．トポロジカル秩序のミクロな定義か
ら出発し，断熱変形を利用して構成することもできるが，そうするとモノイダル圏の同型類しか定まらな
い [KL20]．この意味で，sk0(CD) のモノイダル構造は「ゲージ不変でない」などと言うことがある．

4.3.3 ユニタリティ

sk0(CD) における射とは，任意の局所演算子と可換な線形作用素のことであった．故に，そのエルミート共
役が自然に定まる．ストリング図式で書く場合は次のようにする：

f

x

y

7−→ f†

y

x

定義 4.2: ユニタリ構造

C を C-線形なアーベル圏とする．C のダガー構造 (dagger structure) とは，反線形な関手

† : Cop −→ C

であって以下を充たすもののこと：

(dag-1) ∀x ∈ Ob(C) に対して x† = x

(dag-2) ∀x, y ∈ Ob(C)，及び ∀f ∈ HomC (x, y) に対して (f†)† = f

さらに，以下の条件を充たすダガー構造はユニタリ構造 (unitary structure) と呼ばれる：

(dag-3) f† ◦ f = 0 ⇐⇒ f = 0

ユニタリ圏 C の射 f ∈ HomC (x, y)がユニタリ (unitary)であるとは，f†◦f = Idx かつ f ◦f† = Idy

が成り立つことを言う．

命題 4.2: ユニタリ構造と C∗ 構造

C-線形なアーベル圏 C が C∗-圏であることと，ユニタリ圏であることは同値である．

証明 [Mue98, Proposition 2.1, p.5] �

定義 4.3: ユニタリモノイダル圏

C-線形なアーベル圏でもあるモノイダル圏 (C, ⊗, a, l, r) がユニタリモノイダル圏であるとは，ユニ
タリ構造 † : Cop −→ C がモノイダル関手であることを言う．

4.3.4 rigidity
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非自明なトポロジカル欠陥の単体を，局所演算子によって生成・消滅させることはできない．トポロジカル
欠陥の生成・消滅はその世界線を曲げることによって成される（図 4.2）．この過程を，0 + 0-次元のトポロジ
カル欠陥を用いてそれぞれ

coevLx : 1 −→ x⊗ x∗,
evLx : x

∗ ⊗ x −→ 1

と表現する．ミクロには，このようなプロセスは自明相 10 ∈ Ob(sk0(CD)) にストリング状の演算子を作用さ
せることによって成される．

x x∗

(a) coevL
x による生成

x x∗

(b) evL
x による消滅

図 4.2: トポロジカル欠陥 x ∈ Ob(sk0(CD)) の生成と消滅

命題 ph 4.5: sk0(CD) はユニタリフュージョン圏

sk0(CD) はユニタリ多重フュージョン圏である．特に，CD が安定ならばユニタリフュージョン圏で
ある．

ユニタリ構造と旋回構造の間には密接な関係がある．

補題 4.1: ユニタリモノイダル圏における右双対

ユニタリモノイダル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, †) の対象 x ∈ Ob(C) が左双対 (x∗, coevLx , ev
L
x) を持つとす

る．このとき，(x∗, evLx
†, coevLx

†) は x の右双対である．

証明 (zig-zag equations)を示す．実際，

(coevLx
† ⊗ Idx) ◦ (Idx ⊗ evLx

†) = (coevLx
† ⊗ Id†x) ◦ (Id

†
x ⊗ evLx

†)

= (coevLx ⊗ Idx)
† ◦ (Idx ⊗ evLx)

†

=
(
(Idx ⊗ evLx) ◦ (coevLx ⊗ Idx)

)†
= Id†x = Idx,

(Idx∗ ⊗ coevLx
†) ◦ (evLx† ⊗ Idx∗) =

(
(evLx ⊗ Idx∗) ◦ (Idx∗ ⊗ coevLx)

)†
= Idx∗

が成り立つ． �
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命題 4.3: ユニタリテンソル圏における球状構造

ユニタリテンソル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, coevL, evL, †) における旋回構造

px := (coevLx
† ⊗ Idx∗∗) ◦ (Idx ⊗ coevLx∗) : x −→ x∗∗

が球状構造になる必要十分条件は，∀x ∈ Ob(C) に対して

coevLx
† ◦ coevLx = evLx ◦ evLx†

が成り立つことである．

証明

dimp(x) = evLx∗ ◦ (px ⊗ Idx∗) ◦ coevLx
= coevLx

† ◦ coevLx

ところで，

(p∗x)
−1 =

evLx

evLx∗

evLx
†

coevLx∗∗

であるから，

dimp(x
∗) = TrL

(
(p∗x)

−1
)

∵ 補題 F.7-(1)

= evLx ◦ evLx†

と計算できる．よって

dimp(x) = dimp(x
∗) ⇐⇒ coevLx

† ◦ coevLx = evLx ◦ evLx†

�

coevaluation/evaluation を適切に選ぶことで，いつでも命題 4.3 の条件を充たすようにできる．実際，
coevLx , ev

L
x が x, x∗ ∈ Ob(C) に関する (co)evaluationならば，∀λ ∈ C× に対して λ coevLx , λ

−1 evLx もまた
(zig-zag equations)を充たすので x, x∗ に関する (co)evaluationである．よって

|λ|2 =

√
evLx ◦ evLx†

coevLx
† ◦ coevLx

を充たすように λ を選べば良い [Yam04, LEMMA 3.9., p.9]．
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定義 4.4: balancedなユニタリテンソル圏

ユニタリテンソル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, coevL, evL, †) が balancedであるとは，∀x ∈ Ob(C) に対して

coevLx
† ◦ coevLx = evLx ◦ evLx†

が成り立つこと．このとき，命題 4.3の構成によって C は球状圏になる．

4.3.5 組紐

トポロジカル欠陥 x, y ∈ sk0(C2)をとる．xが yの周りを断熱的に 1周する過程は同型射 x⊗y
∼=−→ x⊗yで記

述される（図 4.3a）．特に，反時計方向に交換する過程は組紐 (braiding)と呼ばれる同型射 bx, y : x⊗y
∼=−→ y⊗x

で記述され，時計方向の過程はその逆射 (anti-braiding) で与えられる（図 4.3b）．組紐を全ての x, y に関し
て集めたものは自然同型 b : ⊗ =⇒ ⊗ ◦ τ を成す．ただし τ : C × C −→ C × C は成分の互換である．

x y

(a) トポロジカル欠陥の full braiding

x y

(b) braiding morphism

図 4.3: 組紐

命題 ph 4.6:

sk0(CD) は組紐付きユニタリ多重フュージョン圏である．特に，CD が安定ならば組紐付きユニタリ
フュージョン圏である．

4.3.6 リボン構造

4.3.7 UMTC

トポロジカル秩序のアノマリーの有無と CD の組紐構造の間には重要な関係があると考えられてい
る [KW14]：
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予想 ph 4.3: remote-detectable

トポロジカル秩序がアノマリーを持たないことと，余次元 2 以上のトポロジカル欠陥が braiding に
よって検出できることは等価である．

簡単のため D = 2 として考える．D = 2 次元における余次元 2のトポロジカル欠陥とは，D − 2 + 1 = 1

次元の線状欠陥のことである．非自明なトポロジカル欠陥 x ∈ Ob(sk0(CD)) が検出できるというのは，他の
全てのトポロジカル欠陥 y ∈ Ob(sk0(CD)) を x の周りに 1周させたときに，非自明な位相を吐き出すような
y が少なくとも 1つは存在するという意味である．

定義 4.5: Müger中心

(C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR, b) を組紐付きフュージョン圏とする．C の Müger 中心
(Müger center) とは，

Z2(C) :=
{
x ∈ Ob(C)

∣∣ ∀y ∈ Ob(C), by, x ◦ bx, y = Idx⊗y
}

を対象とする C の充満部分圏 Z2(C) のこと．

Z2(C) は C から組紐付きフュージョン圏の構造を引き継ぐが，定義から組紐構造は対称になる．

定義 4.6: 非退化な組紐付きフュージョン圏

組紐付きフュージョン圏が非退化 (non-degenerate) であるとは，Müger中心の単純対象が唯一であ
ることを言う．

命題 ph 4.7:

安定な 2 + 1 次元のトポロジカル秩序 C2 がアノマリーを持たないことと，組紐付きユニタリフュー
ジョン圏 sk0(C2) が非退化であることは同値である．

定義 4.7: MTC

モジュラーテンソル圏 (modular tensor category; MTC) とは，非退化な前モジュラー圏のこと．

命題 ph 4.8: sk0(C2) はMTC

空間多様体 R2 上に置かれた安定かつアノマリーを持たない 2+1次元のトポロジカル秩序 C2 が持つ
点状のトポロジカル欠陥全体 sk0(C2) はユニタリモジュラーテンソル圏を成す．

なお，2 + 1 次元のトポロジカル欠陥 C2 がアノマリーを持たないことと，C2 の低エネルギー有効理論で
ある TQFT がアノマリーを持たないことは等価ではない．両者の間にはフレーミングアノマリー (framing
anomaly) の分だけ差異がある [Tur10]．
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命題 4.4: MTCの性質

(C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR, b, θ) がMTCならば以下が成り立つ：

(1) Sxy = Syx = Sx∗y∗ = S̄xy∗ , S1x = Sx1 = dim(x)

(2) SxySxz = dim(x)
∑
w∈Simp(C)N

w
yzSxw

(3) 行列 C を Cxy = δx∗,y で定義すると，S2 = dim(C)C
(4) Verlinde formula ∑

x∈Simp(C)

SxySxzSxw∗

Sx1
= dim(C)Nw

yz

(5) Gauss sumを

τ±(C) :=
∑

x∈Simp(C)

θ±1
x dim(x)2

で定義すると，τ+(C)τ−(C) = dim(C) が成り立つ．
(6) 加法的中心電荷 (additive central charge) を

e2πic(C)/8 :=
τ+(C)√
dim(C)

で定義すると，c(C) ∈ Q/8Z が成り立つ．
(7) T -行列 (T -matrix) を

Txy := θ−1
x δx, y

で定義すると，

S4 = dim(C)21, (ST )3 = τ−(C)S2

が成り立つ．従って SL(2, Z) の生成元と関係式

〈 s, t | (st)3 = s2, s4 = 1 〉

を思い出すと，群準同型

s 7−→ S√
dim(C)

, t 7−→ T

は SL(2, Z) のユニタリな射影表現を与える．特に，この射影表現が表現になるための障害は
c(C) /∈ 8Z となることである．

証明 (1) まず，braidingの存在により x⊗ y ∼= y ⊗ x であるから，米田の補題により HomC (x⊗ y, z) ∼=
HomC (y ⊗ x, z) が言える．よって

Nz
xy = dimC HomC (x⊗ y, z) = dimC HomC (y ⊗ x, z) = Nz

yx
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である．従って命題 F.12-(1) より

Sxy = θ−1
x θ−1

y

∑
z∈Simp(C)

Nz
xyθz dim(z)

= θ−1
y θ−1

x

∑
z∈Simp(C)

Nz
yxθz dim(z)

= Syx

さらに，

Nz
1x = dimC HomC (x, z) = δxz

であるから

S1x = θ−1
x

∑
z∈Simp(C)

Nz
1xθz dim(z)

= dim(x)

が成り立つ．
(2) 命題 F.12-(2)
(3) 命題 F.12-(3) より，∀x ∈ Simp(C) に対して定まる写像 hx : Gr(C) −→ C, y 7−→ Sxy/dim(x) は環
準同型である．特にMTCは非退化なので S-行列も非退化であり，hy = hz であるためには y = z で
あることが必要十分である．
　 y 6= z のとき，(1) および補題 F.9-(2) より[

S2
]
yz∗

=
∑

x∈Simp(C)

SyxSxz∗

=
∑

x∈Simp(C)

SyxSzx∗

= dim(y) dim(z)
∑

x∈Simp(C)

hy(x)hz(x
∗)

= 0

が成り立つ．一方で，y = z のときは (1), (2) を使って[
S2
]
yy∗

=
∑

x∈Simp(C)

SxySxy∗

=
∑

x∈Simp(C)

dim(x)
∑

w∈Simp(C)

Nw
yy∗Sxw

=
∑

w∈Simp(C)

Nw
yy∗

∑
x∈Simp(C)

dim(x)Sxw

と計算できる．ここで，写像 dim: Gr(C) −→ C, x 7−→ dim(x) は環準同型であるから，補題 F.9-(2)
より ∑

x∈Simp(C)

dim(x)Sxw =
∑

x∈Simp(C)

dim(x∗)Swx

= dim(w)
∑

x∈Simp(C)

dim(x∗)hw(x)
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= δw, 1 dim(C) (4.3.1)

が成り立つ．よって [
S2
]
yy∗

= N1
yy∗ dim C = dim(C)

が分かった．
(4) (2), (3) より ∑

x∈Simp(C)

SxySxzSxw∗

Sx1
=

∑
x∈Simp(C)

Sxw∗

��Sx1
����dim(x)

∑
u∈Simp(C)

Nu
yzSxu

=
∑

u∈Simp(C)

Nu
yz

∑
x∈Simp(C)

SuxSxw∗

=
∑

u∈Simp(C)

Nu
yz

[
S2
]
uw∗

= dim(C)Nw
yz

(5)

τ+(C)τ−(C) =
∑

x∈Simp(C)

θ−1
x dim(x)

∑
y∈Simp(C)

dim(x) dim(y)θy dim(y)

=
∑

x∈Simp(C)

θ−1
x dim(x)

∑
y∈Simp(C)

dim(y∗ ⊗ x)θy dim(y)

=
∑

x∈Simp(C)

θ−1
x dim(x)

∑
y∈Simp(C)

∑
z∈Simp(C)

Nz
y∗x dim(z)θy dim(y)

=
∑

x∈Simp(C)

dim(x)
∑

z∈Simp(C)

dim(z)θz

θ−1
x θ−1

z

∑
y∈Simp(C)

Ny
xzθy dim(y)


=

∑
z∈Simp(C)

dim(z)θz
∑

x∈Simp(C)

dim(x)Sxz ∵ 命題 F.12-(1)

=
∑

z∈Simp(C)

dim(z)θzδz, 1 dim(C) ∵ (4.3.1)

= dim(C)

(6)
(7) S4 = dim(C)21 は (3) より従う．(2) より，[

STS
]
xy

=
∑

z∈Simp(C)

Sxzθ
−1
z Szy

=
∑

z∈Simp(C)

θ−1
z SzxSzy

=
∑

w Simp(C)

Nw
xy

∑
z∈Simp(C)

θ−1
z dim(z)Szw

ところで，

τ+(C)
∑

z∈Simp(C)

θ−1
z dim(z)Sz∗w
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=
∑

x∈Simp(C)

θx dim(x)
∑

z∈Simp(C)

Sz∗wθ
−1
z dim(x∗ ⊗ z)

=
∑

z∈Simp(C)

Sz∗wθ
−1
z

∑
x∈Simp(C)

θx dim(x)
∑

y∈Simp(C)

Ny
x∗z dim(y)

=
∑

z∈Simp(C)

Sz∗w
∑

y∈Simp(C)

θy dim(y)

θ−1
z θ−1

y

∑
x∈Simp(C)

Nx
zyθx dim(x)


=

∑
z∈Simp(C)

Sz∗w
∑

y∈Simp(C)

θy dim(y)Szy

=
∑

y∈Simp(C)

θy dim(y)
∑

z∈Simp(C)

SyzSzw∗

= dim(C)θw dim(w) ∵ (3)
= τ+(C)τ−(C)θw dim(w) ∵ (5)

であるから ∑
z∈Simp(C)

θ−1
z dim(z)Szw = θw dim(w)τ−(C)

が分かる．故に[
STS

]
xy

= τ−(C)
∑

w Simp(C)

Nw
xyθw dim(w)

= τ−(C)θxθySxy ∵ 命題 F.12-(1)
= τ−(C)

[
T−1ST−1

]
xy

と計算できた．ここから (ST )3 = ST (STST ) = ST
(
τ−(C)T−1S

)
= τ−(C)S2 として所望の式を

得る．
�

4.4 Levin-Wen模型
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付録 A

コホモロジー

R を環とする．

定義 A.1: 良い被覆

位相空間 X の開被覆
{
Uα
}
α∈Λ

が良い被覆 (good cover) であるとは，∀n ∈ N, ∀α1, . . . , αn ∈ Λ に
対して

Uα1 ∩ · · · ∩ Uαn 6= ∅ =⇒ Uα1 ∩ · · · ∩ Uαn は可縮

が成り立つこと．

以下では Uα1...αn
:= Uα1

∩ · · · ∩ Uαn
と略記する．

A.1 導来関手

A.2 層係数コホモロジー

位相空間 X を 1つ固定する．X 上の開集合の圏 OX を，

• X の開集合を対象とする
• X の任意の開集合 U, V ⊂ X に対して

HomOX
(U, V ) :=

{
{包含写像 U ↪→ V }, U ⊂ V
∅, U 6⊂ V

と定義する．
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定義 A.2: 前層

位相空間 X 上の，小圏 S に値をとる前層 (presheaf) とは，関手

P : Oop
X −→ S

のことa．

a 最も一般的には，関手 P : Cop −→ S のことを圏 C 上の S に値をとる前層と呼ぶ https://ncatlab.org/nlab/
show/presheaf

位相空間 X 上の，圏 S に値をとる前層の圏 PSh(X, S) とは，

• S に値をとる前層を対象とする．
• S に値をとる前層 P, Q : Oop

X −→ S に対して，自然変換

F : P =⇒ Q

を射とする

圏のこと．

【例 A.2.1】定数前層

圏 S の対象 A に対して定まる前層

AX : Oop
X −→ S,
U 7−→ A,

(U ↪→ V ) 7−→ idA

のことを定数前層 (constant presheaf) と呼ぶ．

【例 A.2.2】微分形式のなす前層

X を C∞ 多様体とする．このとき

C∞
X : Oop

X −→ R-Mod,

U 7−→ C∞(U),

(ι ◦ U ↪→ V ) 7−→
(
f 7−→ f ◦ ι

)
なる対応は前層である．同様に，∀q ∈ Z≥0 に対して

ΩqX : Oop
X −→ R-Mod,

U 7−→ Ωq(U),

(ι : U ↪→ V ) 7−→
(
ω 7−→ ι∗ω

)
なる対応は前層である．
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定義 A.3: 層

前層 P ∈ Ob(PSh(X, S)) が層 (sheaf) であるとは，

• X の任意の開集合 U ⊂ X および U の開被覆
{
Uα
}
α∈Λ

• 任意の族
{
xα ∈ P (Uα)

}
α∈Λ

であって，∀α, β ∈ Λ に対して

P (Uα ∩ Uβ ↪→ Uα)(xα) = P (Uα ∩ Uβ ↪→ Uβ)(xβ)

を充たすもの

に対して，x ∈ P (U) が一意的に存在して

∀α ∈ Λ, P (Uα ↪→ U)(x) = xα

を充たすこと．

位相空間 X 上の，圏 S に値をとる層の圏 Sh(X, S) とは，

• S に値をとる層を対象とする．
• S に値をとる層 P, Q : Oop

X −→ S に対して，自然変換

F : P =⇒ Q

を射とする

圏のこと．S がアーベル圏のとき，圏 Sh(X, S) もまたアーベル圏である [志甫 16, p.298, 命題 4.30]．
X を位相空間とする．加法的関手

A : Sh(X, R-Mod) −→ R-Mod (A.2.1)

を，

• 任意の層 P ∈ Ob(Sh(X, R-Mod)) に対して R-加群 P (X) ∈ Ob(R-Mod) を対応付ける
• 層 P, Q ∈ Ob(Sh(X, R-Mod)) の間の任意の自然変換 F : P =⇒ Q に対して，R-加群の準同型
FX : P (X) −→ Q(X) を対応付ける

関手として定義する．

定義 A.4: 層係数コホモロジー

加法的関手 (A.2.1)の右導来関手を
(
Hn(X, -)

)
n∈Z≥0

と書く．層 P ∈ Ob(Sh(X, R-Mod)) を係数
とする位相空間 X の層係数コホモロジー (sheaf cohomology) とは，

Hn(X, P )

のこと．
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A.3 Čechコホモロジー

位相空間 X および前層 P ∈ Ob(PSh(X, R-Mod)) を与える．
X の開被覆 U :=

{
Uα
}
α∈Λ

をとる．∀n ∈ Z≥0 に対して

Čn(U , P ) :=
∏

(α0, ..., αn)∈Λn+1

P (Uα0...αn
)

と定義し，

δn+1 : Čn(U , P ) −→ Čn+1(U , P ), (A.3.1)

(
xα0...αn

)
(α0, ..., αn)

7−→

n+1∑
j=0

(−1)jP (Uα0...αn+1 ↪→ Uα0...α̂j ...αn+1)(xα0...α̂j ...αn+1)


(α0, ..., αn+1)

と定義すると δn+1 ◦ δn = 0 であるから，R-Mod の図式

· · · δ
n−1

−−−→ Čn−1(U , P ) δn−→ Čn(U , P ) δn+1

−−−→ Čn+1(U , P ) δn+2

−−−→ · · ·

はコチェイン複体である．この複体を Čech複体と呼ぶ．

定義 A.5: Čechコホモロジー

Čech複体
(
Č•(U , P ), δ•

)
のコホモロジーのことを X の開被覆 U に関する P 係数 Čechコホモロ

ジーと呼び，Ȟ• (U , P ) と書く．

【例 A.3.1】Čech-de Rham複体

X を C∞ 多様体とし，X の開被覆 U をとる．【例A.2.2】において導入した前層 ΩqX : Oop
X −→ R-Mod

について，複体
(
Č•(U , ΩqX), δ•

)
のことを Čech-de Rham 複体と呼ぶ．δ : Čn(U , ΩlX) の定義

(A.3.1)に (−1)l をつけることで，これは二重複体の構造aを持つ：

Č0(U , Ω0
X) Č0(U , Ω1

X) · · · Č0(U , ΩdimX
X ) 0

Č1(U , Ω0
X) Č1(U , Ω1

X) · · · Č1(U , ΩdimX
X ) 0

Č2(U , Ω0
X) Č2(U , Ω1

X) · · · Č2(U , ΩdimX
X ) 0

...
...

...

d

δ

d

δ

d

δ

d

δ

d

δ

d

δ

d

δ

d

δ

d

δ

a (−1)l の因子は dδ + δd = 0 を成り立たせるために必要である．
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命題 A.1: 良い被覆に関する Čechコホモロジー

定数前層 RX : OX −→ R-Mod について，もし U が良い被覆ならば

H•
dR (X; R) ∼= Ȟ• (U ; RX)

が成り立つ．

証明 �

A.4 Deligne-Beilinsonコホモロジー

一般論には立ち入らず，[BGST05, p.21, Appendix A]を参考に，本文中で必要になる最小限だけ Deligne-
Beilinsonコホモロジーを導入する．
C∞ 多様体 X とその開被覆 U を一つ固定する．まず，Čech-de Rham複体の de Rham複体成分を次数
−1 に拡張する：

Čn(U , Ω−1
X ) := Čn(U , ZX)

ただし ZX は圏 R-Mod の定数前層である．そして

d−1 : Č
n(U , Ω−1

X ) −→ Čn(U , Ω0
X),(

cα0...αn

)
(α0, ..., αn)

7−→
(
(x 7−→ cα0...αn

)
)
(α0, ..., αn)

と定義することで，二重複体

Č0(U , Ω−1
X ) Č0(U , Ω0

X) Č0(U , Ω1
X) · · · Č0(U , ΩdimX

X ) 0

Č1(U , Ω−1
X ) Č1(U , Ω0

X) Č1(U , Ω1
X) · · · Č1(U , ΩdimX

X ) 0

Č2(U , Ω−1
X ) Č2(U , Ω0

X) Č2(U , Ω1
X) · · · Č2(U , ΩdimX

X ) 0

...
...

...
...

d−1

δ

d

δ

d

δ

d

δ

d−1

δ

d

δ

d

δ

d

δ

d−1

δ

d

δ

d

δ

d

δ

を得る．ここから，ある 0 ≤ p ≤ dimX + 1 に対して

CD
q
p :=


⊕

n+m=q−1 Č
n(U , ΩmX), 0 ≤ q ≤ p⊕

n+m=p−1,
m≤p−1

Čn(U , ΩmX), 0 ≤ q > p

と定義し D := d + (−1)degδ とおくと，図式

· · · D−→ CD
q
p
D−→ CD

q+1
p

D−→ · · ·
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はコチェイン複体になる．

定義 A.6: Deligne-Beilinsonコホモロジー

0 ≤ p ≤ dimX + 1 を与える．
上述の複体

(
CD

•
p, U , D

)
を開被覆 U に関する Deligne-Beilinson 複体，そのコホモロジーを

Deligne-Beilinsonコホモロジーと呼ぶ．記号として H•
D (CDp, U) と書く．

標準的射影 πq : CD
q
p −→ Čq(U , Ω−1

X ) はチェイン写像

· · · CD
q
p CD

q+1
p · · ·

· · · CD
q
p CD

q+1
p · · ·

D

π

D

π

D

π

δ δ δ

となるので，誘導準同型

Hq
D (CDp, U) −→ Ȟq (U , ZX)

がある．

命題 A.2: Deligne-Beilinsonコホモロジーと Čechコホモロジー

0 ≤ p ≤ dimX + 1 を与える．

(1) q < p ならば

Hq
D (CDp, U) ∼= Ȟq−1 (U , R/Z)

(2) q > p ならば

Hq
D (CDp, U) ∼= Ȟq−1 (U , Z)

(3) q = p ならば，Z 加群の完全列

0 −→
{
closed global (p−1)-forms
with integral periods

}
−→ Ωp−1(X; R) −→ Hp

D (CDp, U) −→ Ȟp (U , Z) (exact)

が成り立つ．

証明 (1)
�

命題 A.3: 良い被覆に関するDeligne-Beilinsonコホモロジー

H•
D (CDp, U) は良い被覆 U の取り方によらない．

証明 �
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付録 B

ベクトル場の話

C∞ 多様体 M 上の C∞ 関数全体の集合のことを C∞(M) と書く．
C∞ 多様体の 1つの極大 C∞ アトラスを C∞ 構造 (smooth structure)*1 と呼ぶことにする．集合 M の

上に C∞ 構造を与えるには，例えば次のようにすればよい [Lee12, p.21, Lemma 1.35]：

補題 B.1: C∞ 構造の構成

• 集合 M

• M の部分集合族
{
Uλ
}
λ∈Λ

• 写像の族
{
ϕλ : Uλ −→ Rn

}
λ∈Λ

の 3つ組であって以下の条件を充たすものを与える：

(DS-1) ∀λ ∈ Λ に対して ϕλ(Uλ) ⊂ Rn は Rn の開集合aであり，ϕλ : Uλ −→ ϕλ(Uλ) は全単射で
ある．

(DS-2) ∀α, β ∈ Λ に対して ϕα(Uα ∩ Uβ), ϕβ(Uα ∩ Uβ) ⊂ Rn は Rn の開集合である．
(DS-3) ∀α, β ∈ Λ に対して，Uα ∩ Uβ 6= ∅ ならば ϕβ ◦ ϕ−1

α : ϕα(Uα ∩ Uβ) −→ ϕβ(Uα ∩ Uβ) は
C∞ 級である．

(DS-4) 添字集合 Λ の可算濃度の部分集合 I ⊂ Λ が存在して
{
Ui
}
i∈I が M の被覆になる．

(DS-5) p, q ∈ M が p 6= q ならば，ある λ ∈ Λ が存在して p, q ∈ Uλ を充たすか，またはある
α, β ∈ Λ が存在して Uα ∩ Uβ = ∅ かつ p ∈ Uα, q ∈ Uβ を充たす．

このとき，M の C∞ 構造であって，∀λ ∈ Λ に対して (Uλ, ϕλ) を C∞ チャートとして持つものが一
意的に存在する．

a いつものように，Rn には Euclid位相を入れる．

証明 位相の構成 　
　 Rn の Euclid位相を ORn と表記する．集合

B :=
{
ϕ−1
λ (U)

∣∣ λ ∈ Λ, U ∈ ORn

}
が開基の公理 (B1), (B2) を充たすことを確認する．

*1 微分構造 (differential structure) ということもある．
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(B1) (DS-4)より明らか．
(B2) B1, B2 ∈ B を任意にとる．このとき B の定義から，ある α, β ∈ Λ および U, V ∈ ORn が存
在して B1 = ϕ−1

α (U), B2 = ϕ−1
β (V ) と書ける．故に

B1 ∩B2 = ϕ−1
α (U) ∩ ϕ−1

β (V )

= ϕ−1
α

(
U ∩ (ϕα ◦ ϕ−1

β )(V )
)

= ϕ−1
α

(
U ∩ (ϕβ ◦ ϕ−1

α )−1(V )
)

が成り立つが，(DS-3)より ϕβ ◦ ϕ−1
α は連続なので (ϕβ ◦ ϕ−1

α )−1(V ) ∈ ORn である．よって

B1 ∩B2 ∈ B

であり，(B2)が示された．
従って B を開基とする M の位相 OM が存在する．

ϕλ が同相写像であること 　
　 ∀λ ∈ Λ を 1つ固定する．OM の構成と補題??-(4) より，∀V ∈ ORn に対して ϕ−1

λ

(
V ∩ ϕλ(Uλ)

)
=

ϕ−1
λ (V ) ∩ Uλ は Uλ の開集合である*2．i.e. ϕλ : Uλ −→ ϕλ(Uλ) は連続である．
　 ∀B ∈ B をとる．このとき ϕλ(B ∩ Uλ) = ϕλ(B) ∩ ϕλ(Uλ) が成り立つが，OM の定義より
ϕλ(B) ∈ ORn なので ϕλ(B ∩ Uλ) は ϕλ(Uλ) の開集合である．相対位相の定義と de Morgan則より
Uλ の任意の開集合は B ∩ Uλ の形をした部分集合の和集合で書けるので，位相空間の公理から ϕλ は
Uλ の開集合を ϕλ(Uλ) の開集合に移す．i.e. ϕλ : Uλ −→ ϕλ(Uλ) は連続な全単射でかつ開写像である
から同相写像である．

Hausdorff性 　
　位相空間 (M, OM ) が Hausdorff空間であることを示す．M の異なる 2点 p, q を勝手にとる．この
とき (DS-5)より，
• ある λ ∈ Λ が存在して p, q ∈ Uλ を充たす
• ある α, β ∈ Λ が存在して Uα ∩ Uβ = ∅ かつ p ∈ Uα, q ∈ Uβ を充たす
のいずれかである．後者ならば証明することは何もない．
　前者の場合を考える．このとき ϕλ(Uλ) は Rn の開集合だから，Rn の Hausdorff性から ϕλ(Uλ) も
Hausdorff空間であり，従って ϕλ(Uλ) の開集合 U, V ⊂ ϕλ(Uλ) であって ϕλ(p) ∈ U かつ ϕλ(q) ∈
V かつ U ∩ V = ∅ を充たすものが存在する．このとき ϕ−1

λ (U) ∩ ϕ−1
λ (V ) = ϕ−1

λ (U ∩ V ) = ∅ で，
かつ OM の構成から ϕ−1

λ (U), ϕ−1
λ (V ) ⊂ M はどちらも M の開集合である．そのうえ p ∈ ϕ−1

λ (U)

かつ q ∈ ϕ−1
λ (V ) が成り立つので M は Hausdorff空間である．

第 2可算性 　
　 Rn は第 2可算なので，∀λ ∈ Λ に対して ϕλ(Uλ) も第 2可算である．ϕλ : Uλ −→ ϕλ(Uλ) は同相
写像なので，Uλ も第 2可算である．従って (DS-4)から M も第 2可算である．

以上の考察から，位相空間 (M, OM ) が位相多様体であることが示された．さらに (DS-3) より A :={
(Uλ, ϕλ)

}
λ∈Λ

は (M, OM ) の C∞ アトラスであることもわかる．
�

*2 Uλ には (M, OM ) からの相対位相が，ϕλ(Uλ) には (Rn, Rn) からの相対位相が入っている．
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補題 B.1とほとんど同じ手順で境界付き多様体を作ることもできる．

Hn :=
{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn

∣∣ xn ≥ 0
}

とおく．

補題 B.2: 境界付き多様体の C∞ 構造の構成

• 集合 M

• M の部分集合族
{
Uλ
}
λ∈Λ

• 写像の族
{
ϕλ : Uλ −→ Rn orHn

}
λ∈Λ

の 3つ組であって以下の条件を充たすものを与える：

(BDS-1) ∀λ ∈ Λ に対して ϕλ(Uλ) ⊂ Rn（resp. Hn）は Rn（resp. Hn）の開集合aであり，
ϕλ : Uλ −→ ϕλ(Uλ) は全単射である．

(BDS-2) ∀α, β ∈ Λ に対して ϕα(Uα ∩Uβ), ϕβ(Uα ∩Uβ) ⊂ Rn（resp. Hn）は Rn（resp. Hn）の
開集合である．

(BDS-3) ∀α, β ∈ Λ に対して，Uα ∩ Uβ 6= ∅ ならば ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ) −→ ϕβ(Uα ∩ Uβ) は

C∞ 級である．
(BDS-4) 添字集合 Λ の可算濃度の部分集合 I ⊂ Λ が存在して

{
Ui
}
i∈I が M の被覆になる．

(BDS-5) p, q ∈ M が p 6= q ならば，ある λ ∈ Λ が存在して p, q ∈ Uλ を充たすか，またはある
α, β ∈ Λ が存在して Uα ∩ Uβ = ∅ かつ p ∈ Uα, q ∈ Uβ を充たす．

このとき，M の C∞ 構造であって，∀λ ∈ Λ に対して (Uλ, ϕλ) を C∞ チャートとして持つものが一
意的に存在する．

a いつものように，Rn には Euclid位相を入れ，Hn ⊂ Rn には Rn からの相対位相を入れる．

証明 補題 B.1の証明において「Rn」を「Rn または Hn」に置き換えれば良い． �

B.1 接束

境界あり/なし C∞ 多様体 M を与える．M の接束 (tangent bundle) とは集合

TM :=
∐
p∈M

TpM

のことである．TM の任意の元は p ∈ M, v ∈ TpM を用いて (p, v) と書かれる．このことから，射影
(projection) と呼ばれる全射

π : TM −→M, (p, v) 7−→ p

が自然に定義できる．
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命題 B.1: 接束の C∞ 構造

任意の n 次元境界あり/なし C∞ 多様体 M に対して，TM は π が C∞ 級となるような自然な 2n

次元の C∞ 構造を持つ．

証明 まず M が境界を持たないとする．M の C∞ 構造を {(Uα, ϕα)}α∈Λ と書く．写像の族{
ϕ̃α : π

−1(Uα) −→ R2n,

(
p, vµ

∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

)
7−→

(
x1(p), . . . , xn(p), v1, . . . , vn

)}
α∈Λ

を定める．ただし (xµ) はチャート (Uα, ϕα) の座標関数である．このとき

• 集合 TM

• TM の部分集合族
{
π−1(Uα)

}
α∈Λ

• 写像の族
{
ϕ̃α
}
α∈Λ

の 3つ組が補題 B.1の 5条件を充たすことを確認する．

(DS-1) ∀α ∈ Λ に対して (Uα, ϕα) は M の C∞ チャートなので ϕα(Uα) ⊂ Rn は Rn の開集合である．
ゆえに積位相の定義から ϕ̃α

(
π−1(Uα)

)
= ϕα(Uα)× Rn ⊂ R2n は R2n の開集合．また，写像

ϕ̃α : π
−1(Uα) −→ ϕα(Uα)× Rn,

(
p, vµ

∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

)
7−→

(
x1(p), . . . , xn(p), v1, . . . , vn

)
は写像

ϕ̃α
−1 : ϕα(Uα)× Rn −→ π−1(Uα),

(
x1, . . . , xn, v1, . . . , vn

)
7−→

(
ϕ−1
α (x1, . . . , xn), vµ

∂

∂xµ

∣∣∣∣
ϕ−1

α (x1, ..., xn)

)

を逆写像に持つので全単射である．
(DS-2, 3) ∀α, β ∈ Λ に対して

ϕ̃α
(
π−1(Uα) ∩ π−1(Uβ)

)
= ϕα(Uα ∩ Uβ)× Rn,

ϕ̃β
(
π−1(Uα) ∩ π−1(Uβ)

)
= ϕβ(Uα ∩ Uβ)× Rn

はどちらも R2n の開集合である．さらに自然基底の変換則より

ϕ̃β ◦ ϕ̃−1
α (x1, . . . , xn, v1, . . . , vn)

=

(
y1(x), . . . , yn(x),

∂y1

∂xµ
(x)vµ, . . . ,

∂yn

∂xµ
(x)vµ

)
なので ϕ̃β ◦ ϕ̃−1

α は C∞ 級である．ただしチャート (Uα, ϕα), (Uβ , ϕβ) の座標関数をそれぞれ
(xµ), (yµ) と書き，x := ϕ−1

α (x1, . . . , xn) とおいた．
(DS-4) {(Uα, ϕα)}α∈Λ は M のアトラスなので，高々可算濃度の部分集合 I ⊂ Λ が存在して {Ui }i∈I が

M の被覆になる．このとき

TM =
∐

p∈
⋃

i∈I Ui

TpM =
⋃
i∈I

∐
pi∈Ui

TpiM =
⋃
i∈I

π−1(Ui)

が言える．

234



(DS-5) TM の任意の異なる 2点 (p, v), (q, w) をとる．p = q ならば，p ∈ Uα を充たす α ∈ Λ に対して*3

(p, v), (q, w) ∈ π−1({p}) ⊂ π−1(Uα) が成り立つ．p 6= q ならば，Uα ∩ Uβ = ∅ かつ p ∈ Uα, q ∈ Uβ
を充たすような α, β ∈ Λ が存在する*4．このとき，TM の定義から明らかに π−1(Uα)∩π−1(Uβ) = ∅
でかつ (p, v) ∈ π−1(Uα), (q, w) ∈ π−1(Uβ) が成り立つ．

次に M が境界を持つとする．M の C∞ 構造を {(Uα, ϕα)}α∈Λ と書き，C∞ チャート (Uα, ϕα) のうち
ϕα(Uα) ≈ Rn であるものを内部チャート，ϕα(Uα) ≈ Hn であるものを境界チャートと呼ぶ．内部チャート
に関しては M が境界を持たない場合と同様に ϕ̃α を定義し，境界チャートに関しては

ϕ̃α : π
−1(Uα) −→ Rn ×Hn = H2n,

(
p, vµ

∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

)
7−→

(
v1, . . . , vn, x1(p), . . . , xn(p)

)
と定義する*5ことで得られる

• 集合 TM

• TM の部分集合族
{
π−1(Uα)

}
α∈Λ

• 写像の族
{
ϕ̃α
}
α∈Λ

の 3 つ組が補題 B.2 の 5 条件を充たすことを示せば良いが，議論は M が境界を持たない場合と同様で
ある． �

B.2 ベクトル場の定義

定義 B.1: ベクトル場

境界あり/なし C∞ 多様体 M を与える．

• M 上のベクトル場 (vector field) とは，接束 TM の切断のことを言う． i.e. 連続写像a

X : M −→ TM であって π ◦X = idM を充たすもののこと．
• M 上の C∞ ベクトル場とは，M 上のベクトル場 X であって，TM に命題 B.1の C∞ 構造
を入れたときに C∞ 写像となるもののこと．

• M 上のベクトル場 X の台 (support) とは，閉集合b

suppX :=
{
p ∈M

∣∣ Xp 6= 0
}

のこと．ただし · は閉包を取ることを意味する．特に suppX がコンパクト集合であるとき，X
はコンパクト台を持つ (compactly supported) と言う．

• M の任意のベクトル場 X および任意のチャート
(
U, (xµ)

)
を与える．このとき n 個の関数

Xµ : U −→ R を

Xp =:X
µ(p)

∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

*3 {Uα} は M の開被覆なので，このような α は必ず存在する．
*4 M の極大アトラスをとっているため．
*5 p ∈ ∂M においても TpM ∼= Tϕ(p)Rn（ϕ は境界チャートの局所座標）が成り立つことが証明できる．
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によって定義し，X の成分関数 (component function) と呼ぶ．

a TM の位相は命題 B.1で構成したものを採用する．
b ここで言う 0 とは，厳密には (p, 0) ∈ TM のことである．一点集合 {(p, 0)} はコンパクトだが，TM は命題 B.1よ
り Hausdorff空間なので { (p, 0) } は閉集合でもある．故に TM \ {(p, 0)} は開集合であり，X : M −→ TM は連続
写像なので X−1(TM \ {0}) も開集合である．これの閉包を取ることで suppX が得られる．

境界あり/なし C∞ 多様体 M 上の C∞ ベクトル場全体の集合を X(M) と書く．

! ベクトル場 X : M −→ TM による点 p ∈M の像を X(p) と書く代わりに Xp と書く．さらに，混乱
の恐れがないときは Xp = (p, v) (v ∈ TpM) のとき v のことを Xp と書く場合がある．

命題 B.2: ベクトル場の C∞ 性

境界あり/なし C∞ 多様体 M と M の任意の C∞ チャート (U, (xµ)) と M 上のベクトル場 X を
与える．このとき，制限 X|U が C∞ ベクトル場となる必要十分条件は X の U 上の成分関数が全て
C∞ 関数になることである．

証明 命題 B.1の証明における TM の C∞ チャートの構成より明らか． �

【例 B.2.1】座標ベクトル場

C∞ 多様体 M の任意のチャート
(
U, (xµ)

)
に対して，写像

∂

∂xµ
: U −→ TM, p 7−→

(
p,

∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

)

は U 上の C∞ ベクトル場となる．C∞ 性は，成分関数が p 7−→ δνµ なる定数関数なので命題 B.2か
ら従う．

命題 B.3: X(M) の加群としての構造

• X(M) 上の加法とスカラー乗法を

(X + Y )p := (p, Xp + Yp)

(λX)p := (p, λXp)

と定義すると X(M) は R ベクトル空間になる．
• X(M) 上の C∞(M) に関する加法とスカラー乗法を

(X + Y )p := (p, Xp + Yp)

(fX)p := (p, f(p)Xp)

と定義すると X(M) は左 C∞(M) 加群になる．
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証明 命題 B.2および C∞(M) が和と積

(f + g)(p) := f(p) + g(p)

(fg)(p) := f(p)g(p)

に関して環になることから従う．加法単位元はどちらの場合も関数 p 7−→ (p, 0) である． �

さらに，後で述べるが，X(M) は Lieブラケットについて Lie代数をなす．

定義 B.2: フレーム

n 次元 C∞ 多様体 M を与える．

• ベクトル場aの順序付き k 対 (X1, . . . , Xk) が部分集合 A ⊂M 上線型独立 (linearly indepen-
dent) であるとは，∀p ∈ A において (X1|p, . . . , Xk|p) が R ベクトル空間 TpM の元として線
型独立であることを言う．

• M の開集合 U ⊂ M 上の局所フレーム (local frame) とは，U 上線型独立なベクトル場bの n

対 (E1, . . . , En) であって，∀p ∈ U において (E1|p, . . . , En|p) が TpM の基底となるものの
こと．

• U =M 上の局所フレームのことを大域的フレーム (global frame) と呼ぶ．
• 局所フレーム (E1, . . . , En) であって Ei が C∞ ベクトル場であるもののことを C∞ フレー
ム (smooth frame) と呼ぶ．

a C∞ とは限らない
b C∞ とは限らない

定義 B.3: 平行化可能性

n 次元 C∞ 多様体 M が C∞ の大域的フレームを持つとき，M は平行化可能 (parallelizable) であ
ると言う．

B.2.1 C∞ 関数の微分としてのベクトル場

ベクトル場の定義に C∞(M) に作用する微分作用素としての意味を持たせることができる．これによって，
微分方程式とベクトル場の繋がりが明らかになる．
任意の M 上のベクトル場 X および M の開集合 U ⊂M 上定義された任意の C∞ 関数 f : U −→ R を与

える．このとき関数*6

Xf : U −→ R, p 7−→ Xpf

を考えることができる．

*6 この時点では C∞ とは限らない．
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命題 B.4: ベクトル場の C∞ 性

境界あり/なし C∞ 多様体 M と M の任意の C∞ チャート (U, (xµ)) と M 上のベクトル場 X を与
える．このとき以下の 3つは同値である：

(1) X は C∞ ベクトル場
(2) ∀f ∈ C∞(M) に対して，関数 Xf : M −→ R は M 上 C∞ 級である．
(3) 任意の開集合 U ⊂ M および任意の f ∈ C∞(U) に対して，関数 Xf : U −→ R は U 上 C∞

級である．

証明 [Lee12, p.180, Proposition 8.14]を参照． �

命題 B.4より，∀X ∈ X(M) は線型写像

X : C∞(M) −→ C∞(M), f 7−→ Xf

を誘導することが分かった．その上，接空間の元の Leibniz則から

X(fg) = f Xg + g Xf

が成り立つこともわかる．このことから R-線型写像 X : C∞(M) −→ C∞(M) は微分 (derivation) である．
逆に，C∞(M) に作用する任意の微分は次の意味であるベクトル場と同一視できる：

命題 B.5: 微分とベクトル場

写像 D : C∞(M) −→ C∞(M) を与える．このとき以下の 2つは同値である：

(1) D は微分である，i.e. R-線型写像でかつ Leibniz則を充たす．
(2) ある X ∈ X(M) が存在して，∀f ∈ C∞(M) に対して D(f) = Xf が成り立つ．

証明 (1) ⇐= (2) は既に示したので (1) =⇒ (2) を示す．
まず，写像

X : p 7−→
(
f 7−→ D(f)(p)

)
がベクトル場であることを示す．そのためには ∀p ∈ M に対して Xp ∈ TpM であること，i.e. X(p) が
∀f, g ∈ C∞(M), ∀λ ∈ R に対して

Xp(f + g) = Xp(f) +Xp(g)

Xp(λf) = λXp(f)

Xp(fg) = Xp(f) g(p) + f(p)Xp(g)

を充たすことを示せば良いが，D : C∞(M) −→ C∞(M) が微分であることからこれらは明らかである．D の
定義から ∀f ∈ C∞(M) に対して Xf = Df ∈ C∞(M) なので，命題 B.4から X ∈ X(M) も言える． �

B.2.2 ベクトル場と C∞ 写像
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M, N を C∞ 多様体，F : M −→ N を C∞ 写像とする．このとき F によって X(M) と X(N) の間の自
然な対応が生まれる場合がある*7ことを見る．
まず，接ベクトルの微分を思いだそう．これは ∀p ∈M に対して定まる

TpF : TpM −→ TF (p)N, v 7−→
(
f 7→ v(f ◦ F )

)
という対応であり，基点付き C∞ 多様体の圏 Diff0 から R-ベクトル空間の圏 VecR への関手

Tp : Diff0 −→ VecR

を構成するのだった．

定義 B.4: F -related

境界あり/なし C∞ 多様体 M, N と C∞ 写像 F : M −→ N を与える．
M 上のベクトル場a X と N 上のベクトル場b Y が F -related であるとは，∀p ∈M に対して

TpF (Xp) = YF (p)

が成り立つことと定義する．

a C∞ でなくとも良い．
b C∞ でなくとも良い．

【例 B.2.2】

C∞ 写像 F : R −→ R2, t 7−→ (cos t, sin t) を考える．このとき，R のチャート
(
R, (t)

)
による座標

ベクトル場

d

dt
∈ X(R)

は，R2 のチャート
(
R2, (x, y)

)
において

Y := −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
∈ X(R2)

と定義されるa C∞ ベクトル場 Y と F -relatedである．実際，∀t ∈ R および ∀f ∈ C∞(R2) に対して

TtF

(
d

dt

∣∣∣∣
t

)
(f) =

d

dt

(
f(cos t, sin t)

)
=

d(cos t)

dt

∂f

∂x
(cos t, sin t) +

d(sin t)

dt

∂f

∂y
(cos t, sin t)

= − sin t
∂f

∂x

(
F (t)

)
+ cos t

∂f

∂y

(
F (t)

)
= Y 1

(
F (t)

) ∂

∂x

∣∣∣∣
F (t)

(f) + Y 2
(
F (t)

) ∂

∂y

∣∣∣∣
F (t)

(f)

= YF (t)(f)

*7 しかし，いつでも自然に対応するとは限らない．
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が成り立つ．

a 成分関数が それぞれ Y 1 : (x, y) 7−→ −y, Y 2 : (x, y) 7−→ x だということ．

命題 B.6: F -relatedの特徴付け

境界あり/なし C∞ 多様体 M, N と C∞ 写像 F : M −→ N を与える．
X ∈ X(M) と Y ∈ X(N) が F -related である必要十分条件は，N の任意の開集合 U ⊂ N に対して，
∀f ∈ C∞(U) が

X(f ◦ F ) = (Y f) ◦ F ∈ C∞(M)

を充たすことである．

証明 ∀p ∈M と，F (p) ∈ N の任意の開近傍上で定義された任意の C∞ 関数 f に対して

X(f ◦ F )(p) = Xp(f ◦ F ) = TpF (Xp)(f),(
(Y f) ◦ F

)
(p) = (Y f)

(
F (p)

)
= YF (p)(f)

が成り立つ． �

F -relratedなベクトル場は必ず存在するとは限らない．

命題 B.7: C∞ ベクトル場の押し出し

F : M −→ N が微分同相写像ならば，∀X ∈ X(M) に対して F -related な Y ∈ X(N) が一意的に存
在する．

証明 図式

M TM

N TN

X

F TpF

において p = F−1(q) とすることで，

Y : N −→ TN, q 7−→
(
q, TF−1(q)F

(
XF−1(q)

))
が所望の Y ∈ X(N) となる． �

! 命題 B.7で得られた Y は F による X の押し出し (pushforward) と呼ばれ，よく F∗X と略記される．

系 B.1: 押し出しの計算

(
(F∗X)f

)
◦ F = X(f ◦ F )
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B.2.3 Lieブラケット

定義 B.5: Lieブラケット

境界あり/なし C∞ 多様体 M を与える．∀X, Y ∈ X(M) の Lieブラケット (Lie bracket) とは，微分

[X,Y ] : C∞(M) −→ C∞(M), f 7−→ X(Y f)− Y (Xf) (B.2.1)

のことを言う．

微分 [X,Y ] を命題 B.5の意味で C∞ ベクトル場と見做したものも [X,Y ] ∈ X(M) と書く．

(B.2.1) の写像 [X,Y ] が微分であることを確認しておく．線形性はほぼ自明なので Leibniz 則を確認し
よう：

[X,Y ](fg) = X
(
Y (fg)

)
− Y

(
X(fg)

)
= X(f Y g + g Y f)− Y (f Xg + g Xf)

= f XY g +����Y gXf + g XY f +����Y f Xg − f Y Xg −����Xg Y f − g Y Xf −����Xf Y g

= f ([X,Y ]g) + g ([X,Y ]f)

この途中式から，f 7−→ XY f が微分でないこともわかる．つまり，R ベクトル空間 X(M)（命題 B.3）の上
に，f 7−→ XY f によって定義される新たな積演算を入れようとしても上手くいかない．その代わりに Lieブ
ラケットが必要なのである．

命題 B.8: X(M) の Lie代数としての構造

X(M) 上の Lieブラケットは以下を充たす：

(双線型性) ∀a, b ∈ R に対して

[aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z],

[Z, aX + bY ] = a[Z,X] + b[Z, Y ]

(反対称性)

[X,Y ] = −[Y,X]

(Jacobi恒等式)

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0

従って，X(M) は [ , ] について無限次元実 Lie代数をなす．
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命題 B.9: Lieブラケットの自然性

境界あり/なし C∞ 多様体 M, N と C∞ 写像 F : M −→ N を与える．このとき，以下が成り立つ：

(1) X1, X2 ∈ X(M) がそれぞれ Y1, Y2 ∈ X(N) と F -related ならば，[X1, X2] ∈ X(M) も
[Y1, Y2] ∈ X(N) と F -related である．

(2) F が微分同相写像ならば，∀X1, X2 ∈ X(M) に対して

F∗[X1, X2] = [F∗X1, F∗X2]

証明 (1) Xi と Yi が F -related ならば，命題 B.6より N の任意の開集合 U ⊂ N に対して ∀f ∈ C∞(U)

が

X1X2(f ◦ F ) = X1

(
X2(f ◦ F )

)
= X1

(
(Y2f) ◦ F

)
= (Y1Y2f) ◦ F ∈ C∞(M),

X2X1(f ◦ F ) = X2

(
X1(f ◦ F )

)
= X2

(
(Y1f) ◦ F

)
= (Y2Y1f) ◦ F ∈ C∞(M)

を充たす．従って

[X1, X2](f ◦ F ) = X1X2(f ◦ F )−X2X1(f ◦ F )
= (Y1Y2f) ◦ F − (Y2Y1f) ◦ F
= ([Y1, Y2]f) ◦ F ∈ C∞(M)

が成り立つので，命題 B.6より [X1, X2] ∈ X(M) は [Y1, Y2] ∈ X(N) と F -related である．
(2) F が微分同相写像ならば，押し出しの定義より F∗Xi ∈ X(N) は Xi と F -related である．よって (1)
から [X1, X2] ∈ X(M) と [F∗X1, F∗X2] ∈ X(N) は F -related だが，命題 B.7より [X1, X2] ∈ X(M)

と F -related な N 上の C∞ ベクトル場は F∗[X1, X2] ∈ X(N) ただ一つであるから

F∗[X1, X2] = [F∗X1, F∗X2] ∈ X(N)

である．
�

B.3 積分曲線とフロー

B.3.1 積分曲線

定義 B.6: 積分曲線

境界あり/なし C∞ 多様体 M を与える．M 上のベクトル場a X の積分曲線 (integral curve) とは，
C∞ 曲線b γ : J −→M であって，任意の時刻 t ∈ J において

γ̇(t) = Xγ(t)

を充たすもののことを言う．

a C∞ とは限らない
b よって，J ⊂ R である．
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チャート (U, ϕ) =
(
U, (xµ)

)
を取り，γ を ϕ ◦ γ(t) =:

(
γ1(t), . . . , γdimM (t)

)
のように座標表示すると，

γ̇(t) =
dγµ

dt
(t)

∂

∂xµ

∣∣∣∣
γ(t)

,

Xγ(t) = Xµ
(
γ(t)

) ∂

∂xµ

∣∣∣∣
γ(t)

と書ける．つまり，積分曲線とは連立常微分方程式系

dγ1

dt
(t) = X1

(
γ1(t), . . . , γdimM (t)

)
,

...
dγdimM

dt
(t) = XdimM

(
γ1(t), . . . , γdimM (t)

)
の解

(
γ1(t), . . . , γdimM (t)

)
のことである．

【例 B.3.1】

R2 のチャート
(
R2, (x, y)

)
において

Y := −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
∈ X(R2)

と定義される C∞ ベクトル場 Y の積分曲線 γ : R −→ R2, t 7−→
(
γ1(t), γ2(t)

)
は連立常微分方程式

dγ1

dt
(t) = −γ2(t),

dγ2

dt
(t) = γ1(t),

の解であり，積分定数 (a, b) ∈ R2 を用いて

γ1(t) = a cos t− b sin t,
γ2(t) = a sin t+ b cos t

と書ける．このように，初期条件を指定しない限り積分曲線は一意に定まらない．

命題 B.10: 積分曲線の存在

境界あり/なし C∞ 多様体 M と，その上の C∞ ベクトル場 X ∈ X(M) を与える．∀p ∈ M に対し
て，ある ε > 0 と C∞ 曲線 γ : (−ε, ε) −→ M が存在して初期条件 γ(0) = p を充たす X の積分曲
線になる．

証明 常微分方程式の解の存在定理から従う． �
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命題 B.11: 積分曲線の自然性

境界あり/なし C∞ 多様体 M, N と C∞ 写像 F : M −→ N を任意に与える．このとき，∀X ∈
X(M), ∀Y ∈ X(N) に対して以下の 2つは同値である：

(1) X, Y が F -related
(2) γ : J −→M が X の積分曲線 =⇒ F ◦ γ : J −→ N は Y の積分曲線

証明 (1) =⇒ (2) 　
X, Y が F -related であるとする．γ : J −→ M を X の積分曲線とする．このとき N の C∞ 曲線
σ := F ◦ γ : J −→ N は ∀t ∈ J において

σ̇(t) = T0(F ◦ γ)
(

d

dt

∣∣∣∣
t

)
= Tγ(t)F ◦ T0γ

(
d

dt

∣∣∣∣
t

)
= Tγ(t)F

(
γ̇(t)

)
= Tγ(t)F

(
Xγ(t)

)
= YF (γ(t))

= Yσ(t)

を充たすので Y の積分曲線である*8．
(1) ⇐= (2) 　

X の積分曲線 γ が与えられたとき F ◦ γ が Y の積分曲線になるとする．∀p ∈ M を 1 つとり，
γ : (−ε, ε) −→ M を初期条件 γ(0) = p を充たす X の積分曲線とする．命題??によりこのような γ

が少なくとも 1つ存在する．このとき仮定より F ◦ γ : (−ε, ε) −→ N が初期条件 (F ◦ γ)(0) = F (p)

を充たす Y の積分曲線となるので

YF (p) = ˙(F ◦ γ)(0)

= T0(F ◦ γ)
(

d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
= Tγ(0)F ◦ T0γ

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
= Tγ(0)F

(
γ̇(0)

)
= Tγ(0)F (Xγ(0))

= TpF (Xp)

が成り立つので X, Y は F -relatedである．
�

技術的な補題を示しておく：

*8 2つ目の等号で接ベクトルの微分の関手性を使った
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補題 B.3: 定義域の affine変換

境界あり/なし C∞ 多様体 M と，その上の C∞ ベクトル場 X ∈ X(M) を与える．
X の任意の積分曲線 γ : J −→M を与える．このとき以下が成り立つ：

(1) ∀a ∈ R に対して

J̃ :=
{
t ∈ R

∣∣ at ∈ J }
とおくと，C∞ 曲線

γ̃ : J̃ −→M, t 7−→ γ(at)

は C∞ ベクトル場 aX ∈ X(M) の積分曲線である．
(2) ∀b ∈ R に対して

Ĵ :=
{
t ∈ R

∣∣ t+ b ∈ J
}

とおくと，C∞ 曲線

γ̂ : Ĵ −→M, t 7−→ γ(t+ b)

は C∞ ベクトル場 X ∈ X(M) の積分曲線である．

証明 (1) C∞ 写像 µa : J̃ −→ J, t 7−→ at を考えると，γ̃ = γ ◦ µa である．よって ∀t0 ∈ J̃ および点
γ̃(t0) ∈M の任意の開近傍上で定義された C∞ 関数 f に対してとても丁寧に計算すると*9

˙̃γ(t0)f = Tt0 γ̃

(
d

dt

∣∣∣∣
t=t0

)
f =

d

dt

∣∣∣∣
t=t0

(f ◦ γ̃)(t) = d

dt

∣∣∣∣
t=t0

(f ◦ γ ◦ µa)(t)

= Tt0(γ ◦ µa)

(
d

dt

∣∣∣∣
t=t0

)
f = Tµa(t0)γ ◦ Tt0µa

(
d

dt

∣∣∣∣
t=t0

)
f

= aTat0γ

(
d

dt

∣∣∣∣
t=at0

)
f = aγ̇(at0)f = aXγ(at0)f =

(
aXγ̃(t0)

)
f

(2) C∞写像 τb : J̃ −→ J, t 7−→ t+ b を考えると，̂γ = γ ◦ τb である．よって ∀t0 ∈ Ĵ および点 γ̂(t0) ∈M
の任意の開近傍上で定義された C∞ 関数 f に対してとても丁寧に計算すると*10

˙̂γ(t0)f = Tt0 γ̂

(
d

dt

∣∣∣∣
t=t0

)
f =

d

dt

∣∣∣∣
t=t0

(f ◦ γ̂)(t) = d

dt

∣∣∣∣
t=t0

(f ◦ γ ◦ τb)(t)

= Tt0(γ ◦ τb)

(
d

dt

∣∣∣∣
t=t0

)
f = Tτb(t0)γ ◦ Tt0τb

(
d

dt

∣∣∣∣
t=t0

)
f

*9 R の チャート (J̃ , id) = (J̃ , t) から (J̃ , µa) = (J̃ , (s)) = (J̃ , (at)) への座標変換と見做して，Tt0µa
(

d
dt

∣∣∣
t=t0

)
=

ds
dt

(t0)
d
ds

∣∣∣
s=at0

= a d
ds

∣∣∣
s=at0

*10 R の チャート (Ĵ , id) = (Ĵ , t) から (Ĵ , τb) = (Ĵ , (s)) = (Ĵ , (t + b)) への座標変換と見做して，Tt0τa
(

d
dt

∣∣∣
t=t0

)
=

ds
dt

(t0)
d
ds

∣∣∣
s=t0+b

= d
ds

∣∣∣
s=t0+b
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= Tt0+bγ

(
d

dt

∣∣∣∣
t=t0+b

)
f = γ̇(t0 + b)f = Xγ(t0+b)f = Xγ̂(t0)f

�

B.3.2 フロー

定義 B.7: 大域的なフロー

C∞ 多様体 M への Lie群a R の左作用

θ : R×M −→M

のことを M 上の大域的フロー (global flow) と呼ぶ．

a R を加法に関して群と見做す．

大域的フロー θ : R×M −→M が与えられたとき，

• ∀t ∈ R に対する連続写像 θt : M −→M を θt(q) := θ(t, q) により定める．
• ∀p ∈M に対する連続曲線 θ(p) : R −→M を θ(p)(s) := θ(s, p) により定める．

命題 B.12: 大域的フローの無限小生成子

C∞ 多様体 M 上の C∞ 級の大域的フロー θ : R×M −→M を与える．M 上のベクトル場

V : M −→ TM, p 7−→
(
p, ˙θ(p)(0)

)
のことを θ の無限小生成子 (infinitesimal generator) と呼ぼう．
このとき V ∈ X(M) であり，∀p ∈M に対して C∞ 曲線 θ(p) : R −→M は V の積分曲線である．

証明 V ∈ X(M) を示すには，命題 B.4より任意の開集合 U ⊂M 上定義された任意の C∞ 関数 f ∈ C∞(U)

に対して V f ∈ C∞(U) であることを示せば良い．実際このとき ∀p ∈ U に対して

V f(p) = Vpf = ˙θ(p)(0)f = T0θ
(p)

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
f =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
θ(p)(t)

)
=

∂

∂t

∣∣∣∣
(0, p)

f
(
θ(t, p)

)
が成り立つ*11．f

(
θ(t, p)

)
は C∞ 写像の合成なので R × U 上 C∞ 級であり，その任意の偏導関数もまた

C∞ 級となる．
次に ∀p ∈ M を 1つ固定する．このとき C∞ 曲線 θ(p) : R −→ M が，初期条件 θ(p)(0) = p を充たす V

の積分曲線であることを示す．i.e. 示すべきは ∀t ∈ R に対して ˙θ(p)(t) = Vθ(p)(t) が成り立つことである．
∀t ∈ R を 1つ固定して q := θ(p)(t) とおくと，∀s ∈ R に対して

θ(q)(s) = θs(q) = θ(s, θ(t, p)) = θ(s+ t, p) = θ(p)(s+ t)

*11 ややこしいが，C∞ 曲線 γ : I −→M の微分 γ̇(t0) は，厳密には R の接ベクトル d/dt
∣∣
t0
の微分 Tt0γ

(
d/dt

∣∣
t0

)
∈ Tγ(t0)M

のことだった．
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である．従って q の任意の開近傍上で定義された任意の C∞ 関数 f に対して

Vqf = ˙θ(q)(0)f =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

f
(
θ(q)(s)

)
=

d

ds

∣∣∣∣
s=0

f
(
θ(p)(s+ t)

)
= ˙θ(p)(t)f

が言える．これが示すべきことであった． �

【例 B.3.2】

C∞ 写像

θ : R× R2 −→ R2,
(
t, (x, y)

)
7−→

(
x cos t− y sin t, x sin t+ y sin t

)
は ∀t, s ∈ R, ∀(x, y) ∈ R2 に対して

θ
(
0, (x, y)

)
= (x, y),

θ
(
s, θ
(
t, (x, y)

))
=
(
(x cos t− y sin t) cos s− (x sin t+ y cos t) sin s,

(x cos t− y sin t) sin s+ (x sin t+ y cos t) cos s
)

=
(
x cos(s+ t)− y sin(s+ t), x sin(s+ t) + y cos(s+ t)

)
= θ
(
s+ t, (x, y)

)
を充たすので，多様体 R2 上の大域的フローである．このとき ∀(a, b) ∈ R2 に対して

θ

(
(a, b)

)
(t) =

(
a cos t− b sin t, a sin t+ b sin t

)
であるから

˙
θ

(
(a, b)

)
(0) = T0θ

(
(a, b)

) (
d

dt

∣∣∣∣
t=0

)
=

d(a cos t− b sin t)
dt

(0)
∂

∂x

∣∣∣∣
θ((a, b))(0)

+
d(a sin t+ b cos t)

dt
(0)

∂

∂y

∣∣∣∣
θ((a, b))(t)

= −b ∂

∂x

∣∣∣∣
(a, b)

+ a
∂

∂y

∣∣∣∣
(a, b)

と計算できる．つまり，θ の無限小生成子はベクトル場

−y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
∈ X(R2)

である．実際【例 B.3.1】より，ベクトル場 −y ∂/∂x + x ∂/∂y の積分曲線は θ

(
(a, b)

)
(t) そのもの

である．特に，(a, b) は初期条件を表している．

命題 B.12の逆に，∀X ∈ X(M) が M 上の何かしらの大域的フローの無限小生成子になっていると言いた
くなるが，必ずしもそうではない．つまり，積分曲線が R のある部分集合上で定義できないような C∞ ベク
トル場が存在する．
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【例 B.3.3】

M = R2 \ {0} とし，標準的なチャート
(
M, (x, y)

)
を取る．【例B.2.1】の座標ベクトル場 V := ∂

∂x

を考えよう．初期条件 γ(0) = (−1, 0) ∈M を充たす V の積分曲線 γ は，常微分方程式

dγ1

dt
(t) = 1,

dγ2

dt
(t) = 0

を解くことで一意に γ(t) := (t− 1, 0) と求まる．しかるに γ は R の点 t = 1 上定義不能である．

定義 B.8: 局所的フロー

M を C∞ 多様体とする．

• フローの定義域 (flow domain) とは，開集合 D ⊂ R×M であって，∀p ∈M に対して集合

D(p) :=
{
t ∈ R

∣∣ (t, p) ∈ D } ⊂ R

が 0 を含む開区間aとなっているようなもののことを言う．
• M 上の局所的フロー (local flow) とは，フローの定義域を定義域にもつ連続写像

θ : D −→M

であって，∀p ∈M に対して以下が成り立つもののこと：
(LF-1)

θ(0, p) = p

(LF-2) ∀s ∈ D(p), ∀t ∈ D(θ(s, p)) に対して，

s+ t ∈ D(p) =⇒ θ
(
t, θ(s, p)

)
= θ(t+ s, p)

• 極大積分曲線 (maximal integral curve) とは，積分曲線であって定義域をこれ以上大きな開区
間に延長できないようなもののこと．極大局所フロー (maximal local flow) とは，これ以上フ
ローの定義域を拡張できないような局所的フローのこと．

a この条件が命題 B.13の証明の鍵となる．

局所的フロー θ : D −→M が与えられたとき，

• ∀t ∈ R に対して，M の部分集合Mt ⊂M を

Mt :=
{
p ∈M

∣∣ (t, p) ∈ D }
と定めるa．

• ∀(t, p) ∈ D に対する連続写像bθt : Mt −→M および連続曲線 θ(p) : D(p) −→M をそれぞれ

θt(q) := θ(t, q),
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θ(p)(s) := θ(s, p)

により定める．

a D(p) はフローの領域 D を，点 (0, p) を通るように「横に切り」，Mt は「縦に切る」と言うイメージ．
b 極大局所フロー θ に関しては，θt の値域が実は M−t であることが，定理 B.2-(2) によりわかる．

命題 B.13: 局所的フローの無限小生成子

C∞ 多様体 M 上の C∞ 級の局所的フロー θ : D −→M を与える．M 上のベクトル場

V : M −→ TM, p 7−→
(
p, ˙θ(p)(0)

)
のことをa θ の無限小生成子 (infinitesimal generator) と呼ぼう．
このとき V ∈ X(M) であり，∀p ∈M に対して C∞ 曲線 θ(p) : D(p) −→M は V の積分曲線である．

a フローの定義域の定義から M0 =M であることに注意．このとき，接ベクトルの局所性から ∀p ∈M に対して ˙θ(p)(0)

が定義される．

証明 V ∈ X(M) であることに関しては命題 B.12の証明がそのまま適用できる．

∀p ∈M を 1つ固定する．∀t ∈ D(p) に対して，フローの定義域の定義より D(p), D
(
θ(p)(t)

)
⊂ R はどちら

も 0 を含む開区間であるから，十分小さい ε > 0 に対しては (t− ε, t+ ε) ⊂ D(p) かつ (−ε, ε) ⊂ D
(
θ(p)(t)

)
が成り立つ．このとき ∀s ∈ (−ε, ε) ⊂ D

(
θ(p)(t)

)
をとってくると t+ s ∈ (t− ε, t+ ε) ⊂ D(p) であるから，

局所的フローの定義の条件 (LF-2) より θ(s, θ(t, p)) = θ(s+ t, p) が成り立つ．あとはこの s に対して命題
B.12の証明を適用すれば良い． �

極大局所フローに対しては命題 B.13の逆も言える [Lee12, p.212, Theorem 9.12]：

定理 B.2: フローの基本定理

M を境界なし C∞ 多様体とする．∀V ∈ X(M) に対して，極大局所フロー θ : D −→ M であって無
限小生成子が V であるようなものが一意的に存在する．さらに，この θ は以下の性質をみたす：

(1) ∀p ∈M に対し，θ(p) : D(p) −→M は初期条件 θ(p)(0) = p を充たす V の唯一の極大積分曲線
である．

(2)

s ∈ D(p) =⇒ D(θ(s, p)) =
{
t− s

∣∣ t ∈ D(p)
}
=: D(p) − s

(3) ∀t ∈ R に対して，集合 Mt は M の開集合であり，連続写像 θt : Mt −→M−t は θ−t を逆にも
つ微分同相写像である．

上述の極大局所フロー θ のことを，V によって生成されたフロー (flow generated by V ) と呼ぶ．

証明 ∀V ∈ X(M) を 1つ固定する．
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定義域を共有する２つの積分曲線が交差しないこと 　
命題 B.10より，J ⊂ R を開区間として，V の積分曲線 γ, γ̃ : J −→M をとることができる．ここで，
ある t0 ∈ J において γ(t0) = γ̃(t0) であると仮定する*12．このとき γ = γ̃ でなくてはならないことを
示そう．
　部分集合 S ⊂ J を

S :=
{
t ∈ J

∣∣ γ(t) = γ̃(t)
}

と定義する．示すべきは S = J である．仮定より t0 ∈ S なので S は空でない．また，積多様
体 M ×M 上の連続曲線 α : J −→ M ×M を α(t) :=

(
γ(t), γ̃(t)

)
と定義すると，M の部分空間

∆ :=
{
(p, p) ∈M ×M

}
を使って S = α−1(∆) と書けるが，任意の C∞ 多様体が Hausdorff空間で

あることから ∆ は閉集合であり*13，α が連続写像なので S も J の閉集合であることがわかる．一方
で ∀t1 ∈ S をとると，積分曲線の定義から γ, γ̃ は点 γ(t1) ∈M を含むある C∞ チャートの上の同一
の常微分方程式の解であり，かつ初期条件 γ(t1) = γ̃(t1) を充たす．故に常微分方程式の解の一意性か
ら，ある t1 を含む開区間 It1 ⊂ R 上で γ|It1 = γ̃|It1 が成り立つ．i.e. t1 ∈ It1 ∩ J ⊂ S で，t1 ∈ S は
任意だったので S は J の開集合でもある．さらに J は連結なので，J = S が示された*14

極大局所フロー θ : D −→M の構成 　
∀p ∈ M を 1つ固定する．初期条件 γ(0) = p を充たす*15 V の積分曲線 γ : Jγ −→ M 全体の集合を
I(p) とおき，

D(p) :=
⋃

γ∈I(p)

Jγ

と定義する．先述の議論から M の C∞ 曲線

θ(p) : D(p) −→M, t 7−→
(
γ(t) s.t. γ∈ I(p) かつ t ∈ Jγ

)
は well-definedであり，かつその構成から明らかに初期条件 θ(p)(0) = p を充たす唯一の極大積分曲線
である．
　 p ∈M は任意だったので，ここで

D :=
{
(t, p) ∈ R×M

∣∣ t ∈ D(p)
}
,

θ : D −→M, (t, p) 7−→ θ(p)(t)

と定義する．これが局所フローの定義の条件 (LF-1), (LF-2) を充たすことを確認する．
(LF-1) 構成より明らか．
(LF-2) ∀p ∈M, ∀s ∈ D(p) をとり，q := θ(s, p)とおく．このとき ∀t ∈ D(p)−sに対して s+t ∈ D(p)

が成り立つ．ここで，C∞ 曲線

γ : D(p) − s −→M, t 7−→ θ(t+ s, p) = θ(p)(t+ s)

*12 時刻 t0 ∈ J において 2つの積分曲線 γ, γ̃ が交差するということ．
*13 (M×M)\∆ が開集合である ⇐⇒ ∀(p, q) ∈ (M×M)\∆ に対して p, q ∈M の開近傍 p ∈ U ⊂M, q ∈ V ⊂M が存在
して U×V ⊂ (M×M)\∆を充たす ⇐⇒ ∀(p, q) ∈ (M×M)\∆に対して p, q ∈M の開近傍 p ∈ U ⊂M, q ∈ V ⊂M

が存在して U ∩ V = ∅ を充たす ⇐⇒ M が Hausdorff空間である
*14 S ⊂ J が開かつ閉なので J \ S ⊂ J は開集合であり，J = S ∪ (J \ S) かつ S ∩ (J \ S) = ∅ が成り立つ．J は連結なので

S, J \ S のどちらかが空でなくてはならないが S 6= ∅ だったので J \ S = ∅ ⇐⇒ J = S が言えた．
*15 従って 0 ∈ Jγ とする．
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は補題 B.3-(2)より初期条件 γ(0) = q を充たす V の積分曲線であるが，常微分方程式の解の一意
性から γ = θ(q)|D(p)−s が成り立つ．あとは D(p) − s = D(q) を示せば，∀t ∈ D(q) に対して

θ
(
t, θ(s, p)

)
= θ(t, q) = θ(q)(t) = γ(t) = θ(t+ s, p)

となって (LF-2)の証明が完了する．
　 θ(q) が極大積分曲線なので D(p)−s ⊂ D(q) が言える．D(p)−s ⊃ D(q) を示そう．まず 0 ∈ D(p)

なので −s ∈ D(p) − s ⊂ D(q) が言える．従って θ(−s, q) = θ(q)(−s) = γ(−s) = θ(p)(0) = p で
あり，∀t ∈ D(q) + s に対して −s+ t ∈ D(p) が成り立つ．C∞ 曲線

γ : D(q) + s −→M, t 7−→ θ(t− s, q) = θ(q)(t− s)

は補題 B.3-(2)より初期条件 γ(0) = p を充たす V の積分曲線なので，常微分方程式の解の一意性
から γ = θ(p)|D(q)+s が言えて，θ(p) の極大性から D(q) + s ⊂ D(p) ⇐⇒ D(p) − s ⊃ D(q) が
示された．

D ⊂ R×M が開集合かつ θ が C∞ 級 　
部分集合 W ⊂ D を

W :=

{
(t, p) ∈ D

∣∣∣∣∣
以下を充たす開近傍 (t, p)∈J×U⊂D が存在：

(1) J⊂R は開区間で 0, t∈J
(2) U⊂M は p の開近傍
(3) θ|J×U がC∞級

}

と定義する．W = D を背理法により示す．まず ∃(τ, p0) ∈ D \W を仮定する．常微分方程式の
解の存在定理より (0, p0) ∈W なので，τ > 0 としよう．τ < 0 のときも議論は全く同様である．
　 t0 := sup

{
t ∈ R

∣∣ (t, p0) ∈ W }
とする．このとき 0 < t0 < τ でかつ 0, τ ∈ D(p0) なので

t0 ∈ D(p0) が言える．q0 := θ(p0)(t0) とおこう．常微分方程式の解の存在定理から，ある ε > 0

と q0 の開近傍 q0 ∈ U0 ⊂ M が存在して (−ε, ε) × U0 ⊂ W となる．ここで t1 ∈ (t0 − ε, t0)
を θ(p0)(t1) ∈ U0 を充たすようにとる．このとき t1 < t0 なので (t1, p0) ∈ W であり，故にある
δ > 0 と p0 の開近傍 p0 ∈ U1 ⊂M が存在して (t1 − δ, t1 + δ)× U1 ⊂W となる．従って W の
定義から，θ は [0, t1 + δ) × U1 上で C∞ 級である．θ(t1, p0) ∈ U0 なので，θ({t1} × U1) ⊂ U0

を充たすような U1 をとることができる．さて，

θ̃ : [0, t1 + ε)× U1 −→M,

(t, p) 7−→

{
θt(p), (t, p) ∈ [0, t1)× U1

θt−t1 ◦ θt1(p), (t, p) ∈ (t1 − ε, t1 + ε)× U1

と定義した写像 θ̃ は，θ が条件 (LF-2) を充たすことから (t1−ε, t1)×U1 上 θt(p) = θt−t1 ◦θt1(p)
となり well-definedで，かつ U1, t1, ε の取り方から C∞ 級である．その上 ∀p ∈ U1 に対して C∞

曲線 t 7−→ θ̃(t, p) は V の積分曲線なので，θ̃ は (t0, p0) /∈W への θ の C∞ 級の延長である．し
かるにこのことは t0 の取り方に矛盾する．

(1) D(p), θ(p) の構成から明らか．
(2) (LF-2)の確認で示した．
(3) D が R×M の開集合なので，∀t ∈ R に対して Mt :=

{
p ∈ M

∣∣ (t, p) ∈ D } は開集合である．*16 ．
*16 写像 ιt : M −→ R ×M, p 7−→ (t, p) は，開区間と開集合の直積 J × U ⊂ R ×M に対して t ∈ J なら ι−1

t (J × U) = U，
t /∈ J なら ι−1

t (J × U) = ∅ となるので連続写像である．従って Mt = ι−1
t (D) ⊂M は M の開集合．
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また，(2) から

p ∈Mt =⇒ t ∈ D(p)

=⇒ D(θt(p)) = D(p) − t

=⇒ −t ∈ D(θt(p))

=⇒ θt(p) ∈M−t

が言えるので θt(Mt) ⊂ M−t である．さらに (LF-2)から θ−t ◦ θt = idMt
, θt ◦ θ−t = idM−t

が言え
る．θ が C∞ 級なので θt, θ−t も C∞ 級であるから θt : Mt −→M−t は微分同相写像である．

�

定理 B.3: 境界付き多様体におけるフローの基本定理

M を境界付き多様体とし，V ∈ X(M) は ∂M に接するaとする．このとき定理 B.2と全く同じ結果
が V に対して成り立つ．

a i.e. ∀p ∈ ∂M において Vp ∈ Tp(∂M) ⊂ TpM が成り立つ．

証明 [Lee12, p.227, Theorem 9.34] �

B.3.3 完備なベクトル場

定義 B.9: ベクトル場の完備性

C∞ ベクトル場 X ∈ X(M) が完備 (complete) であるとは，それが大域的なフローを生成することを
言う．

補題 B.4: uniform time lemma

C∞ 多様体 M およびその上の C∞ ベクトル場 V ∈ X(M) を与える．θ : D −→M を V が生成する
フローとする．
このとき，ある ε > 0 が存在して ∀p ∈ M に対して (−ε, ε) ⊂ D(p) を充たすならば，V は完備で
ある．

証明 主張の仮定が満たされているとする．このとき V が完備であることを背理法により示す．そのためにま
ずある p ∈M が存在して，D(p) が上に有界であると仮定する．下に有界な場合も同様の議論ができる．
　 b := supD(p) とおき，t0 ∈ (b− ε, b) を 1つとる．q := θ(p)(t0) とおく．仮定より V の積分曲線 θ(p) は

少なくとも (−ε, ε) 上では定義されている．ここで C∞ 曲線

γ : (−ε, t0 + ε) −→M, t 7−→

{
θ(p)(t), t ∈ (−ε, b)
θ(q)(t− t0), t ∈ (t0 − ε, t0 + ε)

と定義すると，これは ∀t ∈ (t0 − ε, b) に対して (LF-2)より θ(q)(t − t0) = θt−t0(q) = θ(t − t0) ◦ θt0(p) =
θt(p) = θ(p)(t) が成り立つので well-definedである．特に補題 B.3-(2)より γ は初期条件 γ(0) = p を充たす
V の積分曲線なので (−ε, t0 + ε) ⊂ D(p) ということになるが，t0 + ε > b より b の取り方に矛盾する． �
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定理 B.4: コンパクト台を持つベクトル場は完備

C∞ ベクトル場 X がコンパクト台を持つならば，X は完備である．

証明 [Lee12, p.216, Theorem 9.16] �

系 B.5: コンパクト多様体のベクトル場は完備

コンパクトな C∞ 多様体上の任意の C∞ ベクトル場は完備である．

定理 B.6: Lie群の左不変ベクトル場は完備

Lie群 G を与える．このとき ∀X ∈ XL(G) は完備である．

証明 左不変ベクトル場 X ∈ X(G) の定義は，∀g ∈ G に対して X が自分自身と Lg-related であること
だった．
さて，θ : D −→ G を X が生成するフローとする．このとき θ(1G) : D(1G) −→ G に関して D(1G) は開区

間なので，十分小さい ε > 0 に対して (−ε, ε) ⊂ D(1G) を充たすようにできる．
∀g ∈ G を 1つとる．X は自分自身と Lg-relatedなので，命題 B.11より Lg ◦ θ(1g) : D(1G) −→ G は初期

条件 (Lg ◦ θ(1G))(0) = g を充たす X の積分曲線である．よって定理 B.2-(1) から，少なくとも (−ε, ε) 上で
θ(g) = Lg ◦ θ(1G) が言える．i.e. (−ε, ε) ⊂ D(g) であるから，補題 B.4から X は完備である． �

B.4 Lie微分

Euclid空間 Rd の点 p ∈ Rd におけるベクトル場 X ∈ X(Rd) の方向微分とは，数ベクトル v ∈ Rd を一つ
指定して

DvX(p) :=
d

dt

∣∣∣∣Xp+tv = lim
t→0

Xp+tv −Xp

t
= lim
t→0

Xµ(p+ tv)−Xµ(p)

t

∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

(B.4.1)

と定義するのが妥当だろう．しかし，この定義は Rd が R-ベクトル空間であることを使ってしまっており，一
般の C∞ 多様体 M 上で同じことをやろうとしても上手くいかない．この問題を，ベクトル場の積分曲線を
使って上手く解決したものが Lie微分である．

定義 B.10: ベクトル場の Lie微分

境界あり/なし C∞ 多様体 M を与える．
ベクトル場 X ∈ X(M) の，V ∈ X(M) に沿った Lie微分 (Lie derivative of X with respect to V )
とは，∀p ∈M において

(LV X)p :=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Tθt(p)(θ−t)(Xθt(p))

= lim
t→0

Tθt(p)(θ−t)(Xθt(p))−Xp

t

と定義される C∞ ベクトル場 LVX ∈ X(M) のこと．ただし θ は V が生成するフローである．
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命題 B.14:

境界あり/なし C∞ 多様体 M と，その上の C∞ ベクトル場 V, X ∈ X(M) を与える．もし ∂M 6= ∅
のときは V は ∂M に接するaとする．
このとき，∀p ∈M において接ベクトル (LVX)p ∈ TpM が存在し，LVX は C∞ ベクトル場になる．

a i.e. ∀p ∈ ∂M において Vp ∈ Tp(∂M) ⊂ TpM が成り立つ．

証明 D をフローの定義域，θ : D −→ M を V が生成するフローとする．∀p ∈ M を 1つ固定し，p を含む
M のチャート (U, ϕ) =

(
U, (xµ)

)
をとる．開区間 0 ∈ J0 ⊂ R と開集合 p ∈ U0 ⊂ U を，J0 ×U0 ⊂ D でか

つ θ(J0 × U0) ⊂ U を充たすようにとる*17．このとき ∀t ∈ J0 および ∀f ∈ C∞(U0) に対して

Tθt(p)(θ−t)(Xθt(p))f = Xθt(p)(f ◦ θ−t)

= Xµ(θt(p))
∂

∂xµ

∣∣∣∣
θt(p)

(f ◦ θ−t)

= Xµ(θt(p))
∂

∂xµ

∣∣∣∣
ϕ(θt(p))

(f ◦ θ−t ◦ ϕ−1)

= Xµ(θt(p))
∂

∂xν

∣∣∣∣
ϕ(θ−t(θt(p)))

(f ◦ ϕ−1)
∂

∂xµ

∣∣∣∣
ϕ(θt(p))

(xν ◦ θ−t ◦ ϕ−1)

= Xµ(θt(p))
∂

∂xµ

∣∣∣∣
ϕ(θt(p))

(xν ◦ θ−t ◦ ϕ−1)
∂

∂xν

∣∣∣∣
ϕ(p)

(f ◦ ϕ−1)

=

(
Xµ(θt(p))

∂

∂xµ

∣∣∣∣
ϕ(θt(p))

(xν ◦ θ−t ◦ ϕ−1)
∂

∂xν

∣∣∣∣
p

)
f

と計算できる．Xµ : M −→ R, θt : Mt −→ M−t, x
ν ◦ θ−t ◦ ϕ−1 : RdimM −→ R の全てが C∞ 写像なので

∂
∂xν

∣∣
p
∈ TpM の係数は p ∈ U0 に関して C∞ 級である．よって命題 B.2 から写像 M −→ TpM, p 7−→

Tθt(p)(θ−t)(Xθt(p)) は C∞ 級ベクトル場であり*18，示された． �

【例 B.4.1】

M = Rd とし，M のチャート
(
Rd, (xµ)

)
をとる．このとき C∞ ベクトル場

V := vµ
∂

∂xµ
w/ vµ = const.

の生成するフローは

θ : R× Rd −→ Rd,
(
t, (p1, . . . , pd)

)
7−→ (p1 + v1t, . . . , pd + vdt)

と書ける．故に，X ∈ C∞(Rd) の V に沿った Lie微分は

(LVX)p = lim
t→0

Tθt(p)(θ−t)(Xθt(p))−Xp

t

= lim
t→0

Tp+vt(θ−t)(Xp+vt)−Xp

t

*17 θ は C∞ 写像なのでこのような J0, U0 をいつでもとることができる．
*18 従って Xp ∈ TpM との差をとることができる．

254



= lim
t→0

1

t

(
Xµ(p+ vt)

∂xν

∂xµ
(p+ vt)

∂

∂xν

∣∣∣∣
p

−Xµ(p)
∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

)

= lim
t→0

Xµ(p+ tv)−Xν(p)

t

∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

= DvX(p)

となって (B.4.1)を再現する．

定理 B.7: Lie微分の計算

M を境界あり/なし C∞ 多様体とする．このとき，∀V, X ∈ X(M) に対して

LVX = [V ,X]

が成り立つ．

証明 θ : D −→ M を V が生成するフローとする．∀p ∈ M を 1 つ固定する．十分小さい t を取れば
(t, p) ∈ D(p) を充たすようにできる．このとき ∀f ∈ C∞(M) に対して Taylorの定理から

f ◦ θt(p) = f
(
θ(p)(t)

)
= f(p) + t

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
θ(p)(t)

)
+O

(
t2
)
= f(p) + t

∂

∂t

∣∣∣∣
(0, p)

f
(
θ(t, p)

)
+O

(
t2
)

と書ける．一方，無限小生成子の定義から

V f
(
p
)
=

∂

∂t

∣∣∣∣
(0, p)

f
(
θ(t, p)

)
が成り立つので

lim
t→0

f ◦ θt − f
t

= V f (B.4.2)

が言える．
さて，定理 B.2-(3) より θ−t : M−t −→Mt は微分同相写像なので，ベクトル場 X|M−t

の押し出し (θ−t)∗X

が一意的に存在し，

Tθt(p)(θ−t)(Xθt(p)) =
(
(θ−t)∗X

)
θ−t(θt(p))

=
(
(θ−t)∗X

)
p

を充たす．よって (B.4.2)と系 B.1から

(LVX)f = lim
t→0

(
(θ−t)∗X

)
f −Xf

t

= lim
t→0

X(f ◦ θ−t) ◦ θt −Xf
t

= lim
t→0

X(f ◦ θ−t) ◦ θt −Xf ◦ θt +Xf ◦ θt −Xf
t

= lim
t→0

X

(
f ◦ θ−t − f

t

)
◦ θt + lim

t→0

Xf ◦ θt −Xf
t

= X(−V )f + V (Xf)

= [V,X]f

が言える． �
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B.5 C∞ ベクトル束

C∞ 級のベクトル束を構成する便利な補題から出発しよう [Lee12, p.253]

補題 B.5: C∞ ベクトル束の構成

• 境界あり/なし C∞ 多様体 M

• n 次元実ベクトル空間の族
{
Ep
}
p∈M と全射

π :
∐
p∈M

Ep −→M, (p, v) 7−→ p

• M の開被覆
{
Uλ
}
λ∈Λ

• 全単射の族
{
ψλ : π

−1(Uλ) −→ Uλ × Rn
}
λ∈Λ

• C∞ 写像の族
{
tαβ : Uα ∩ Uβ −→ GL(n, R)

}
α, β∈Λ

の 5つ組であって以下の条件を充たすものを与える：

(DVS-1) ∀λ ∈ Λ および ∀p ∈ Uλ に対して，制限

ψα|Ep
: Ep −→ {p} × Rn ∼= Rn

はベクトル空間の同型写像である．
(DVS-2) ∀α, β ∈ Λ および ∀(p, v) ∈ (Uα ∩ Uβ)× Rn に対して

ψ−1
β (p, v) = ψ−1

α

(
p, tαβ(p)(v)

)
が成り立つ．

このとき，集合 E :=
∐
p∈M Ep 上の C∞ 構造が一意的に存在して，Rn ↪→ E

π−→ M が局所自明化{
ψλ
}
λ∈Λ

を持つ C∞ ベクトル束になる．

証明 ∀p ∈M を 1つとる．すると
{
Uλ
}
λ∈Λ

は M の開被覆なので，ある αp ∈ Λ が存在して p ∈ Uαp
とな

る．さらに Uαp
は開集合なので，C∞ チャート (Vp, ϕp) であって p ∈ Vp ⊂ Uαp

を充たすものが存在する．
このとき，写像 ϕ̃p : π

−1(Vp) −→ ϕp(Vp)× Rn を

ϕ̃p := (ϕp × idRn) ◦ ψαp
|π−1(Vp)

と定義する．
まず，M が境界を持たない場合に

• 集合 E

• E の部分集合族
{
π−1(Vp)

}
p∈M

• 写像の族
{
ϕ̃p : π

−1(Vp) −→ ϕp(Vp)× Rn
}
p∈M

の 3つ組が補題 B.1の 5条件を充たすこと，i.e. E が境界を持たない C∞ 多様体になることを示そう．

(DS-1) ∀p ∈ M に対して ψp
(
π−1(Vp)

)
= ϕp(Vp) × Rn ⊂ RdimM × Rn であり，ϕp(Vp) ⊂ RdimM は
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チャートの定義から RdimM の開集合なので ψp
(
π−1(Vp)

)
は RdimM ×Rn の開集合である．仮定より

ψαp
: π−1(Vp) −→ Vp×Rn は全単射であり，チャートの定義から ϕp× idRn : Vp×Rn −→ ϕp(Vp)×Rn

は全単射なので ψp = (ϕp × idRn) ◦ ϕ̃αp
も全単射である．

(DS-2, 3) ∀p, q ∈M をとる．このとき

ϕ̃p
(
π−1(Vp) ∩ π−1(Vq)

)
= ϕp(Vp ∩ Vq)× Rn

ϕ̃q
(
π−1(Vp) ∩ π−1(Vq)

)
= ϕq(Vp ∩ Vq)× Rn

はどちらも RdimM × Rn の開集合である．さらに ∀(x, v) ∈ ϕ̃−1
p

(
π−1(Vp) ∩ π−1(Vq)

)
に対して

ϕ̃q ◦ ϕ̃−1
p (x, v) = ϕ̃q ◦ ψ−1

αp

(
ϕ−1
p (x), v

)
= ϕ̃q ◦ ψ−1

αq

(
ϕ−1
p (x), tαq,αp

(
ϕ−1
p (x)

)
(v)
)

=
(
ϕq ◦ ϕ−1

p (x), tαq,αp

(
ϕ−1
p (x)

)
(v)
)

が成り立つが，C∞ チャートの定義から ϕαp , ϕαq は C∞ 写像で，かつ仮定より tαq,αp も C∞ 写像
なので，最右辺は C∞ 写像の合成として書ける．よって ϕ̃q ◦ ϕ̃−1

p は C∞ 写像である．
(DS-4)

{
(Vp, ϕp)

}
p∈M は M のアトラスなので，高々可算濃度の部分集合 I ⊂M が存在して

{
Vi
}
i∈I が

M の開被覆になる．このとき

E =
∐

p∈
⋃

i∈I Vi

Ep =
⋃
i∈I

∐
pi∈Vi

Epi =
⋃
i∈I

π−1(Vi)

が言える．
(DS-5) 互いに相異なる ξ = (p, v), η = (q, w) ∈ E をとる．もし p = q ならば ξ, η ∈ Ep ⊂ π−1(Vp) であ

る．p 6= q ならば，Vp, Vq ⊂M を Vp ∩ Vq = ∅ を充たすようにとれる．すると π−1(Vp) ∩ π−1(Vq) =

π−1(Vp ∩ Vq) = ∅ でかつ ξ ∈ π−1(Vp), η ∈ π−1(Vq) が成り立つ．

次に，M が境界付き多様体である場合を考える．座標を入れ替える写像

swap: RdimM × Rn −→ Rn × RdimM , (x1, . . . , xdimM , v1, . . . , vn) 7−→ (v1, . . . , vn, x1, . . . , xdimM )

は微分同相写像*19であり，境界チャート (Vp, ϕp) に関して

swap ◦ ψp
(
π−1(Vp)

)
= Rn × ϕp(Vp) ⊂ Rn ×HdimM = HdimM+n

が成り立つ．よって

• 集合 E

• E の部分集合族
{
π−1(Vp)

}
p∈M

• 写像の族
{
swap ◦ ϕ̃p : π−1(Vp) −→ Rn × ϕp(Vp)

}
p∈M

の 3つ組が補題 B.2の 5条件を充たすことを示せば良いが，議論は M が境界を持たない場合と全く同様で
ある． �

*19 RdimM+n には標準的な C∞ 構造を入れる．
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付録 C

∞-圏

この付録では，[Lur08], [Lur], [Lan21], [Alf23] に従って (∞, 1)-圏*1を導入する．さらに，[BSP20],
[AFR20]をベースに (∞, n)-圏の構成を試みる．

C.1 圏論の復習

C.1.1 圏と関手

定義 C.1: 圏

圏 (category) C とは，以下の 4種類のデータからなる：

• 対象 (object) と呼ばれる要素の集まりa

Ob(C)

• ∀A, B ∈ Ob(C) に対して，A から B への射 (morphism) と呼ばれる要素の集合

HomC (A, B)

• ∀A ∈ Ob(C) に対して，A 上の恒等射 (identity morphism) と呼ばれる射

IdA ∈ HomC (A, A)

• ∀A, B, C ∈ Ob(C) と ∀f ∈ HomC (A, B), ∀g ∈ HomC (B, C) に対して，f と g の合成
(composite) と呼ばれる射 g ◦ f ∈ HomC (A, C) を対応させる集合の写像

◦ : HomC (A, B)×HomC (B, C) −→ HomC (A, C), (f, g) 7−→ g ◦ f

これらの構成要素は，次の 2条件を満たさねばならない：

(1) (unitality)：任意の射 f : A −→ B に対して

f ◦ IdA = f, IdB ◦ f = f

*1 [Lur]は創始者本人によって運営されている webサイトのようだ．

258



が成り立つ．
(2) (associativity)：任意の射 f : A −→ B, g : B −→ C, h : C −→ D に対して

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f

が成り立つ．

a Ob(C) は，集合論では扱えないほど大きなものになっても良い．

定義 C.2: モノ・エピ・同型射

圏 C を与える．

• 射 f : A −→ B がモノ射 (monomorphism) であるとは，∀X ∈ Ob(C) に対して写像

f∗ : HomC (X, A) −→ HomC (X, B),

g 7−→ f ◦ g

が集合の写像として単射であること．
• 射 f : A −→ B がエピ射 (epimorphism) であるとは，∀X ∈ Ob(C) に対して写像

f∗ : HomC (B, X) −→ HomC (A, X),

g 7−→ g ◦ f

が集合の写像として単射であること．
• 射 f : A −→ B が同型射 (isomorphism) であるとは，射 g : B −→ A が存在して g ◦ f =

IdA かつ f ◦ g = IdB を充たすこと．このとき f と g は互いの逆射 (inverse) であると言い，
g = f−1, f = g−1 と書くa．

• A, B ∈ Ob(C) の間に同型射が存在するとき，対象 A と B は同型 (isomorphic) であると言
い，A ∼= B と書く．

a 逆射は存在すれば一意である．
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定義 C.3: 関手

圏 C, D を与える．圏 C から圏 D への関手 F とは，以下の 2つの対応からなる：

• 圏 C における任意の対象 X ∈ Ob(C) に対して，圏 D における対象 F (X) ∈ Ob(D) を対応づ
ける

• 圏 C における任意の射 f : X −→ Y に対して，圏 D における射 F (f) : F (X) −→ F (Y ) を対
応づける

これらの対応は以下の条件を充たさねばならない：

(fun-1) 圏 C における任意の射 f : X −→ Y, g : Y −→ Z に対して，

F (g ◦ f) −→ F (g) ◦ F (f)

(fun-2) 圏 C における任意の対象 X ∈ Ob(C) に対して，

F (IdX) = IdF (X)

文脈上明らかなときは，圏 C から圏 D への関手 F のことを関手 F : C −→ D と略記する．

定義 C.4: 忠実・充満・本質的全射

関手 F : C −→ D を与える．

• F が忠実 (faithful) であるとは，∀X, Y ∈ Ob(C) に対して写像

FX,Y : HomC (X, Y ) −→ HomD
(
F (X), F (Y )

)
, f 7−→ F (f)

が単射であること．
• F が充満 (full) であるとは，∀X, Y ∈ Ob(C) に対して写像

FX,Y : HomC (X, Y ) −→ HomD
(
F (X), F (Y )

)
, f 7−→ F (f)

が全射であること．
• F が本質的全射 (essentially surjective) であるとは，∀Z ∈ Ob(D) に対して X ∈ Ob(C) が存
在して F (X) が Y と同型になること．

忠実充満関手のことを埋め込みと呼ぶ．
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定義 C.5: 自然変換

2つの関手 F, G : C −→ D を与える．F, G の間の自然変換 (natural transformation) τ : F =⇒ G

とは，以下の対応からなる：

• 圏 C における任意の対象 X ∈ Ob(C) に対して，圏 D における射 τX : F (X) −→ G(X) を対
応づける

この対応は以下の条件を充たさねばならない：

(nat) 圏 C における任意の射 f : X −→ Y に対して，以下の図式を可換にする：

F (X) F (Y )

G(X) G(Y )

τX

F (f)

τY

G(f)

自然変換 τ : F =⇒ G であって，∀X ∈ Ob(C) に対して射 τX : F (X) −→ G(X) が同型射であるもの
のことを自然同値 (natural equivalence)a と呼ぶ．

a 自然同型 (natural isomorphism) と言うこともある．

自然変換 τ : F =⇒ G を

C D

F

G

τ

と書くことがある．

C.1.2 極限と余極限

定義 C.6: 図式

圏 C と小圏 I（添字圏と呼ばれる）を与える．
C における I 型の図式 (diagram of shape I) とは，関手

I −→ C

のこと．

定義 C.7: 錐の圏

D : I −→ C を図式とする．

• D 上の錐 (cone) とは，
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– C の対象 C ∈ Ob(C)
– C の射の族 c• :=

{
ci ∈ HomC

(
C, D(i)

)}
i∈Ob(I)

の組 (C, c•) であって，∀i, j ∈ Ob(I) および ∀f ∈ HomI (i, j) に対して

cj = D(f) ◦ ci

を充たす，i.e. 以下の図式を可換にするもののこと．

C

D(i) D(j)

ci cj

D(f)

• 錐の射 (morphism of cones)

(C, c•) (C′, c′•)
u

とは，C の射 u ∈ HomC (C, C
′) であって，∀i ∈ Ob(I) に対して

ci = c
′
i ◦ u

を充たす，i.e. 以下の図式を可換にするもののこと．

C

C′

D(i)

ci
u

c′
i

D 上の錐と錐の射を全て集めたものは圏 Cone(D) を成す．

定義 C.8: 極限

図式 D : I −→ C の極限 (limit)aとは，圏 Cone(D) の終対象のこと．記号として
(
limID, p•

)
と

書くb．i.e. 極限
(
limID, p•

)
∈ Ob(Cone(D)) は，以下の普遍性を充たす：

(極限の普遍性) 　
∀(C, c•) ∈ Ob(Cone(D)) に対して，錐の射 u ∈ HomCone(D)

(
(C, c•),

(
limID, p•

))
が

一意的に存在して，∀i, j ∈ Ob(I) および ∀f ∈ HomI (i, j) に対して図式を可換にする．
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∀C

limID

D(i) D(j)

ci cj
∃!u

pi pj

D(f)

図 C.1: 極限の普遍性

a 普遍錐 (universal cone) とも言う．
b lim←−D と書くこともある．

定義 C.9: 余錐の圏

D : I −→ C を図式とする．

• D 上の余錐 (cocone) とは，
– C の対象 C ∈ Ob(C)
– C の射の族 c• :=

{
ci ∈ HomC

(
D(i), C

)}
i∈Ob(I)

の組 (C, c•) であって，∀i, j ∈ Ob(I) および ∀f ∈ HomI (i, j) に対して

ci = D(f) ◦ cj

を充たす，i.e. 以下の図式を可換にするもののこと．

D(i) D(j)

C

D(f)

ci cj

• 余錐の射 (morphism of cocones)

(C, c•) (C′, c′•)
u

とは，C の射 u ∈ HomC (C, C
′) であって，∀i ∈ Ob(I) に対して

c′i = u ◦ ci

を充たす，i.e. 以下の図式を可換にするもののこと．

D(i)

C

C′

ci

cj
u

D 上の余錐と余錐の射を全て集めたものは圏 Cone(D) を成す．
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定義 C.10: 余極限

図式D : I −→ C の余極限 (colimit)aとは，圏 coCone(D)の始対象のこと．記号として
(
colim

I
D, p•

)
と書くb．i.e. 余極限

(
colimID, p•

)
∈ Ob(coCone(D)) は，以下の普遍性を充たす：

(余極限の普遍性) 　
∀(C, c•) ∈ Ob(coCone(D)) に 対 し て， 余 錐 の 射 u ∈
HomcoCone(D)

((
colimID, p•

)
, (C, c•)

)
が一意的に存在して，∀i, j ∈ Ob(I) および

∀f ∈ HomI (i, j) に対して図式を可換にする．

D(i) D(j)

colimID

∀C

D(f)

pi

ci

pi

ci
∃!u

図 C.2: 余極限の普遍性

a 普遍余錐 (universal cocone) とも言う．
b lim−→D と書くこともある．

【例 C.1.1】積と和

図式

D :
1• 2• −→ C

の極限を（存在すれば）積 (product) と呼び，D(1)×D(2) と書く．同じ図式の余極限を（存在す
れば）和a (coproduct) と呼び，D(1)qD(2) と書く．
　より具体的には，圏 C における 2つの対象 D(1), D(2) ∈ Ob(C) の積とは，

• 圏 C における 1つの対象 D(1)×D(2) ∈ Ob(C)
• 圏 C における 2つの射 pi ∈ HomC

(
D(1)×D(2), D(i)

)
w/ i = 1, 2

の組であって，任意の組
(
C ∈ Ob(C), {ci ∈ HomC

(
C, D(i)

)
}i∈{1, 2}

)
に対して以下の図式を可換に

する圏 C の射 u ∈ HomC
(
C, D(1)×D(2)

)
が一意的に存在するようなもののこと：
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D(1)×D(2)

D(1) D(2)

C

p1 p2

c1 c2

∃!u

具体的な圏における積は，例えば以下の通りである：

(1) 集合と写像の圏 Sets における積とは，直積集合と，直積因子への射影の組のこと．
(2) 位相空間の圏 Top における積とは，直積位相空間と，直積因子への連続なb射影の組みのこと．
(3) 体 K 上のベクトル空間の圏 Sets における積とは，直積ベクトル空間と射影cの組みのこと．こ
れは，特に元の図式の対象が有限個である場合は直和ベクトル空間と同型である．

　同様に，圏 C における 2つの対象 D(1), D(2) ∈ Ob(C) の和とは，

• 圏 C における 1つの対象 D(1)qD(2) ∈ Ob(C)
• 圏 C における 2つの射 ij ∈ HomC

(
D(1)qD(2), D(j)

)
w/ j = 1, 2

の組であって，任意の組
(
C ∈ Ob(C), {ci ∈ HomC

(
D(i), C

)
}i∈{1, 2}

)
に対して以下の図式を可換に

する圏 C の射 u ∈ HomC
(
D(1)qD(2), C

)
が一意的に存在するようなもののこと：

C

D(1) D(2)

D(1)qD(2)

c1

i1

c2

i2

∃!u

具体的な圏における和は，例えば以下の通りである：

(1) 集合と写像の圏 Sets における積とは，disjoint unionと，disjoint unionの各成分への包含写
像の組のこと．

(2) 位相空間の圏 Top における積とは，disjoint union
(3) 体 K 上のベクトル空間の圏 Sets における積とは，直積ベクトル空間のこと．これは，特に元
の図式の対象が有限個である場合は直和ベクトル空間と同型である．

a 余積と言うこともある．
b むしろ，直積位相とは射影という写像が連続になるような最弱の位相のことである．
c 定義から線型写像になるため，圏 VecK の射である．
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【例 C.1.2】イコライザとコイコライザ

図式

D :
1• 2•

f

g
−→ C

の極限を（存在すれば）イコライザ (equalizer) と呼び，Eq
(
D(1), D(2)

)
と書く．同じ図式の余極

限を（存在すれば）コイコライザ (coequalizer) と呼び，Coeq
(
D(1), D(2)

)
と書く．具体的な圏に

おける例は以下の通り：

(1) 集合と写像の圏 Sets におけるイコライザとは，2つの写像 f, g ∈ HomSets (X, Y ) によって
定まる X の部分集合

Eq(f, g) :=
{
x ∈ X

∣∣ f(x) = g(x)
}

と，包含写像 i : Eq(f, g) −→ X の組みである．直観的には方程式 f(x) = g(x) の解空間のこ
とである．

(2) 集合と写像の圏 Sets における 2つの写像 f, g ∈ HomSets (X, Y ) の間のコイコライザとは，
f(x) ∼ g(x) ∀x ∈ X を充たす Y の最小の同値関係 ∼⊂ Y × Y による商集合

Coeq(f, g) := Y/∼

および商写像 q : Y −→ Coeq(f, g) の組みである．直観的には，∀x ∈ X に対して方程式
f(x) = g(x) が成立するように強引に Y に同値関係を入れて得られる商集合ということに
なる．

(3) 位相空間の圏 Top におけるイコライザとは Sets におけるイコライザ
(
Eq(f, g), i

)
に，i が

連続写像になるような最弱の位相を入れて得られる位相空間のこと．Top におけるコイコライ
ザとは，Sets におけるコイコライザ

(
Coeq(f, g), p

)
に，p が連続写像になるような最強の位

相を入れて得られる位相空間のこと．
(4) 体 K 上のベクトル空間の圏 VecK における，線型写像 f ∈ HomVecK (V, W ) と零射 0 ∈

HomVecK (V, W )の間のイコライザとは，線型写像 f の核 Ker f および包含準同型 i : Ker f ↪→
V の組みのこと．VecK における，線型写像 f ∈ HomVecK (V, W )と零射 0 ∈ HomVecK (V, W )

の間のコイコライザとは，線型写像 f の余核 Coker f := W/ Im f および標準的射影 p : W �

Coker f の組みのこと．
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【例 C.1.3】引き戻しと押し出し

図式

D :

3•

1• 2•

p

f

−→ C

の極限を（存在すれば）引き戻しa (pullback) と呼び，D(1)×D(3)D(2) と書く．
図式

D :

3•

1• 2•f

i −→ C

の余極限を（存在すれば）押し出しと呼び，D(1)qD(3)D(2) と書く．

a ファイバー積 (fiber product) と呼ぶこともある．

定義 C.11: 完備な圏

圏 C が完備（resp. 余完備）(complete resp. cocomplete) であるとは，C における任意の図式が極限
（resp. 余極限）を持つことを言う．完備かつ余完備な圏は双完備 (bicomplete) であると言われる．

Sets は双完備である．

命題 C.1: 極限とHomの交換

圏 C の図式 D : I −→ C を与える．

(1) 圏 C は完備であるとする．このとき ∀X ∈ Ob(C) に対して，集合 HomC
(
X, limI D

)
∈

Ob(Sets) は Sets の図式

I
D−→ C HomC (X, -)−−−−−−−→ Sets (C.1.1)

の極限である．i.e. 全単射

lim
i∈I

HomC
(
X, D(i)

) ∼= HomC
(
X, lim

I
D
)

が存在する．
(2) 圏 C は余完備であるとする．このとき ∀X ∈ Ob(C) に対して，集合 HomC

(
colimI D, X

)
∈
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Ob(Sets) は Sets の図式

I
D−→ C HomC (-, X)−−−−−−−→ Sets

の余極限である．i.e. 全単射

lim
i∈I

HomC
(
D(i), X

) ∼= HomC
(
colim
I

, X
)

が存在する．

証明 (1) C が完備なので，図式 D : I −→ C の極限

limI D

D(i) D(j)

pi pj

D(f)

が存在する*2．示すべきは Sets の図式

HomC (X, limI D)

HomC
(
X, D(i)

)
HomC

(
X, D(j)

)
pi∗ pj∗

D(f)∗

が極限の普遍性を充たすことである*3．
　 Sets の図式 (C.1.1)の錐 (Y, c•) を任意にとる．すると錐の定義および (-)∗ の定義から，∀y ∈ Y
に対して以下の図式が可換になる：

X

D(i) D(j)

ci(y) cj(y)

D(f)

i.e. 組
(
X, c•(y)

)
は C の図式 D : I −→ C の錐であるから，錐の射 uy : X −→ limI D が一意的に存

在する．ここで写像

u : Y −→ HomC (X, lim
I
D), y 7−→ uy

を考えると，これは ∀y ∈ Y に対して p•∗ ◦ u(y) = p• ◦ uy = c•(y) を充たす．i.e. Sets の図式

*2 i, j ∈ Ob(I) および fij ∈ HomI (i, j) は任意にとる．
*3 pi∗ : HomC (X, limI D) −→ HomC

(
X, D(i)

)
, f 7−→ pi ◦ f などと定義する．このように射に下付きの ∗ を書いた時は

post-composeを表す．上付きの ∗ は pre-composeである．
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∀Y

HomC (X, limI D)

HomC
(
X, D(i)

)
HomC

(
X, D(j)

)

ci cju

pi∗ pj∗

D(f)∗

を可換にする．uy の定義からこのような uは一意であるから，図式 (C.1.1)の錐
(
HomC (X, limI D), p•∗

)
が極限の普遍性を充たすことが分かった．極限の一意性より

lim
i∈I

HomC
(
X, D(i)

) ∼= HomC
(
X, lim

I
D
)

でなくてはいけない．
(2) C が余完備なので，図式 D : I −→ C の余極限

D(i) D(j)

colimI D

D(f)

pi pj

が存在する*4．示すべきは Sets の図式

HomC (colimI D, X)

HomC
(
D(j), X

)
HomC

(
D(i), X

)
pi

∗ pi
∗

D(f)∗

が極限の普遍性を充たすことだが，以降の議論は (1) と同様である．
�

C.1.3 米田埋め込み

定義 C.12: 前層

圏 C 上の圏 S に値をとる前層とは，関手

P : Cop −→ S

のこと．

前層の圏 PSh(C, S) *5とは，

• 前層 P : Cop −→ S を対象とする

*4 i, j ∈ Ob(I) および fij ∈ HomI (i, j) は任意にとる．
*5 [Cop,S] や SCop と書くこともある．なお，付録 Aで登場したものはこれの一例である．
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• 前層 P, Q : Cop −→ S の間の自然変換 τ : P =⇒ Q を射とする

として構成される圏のこと*6．

定義 C.13: 表現可能前層・米田埋め込み

圏 C を与える．∀X ∈ Ob(C) に対して，以下で定義する前層

HomC ( - , X) : Cop −→ Sets

のことを表現可能前層 (representable presheaf) と呼ぶ：

• ∀Y ∈ Ob(Cop) に対して

HomC ( - , X)(Y ) := HomC (Y, X) ∈ Ob(Sets)

を対応づける
• Cop における任意の射 g : Y −→ Za に対して，

HomC ( - , X)(g) := g∗ : HomC (Y, X) −→ HomC (Z, X),

h 7−→ h ◦ g

を対応付ける

a つまり，これは C における射 g : Z −→ Y である．

米田埋め込み (Yoneda embedding) とは，以下で定義する関手

ょ: C −→ PSh (C, Sets)

のことa：

• ∀X ∈ Ob(Cop) に対して表現可能前層ょ(X) := HomC ( - , X) ∈ Ob(PSh (C, Sets)) を対応付
ける

• C に お け る 任 意 の 射 f : X −→ Y に 対 し て， 以 下 で 定 義 さ れ る 自 然 変 換
ょ(f) : HomC ( - , X) =⇒ HomC ( - , Y ) を対応付ける：

– ∀Z ∈ Ob(Cop) に対して，圏 Sets における射

ょ(f)Z := f∗ : HomC (Z, X) −→ HomC (Z, Y ),

g 7−→ f ◦ g

を対応付ける．

a 実際，一部の数学者は米田埋め込みの記号に平仮名の「よ」を使っている．

*6 PSh(C, S) の恒等射は ∀X ∈ Ob(Cop) に対して IdX : X −→ X を対応づける自然変換である．
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補題 C.1: 米田の補題

前層 F : Cop −→ Sets および圏 C の対象 X ∈ Ob(C) を与える．このとき，写像

HomPSh(C,Sets)
(
HomC ( - , X), F

)
−→ F (X),

τ 7−→ τX(IdX)

は全単射である．

米田の補題の主張は少し込み入っているが，次のように考えれば良い：
τ ∈ HomPSh(C,Sets)

(
HomC ( - , X)

)
とは自然変換

Cop Sets

HomC( - , X)

F

τ

のことであるから，表現可能前層の定義より X ∈ Ob(Cop) に対して圏 Sets における射（i.e. 写像）
τX : HomC (X, X) −→ F (X) が定まる．圏の定義より集合 HomC (X, X) には必ず恒等射という元 IdX ∈
HomC (X, X) が含まれるので，それを写像 τX で送った先は τX(IdX) ∈ F (X) として well-definedである．

証明 写像

η : F (X) −→ HomPSh(C,Sets)
(
HomC ( - , X), F

)
,

s 7−→
{
η(s)Y : HomC (Y, X) −→ F (Y ), f 7−→ F (f)(s)

}
Y ∈Ob(C)

を考える．∀s ∈ F (X) を 1 つ固定する．このとき圏 Cop における任意の射 Y ←− Z : f および ∀g ∈
HomC (Z, X) に対して

η(s)Y ◦HomC ( - , X)(f)(g) = η(s)Y (g ◦ f)
= F (g ◦ f)(s)
= F (f) ◦ F (g)(s)
= F (f) ◦ η(s)Z(g)

が言える．i.e. η(s) は自然変換であり，η は well-definedである．
ところで，∀τ ∈ HomPSh(C,Sets)

(
HomC ( - , X), F

)
に対して

η(τX(IdX)) =
{
HomC (Y, X) −→ F (Y ), f 7−→ F (f)

(
τX(IdX)

)}
Y ∈Ob(C)

=
{
HomC (Y, X) −→ F (Y ), f 7−→ F (f) ◦ τX(IdX)

}
Y ∈Ob(C)

=
{
HomC (Y, X) −→ F (Y ), f 7−→ τY ◦HomC ( - , X)(f)(IdX)

}
Y ∈Ob(C)

=
{
HomC (Y, X) −→ F (Y ), f 7−→ τY (f ◦ IdX)

}
Y ∈Ob(C)

=
{
HomC (Y, X) −→ F (Y ), f 7−→ τY (f)

}
Y ∈Ob(C)

= τ

が成り立ち，かつ

η(s)X(IdX) = F (IdX)(s) = IdF (X)(s) = s
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が成り立つので，η は題意の写像の逆写像である． �

命題 C.2: 米田埋め込みは埋め込み

米田埋め込みょ: C −→ PSh (C, Sets) は埋め込みである．

証明 ∀X, Y ∈ Ob(C) を固定する．写像

HomC (X, Y ) 7−→ HomPSh(C,Sets)
(
HomC ( - , X), HomC ( - , Y )

)
,

f 7−→ょ(f)

が全単射であることを示せば良い．米田埋め込みの定義から，∀f ∈ HomC (X, Y ) に対して

ょ(f) =
{
HomC (Z, X) −→ HomC (Z, Y ), g 7−→ f ◦ g

}
Z∈Ob(C)

=
{
HomC (Z, X) −→ HomC (Z, Y ), g 7−→ HomC ( - , Y )(g)(f)

}
Z∈Ob(C)

が成り立つが，これは米田の補題において F = HomC ( - , Y ) ∈ Ob(PSh (C, Sets)) としたときの逆写像であ
り，示された． �

系 C.1: 同型と表現可能前層の自然同値

以下の 2つは同値である：

(1) X, Y ∈ Ob(C) は同型
(2) 表現可能前層 HomC ( - , X), HomC ( - , Y ) ∈ Ob(PSh (C, Sets)) が自然同型

証明 (1) =⇒ (2) 　
X ∼= Y なので f ∈ HomC (X, Y ), g ∈ HomC (Y, X) が存在して g ◦ f = IdX かつ f ◦ g = IdY を充
たす．このとき ∀A ∈ Ob(C) に対して

τA : HomC (A, X) −→ HomC (A, Y ), h 7−→ f ◦ h

と定義するとこれは ηA : HomC (A, Y ) −→ HomC (A, X), h 7−→ g ◦ h を逆射に持つので同型射であ
り，自然同値

τ : HomC ( - , X) =⇒ HomC ( - , Y )

を定める．
(1) ⇐= (2) 　

PSh (C, Sets) における同型射とは，2つの前層の間の自然同型である．関手は同型射を保つので，命
題 C.2より示された．

�

後の便宜のため，極限を捉え直そう．勝手な図式 D : Iop −→ C を 1つ固定する．また，定数関手 (constant
functor)

pt: Iop −→ Sets

を以下のように定める：
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• ∀i ∈ Ob(Iop) に対して，1点集合*7 {pt} ∈ Ob(Sets) を対応付ける．
• ∀f ∈ HomIop (i, j) に対して，恒等写像 pt 7−→ pt を対応付ける．

さらに，∀C ∈ Ob(C) に対して，Sets に値をとる前層

HomC
(
C, D( - )

)
: Iop −→ Sets

を，以下のように定義する：

• ∀i ∈ Ob(Iop) に対して HomC
(
X,D(i)

)
∈ Ob(Sets) を対応付ける．

• ∀f ∈ HomIop (i, j) に対して写像

D(f)∗ : HomC
(
X,D(i)

)
−→ HomC

(
X,D(j)

)
,

g 7−→ F (f) ◦ g

を対応付ける．

これを用いて，Sets に値をとる前層

HomPSh(I,Sets)

(
pt, HomC

(
- , D( - )

))
: Cop −→ Sets

を以下のように定義する：

• ∀C ∈ Ob(Cop) に対して，集合

HomPSh(I,Sets)

(
pt, HomC

(
C, D( - )

))
∈ Ob(Sets)

を対応付ける．
• ∀f ∈ HomCop (X, Y ) に対して，写像

HomPSh(I,Sets)

(
pt, HomC

(
X, D( - )

))
−→ HomPSh(I,Sets)

(
pt, HomC

(
Y, D( - )

))
,

τ 7−→ τ ◦ f

を対応付ける．

命題 C.3: 極限の特徴付け

X ∈ Ob(C) が図式 D : Iop −→ C の極限であるための必要十分条件は，Sets に値をとる前層

HomPSh(I,Sets)

(
pt, HomC

(
- , D( - )

))
: Cop −→ Sets

が表現可能前層

HomC ( - , X) : Cop −→ Sets

と自然同型になることである．

*7 圏 Sets における終対象である．
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証明 (⇐=) 　
自然同型

θ : HomC ( - , X) =⇒ HomPSh(I,Sets)

(
pt, HomC

(
- , D( - )

))
を与える．∀C ∈ Ob(C) を 1つ固定する．
　まず，集合 HomPSh(I,Sets)

(
pt, HomC

(
C, D( - )

))
が図式 D 上の C を頂点とする錐全体の集合と

同一視できることに注意する．実際，∀τ ∈ HomPSh(I,Sets)

(
pt, HomC

(
C, D( - )

))
は写像の族

{τi : {pt} −→ HomC
(
C, D(i)

)
}i∈I

からなるが，{pt} は 1点集合なので τi を τi(pt) と同一視できる．i.e. τi ∈ HomC
(
C, D(i)

)
である．

さらに，τ が自然変換であることから ∀f ∈ HomIop (i, j) に対して以下の図式が可換になる：

{pt}

HomC
(
C, D(i)

)
HomC

(
C, D(j)

)τi τj

D(f)∗

この図式における pt ∈ {pt} の行き先を追跡することで

D(f) ◦ τi = τj

が分かるが，これはまさに錐の定義である．
　以上の考察から，自然同型 θ は，図式 D の勝手な錐 (C, τ) ∈ Ob(Cone(D)) が与えられる
と，対応する θ−1

X (τ) ∈ HomC (C, X) を一意的に定めるが，これは極限の普遍性に他ならない．特
に，米田の補題から自然同型 θ は θX(IdX) ∈ HomPSh(I,Sets)

(
pt, HomC

(
X, D( - )

))
と対応付き，(

X, θX(IdX)
)
∈ Ob(Cone(D)) が図式 D の極限である．

(=⇒) 　
上述の議論から明らか．

�

C.1.4 重み付き極限・エンド・コエンド

重み付き極限とは，命題 C.3の一般化である．
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定義 C.14: 重み付き極限

図式 D : Iop −→ C および Sets に値をとる任意の前層 W : Iop −→ Sets を与える．
図式 D のW -重み付き極限 (W -weighted limit) とは，（存在すれば）圏 C の対象 limW D ∈ Ob(C)
であって，Sets に値をとる前層

HomPSh(I,Sets)

(
W, HomC

(
- , D( - )

))
: Cop −→ Sets

と表現可能前層

HomC ( - , lim
WD) : Cop −→ Sets

が自然同型となるもののこと．

Hom関手

HomC : Cop × C −→ Sets

を以下で定義する：

• ∀(X, Y ) ∈ Ob(Cop × C) に対して HomC (X, Y ) ∈ Ob(Sets) を対応付ける．
• ∀(f, g) ∈ HomCop×C

(
(X, Y ), (X ′, Y ′)

)
に対して，写像

HomC (X, Y ) −→ HomC (X
′, Y ′),

h 7−→ g ◦ h ◦ f

を対応付ける．

定義 C.15: エンド

関手 F : Cop × C −→ D のエンド (end) とは，（存在すれば）HomC -重み付き極限∫∫∫
C∈Ob(C)

F (C, C) := limHomC F ∈ Ob(D)

のこと．

C.1.5 随伴
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定義 C.16: 随伴

関手 F : C −→ D, G : D −→ C を与える．F が G の左随伴 (left adjoint) であり，かつ G が F の
右随伴 (right adjoint) であるとは，２つの関手

HomD
(
F (-), -

)
: Cop ×D −→ Sets,

HomC
(
-, G(-)

)
: Cop ×D −→ Sets

の間に自然同型

Cop ×D Sets

HomD

(
F (-), -

)

HomC

(
-, G(-)

)
が存在することを言う．

F が G の左随伴である（全く同じことだが，G が F の右随伴である）ことを F a G と書く．図式
中では

C D
F

G

a

のように書く．

さて，圏 C 上の図式 D : I −→ C が余極限を持つとする：

D(∀i)

colimI D ∀X∃!

このとき，D 上の図式として

F
(
D(∀i)

)

colimI F (D) F (colimI D)∃!u

を考えることができる．特に，一意に定まる射 u : colimI F (D) −→ F (colimI D) が同型のとき，関手 F は
余極限を保つという．
同様に，圏 D 上の図式 D : I −→ C が極限を持つとする：

limI D ∀X

D(∀i)

∃!
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このとき，D 上の図式として

limI F (D) F (limI D)

F
(
D(∀i)

)
∃!u

を考えることができる．特に，一意に定まる射 u : F (limI D) −→ limI F (D) が同型のとき，関手 F は極限
を保つという．

命題 C.4: 随伴と極限・余極限

関手 F : C −→ D, G : D −→ C が F a Gであるとする．このとき，F は余極限を保ち，G は極限を
保つ．

証明 余極限を持つ任意の C の図式 D : I −→ C を 1 つ固定する．随伴の定義および命題 C.1 より，
∀Y ∈ Ob(D) に対して

HomD
(
F (colim

I
D), Y

) ∼= HomC
(
colim
I

D, G(Y )
)

∼= lim
I

HomC
(
D(i), G(Y )

)
∼= lim

I
HomD

(
F (D(i)), Y

)
∼= HomD

(
colim
I

F (D), Y
)

が言える．i.e. 自然同型

D Sets

HomD

(
F (colimI D), -

)

HomD

(
colimI F (D), -

)
があるので，米田の補題の系より

F (colim
I

D) ∼= colim
I

F (D)

が示された． �

C.1.6 Kan拡張

277



定義 C.17: スライス圏

圏 D およびその対象 X ∈ Ob(D) を与える．スライス圏 (slice category) D/X とは，以下のデータ
からなる圏のこと：

• D の対象と射の組 (D ∈ Ob(D), α : D −→ X) を対象に持つ
• (D, α), (D′, α′) の間の射は，D における射 β : D −→ D′ であって D における図式

D D′

X

β

α α′

を可換にするものとする

双対スライス圏 (dual slice category) DX/ とは，以下のデータからなる圏のこと：

• D の対象と射の組 (D ∈ Ob(D), α : X −→ D) を対象に持つ
• (D, α), (D′, α′) の間の射は，D における射 β : D −→ D′ であって D における図式

D D′

X

β

α α′

を可換にするものとする

関手*8 D/X −→ D, (D, α) 7−→ D のことを標準的忘却関手 (canonical forgetful functor) と呼ぶ．標準的
関手は図式中でも記号で明記しないことが多い．
関手 F : C −→ D および圏 D における対象 X ∈ D を与える．このとき関手 F に関するスライス圏を，圏

全体がなす圏 Cat における引き戻し

F/X D/X

C DF

として定義する．i.e. F/X の対象は (C ∈ C, α : F (C) −→ X) であり，(C, α), (C ′, α′) の間の射とは，C に
おける射 β : C −→ C ′ であって D における図式

F (C) F (C ′)

X

F (β)

α α′

を可換にするものである．

*8 対象の対応のみ明示した．
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定理 C.2: density theorem

前層 F : Cop −→ Sets を与える．関手ょ: C −→ PSh (C, Sets) を米田埋め込みとする．
このとき，前層の圏 PSh (C, Sets) における同型

F ∼= colim
X∈ょ/F

HomC ( - , X)

が成り立つ．

証明 米田の補題の系により，示すべきは自然同型

HomPSh(C,Sets)
(
colim
X∈ょ/F

HomC ( - , X), -
)
=⇒ HomPSh(C,Sets)

(
F, -

)
である．このとき，∀G ∈ Ob(PSh (C, Sets)) に対して

HomPSh(C,Sets)
(
colim
X∈ょ/F

HomC ( - , X), G
) ∼= lim

X∈ょ/F

HomPSh(C,Sets)
(
HomC ( - , X), G

)
∵ 命題 C.1

∼= lim
X∈ょ/F

G(X) ∵ 米田の補題

なる自然同型がある．さらに，命題 C.3と同様の議論により定数関手 pt ∈ Ob(PSh
(
ょ/F , Sets

)
) による自

然な同型

lim
X∈ょ/F

G(X) ∼= HomPSh
(
ょ/F ,Sets

) (pt, G)
があることが分かる．よって自然な同型

HomPSh
(
ょ/F ,Sets

) (pt, G) ∼= HomPSh(C,Sets)
(
F, G

)
を示せば十分である．
ところで，自然変換 τ ∈ HomPSh

(
ょ/F ,Sets

) (pt, G) は，写像の族{
τ(X,α) : {pt} −→ G(X)

}
(X,α)∈Ob(ょ/F )

からなるが，{pt} は一点集合なので τ(X,α) と τ(X,α)(pt) ∈ G(X) を同一視して良い．一方で ∀(X, α) ∈
Ob(ょ/F ) について α ∈ HomPSh(C,Sets)

(
ょ(X), F

)
= HomPSh(C,Sets)

(
HomC ( - , X), F

)
であるから，米田

の補題からこれは αX(IdX) ∈ F (X) と一対一対応する．この対応により ∀X ∈ Cop について写像

η(τ)X : F (X) −→ G(X), αX(IdX) 7−→ τ(X,α)

が得られる．α は自然変換なので η(τ)X を全て集めたものは自然変換 η(τ) : F =⇒ G になる．よって写像

HomPSh
(
ょ/F ,Sets

) (pt, G) −→ HomPSh(C,Sets) (F, G), τ 7−→ η(τ)

は自然な同型であり，証明が完了した． �
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定義 C.18: Kan拡張

i : C0 ↪→ C を C の小部分圏，D を双完備な圏とする．

• 関手 F : C0 −→ D の，関手 i に沿った左Kan拡張 (left Kan extention) とは，

i!(F )(x) := colim
c∈(C0)/x

F (c)

によって定義される関手

i! : Fun(C0, D) −→ Fun(C, D)

によって定まる関手 i!(F ) : C −→ D のこと．
• 関手 F : C0 −→ D の，関手 i に沿った右Kan拡張 (right Kan extention) とは，

i∗(F )(x) := lim
c∈(C0)x/

F (c)

によって定義される関手

i∗ : Fun(C0, D) −→ Fun(C, D)

によって定まる関手 i∗(F ) : C −→ D のこと．

制限関手

i∗ : Fun(C, D) −→ Fun(C0, D)

について i! a i∗ かつ i∗ ` i∗ である．

C.2 単体的集合

higher geometry において重要な役割を果たす単体的集合の圏を定義する．

定義 C.19: 単体圏

• ∀n ∈ N ∪ {0} に対して，全順序付集合 [n] := {0, 1, . . . , n} のことを n-単体 (n-simplex) と
呼ぶ．

• 単体圏 (simplex category) ∆ とは，
– ∀n ∈ N ∪ {0} に対して，n-単体 [n] を対象とする．
– 順序を保つ写像を射とする
圏のこと．

特に Hom∆ ([n− 1], [n]) の元のうち

dni : [n− 1] ↪→ [n], x 7−→

{
x, x < i

x+ 1 x ≥ i
w/ i = 0, . . . , n
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のことを面写像 (face map) と呼び，Hom∆ ([n+ 1], [n]) の元のうち

sni : [n+ 1] � [n], x 7−→

{
x, x ≤ i
x− 1 x > i

w/ i = 0, . . . , n

のことを縮退写像 (degeneracy map) と呼ぶ．

定義 C.20: 単体的集合

• 単体的集合 (simplicial set) とは，前層

K : ∆op −→ Sets

のこと．特に n-単体 [n] ∈ Ob(∆op)の表現可能前層を∆n := Hom∆ ( - , [n]) ∈ Ob(SimpSet)

と書く．
• 余単体的集合 (cosimplicial set) とは，関手

K : ∆ −→ Sets

のこと．
• 単体的集合 S : ∆op −→ Sets が単体的集合 K : ∆op −→ Sets の単体的部分集合 (simplicial

subset) であるとは，以下の 2条件を充たすことを言う：
(sub-1) ∀n ≥ 0 に対して S([n]) ⊂ K([n])

(sub-2) 圏 ∆ における任意の射 α : [n] −→ [m] に対して K(α)
(
S([m])

)
⊂ S([n])

誤解の恐れがないときは，単体的部分集合を S ⊂K と書く．
• 単体的集合の圏 SimpSet とは，前層の圏

SimpSet := PSh (∆, Sets)

のこと．

Kn := K([n]) とおく．

• Kn の元のことを n-単体 (n-simplex)
• ∂i := K(di) : Kn � Kn−1 のことを面写像 (face map)
• σi := K(si) : Kn ↪→ Kn+1 のことを縮退写像 (degeneracy map) と呼ぶ．

と呼ぶ．これらは以下の単体的恒等式 (simplicial identities) を充たす：

∂n−1
i ◦ ∂nj = ∂n−1

j−1 ◦ ∂
n
i (i < j), (C.2.1)

∂n+1
i ◦ σnj = σn−1

j−1 ◦ ∂
n
i (i < j), (C.2.2)

∂n+1
i ◦ σnj = σn−1

j ◦ ∂ni−1 (i > j + 1), (C.2.3)
∂n+1
i ◦ σnj = id (i = j, j + 1), (C.2.4)
σn+1
i ◦ σnj = σn+1

j+1 ◦ σ
n
i (i ≤ j)
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逆に，

• 対象の族
{
Kn

}
n≥0

• 射の族
{
∂ni : Kn −→ Kn−1

}
0≤i≤n, n≥0

• 射の族
{
σni : Kn −→ Kn+1

}
0≤i≤n, n≥0

の組であって単体的恒等式を充たすものは単体的集合を一意に定める [Lur, Proposition 1.1.2.14]．
単体的集合 K : ∆op −→ Sets を図示する方法がある．

(1) K0 の元（i.e. 0-単体）を点と見做し，K0 = {•, . . . , •} のように書く．
(2) K1 の元（i.e. 1-単体）e ∈ K1 を

∂11(e) ∂10(e)
e

のように有向辺として図示する．
(3) K2 の元（i.e. 2-単体）σ ∈ K2 を

∂11∂
2
1(σ) = ∂11∂

2
2(σ) ∂10∂

2
1(σ) = ∂10∂

2
0(σ)

∂10∂
2
2(σ) = ∂11∂

2
0(σ)

σ

∂21(σ)

∂22(σ) ∂20(σ)

のように向きづけられた三角形として図示する．この図は単体的恒等式 (C.2.1)を表している．
(4) K3 の元（i.e. 3-単体）t ∈ K3 を，

∂30(t)

∂33(t)

∂31(t)

∂32(t)

2

3

1

0

t

のように向き付けられた四面体として図示する．四面体の面の繋がり方が単体的恒等式 (C.2.1)を表し
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ている．
(5) Kn の元（i.e. n-単体）は，単体的恒等式 (C.2.1)によって帰納的に図示する．

命題 C.5: 単体的集合の圏の基本性質

ょ: ∆ −→ SimpSet を米田埋め込みとする．

(1) 任意の単体的集合 K : ∆op −→ Sets に対して，自然な同型

HomSimpSet (∆
n, K) ∼= Kn

が成り立つ．
(2) 圏 SimpSet は双完備である．
(3) 任意の単体的集合 K : ∆op −→ Sets に対して，

K ∼= colim
[n]∈ょ/K

∆n

が成り立つ．

! 命題 C.5-(1) によって，n-単体 σ ∈ Kn を自然変換 σ ∈ HomSimpSet (∆
n, K) と同一視できる！

証明 (1) 米田の補題より

HomSimpSet (∆
n, K) = HomPSh(∆,Sets) (Hom∆ (-, [n]), K) ∼= K([n]) = Kn

(2) 図式 D : I −→ SimpSet を与える．Sets が双完備であることから，単体的集合

lim
I
D : ∆op −→ Sets,

[n] 7−→ lim
I
D( - )([n])

が well-definedである．これがちょうど図式 D の極限を与える．
　同様に，単体的集合

colimI D : ∆op −→ Sets,

[n] 7−→ colimI D( - )([n])

が図式 D の余極限を与える．
(3) 定理 C.2より

K ∼= colim
[n]∈ょ/K

Hom∆ (-, [n]) = colim
[n]∈ょ/K

∆n

�

C.2.1 幾何学的実現

定義 C.20を再現する具体的な構成をする．
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定義 C.21: 幾何学的 n-単体

• 幾何学的 n-単体 ∆n
top とは，位相空間

∆n
top :=

{
(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1

∣∣ xi ≥ 0,

n∑
i=0

xi = 1
}

のこと．
• 余単体的集合

∆top : ∆ −→ Top

とは，
– n-単体 [n] ∈ Ob(∆) に対して幾何学的 n-単体 ∆n

top を対応づける
– 圏 ∆ における任意の射 α : [n] −→ [m] に対して，連続写像

∆top(α) : ∆
n
top −→ ∆m

top, (x0, . . . , xn) 7−→

 ∑
j, α(j)=0

xj , . . . ,
∑

j, α(j)=m

xj


を対応付ける

関手のこと．
• 位相空間 X ∈ Ob(Top) の特異単体 (singular simplicial set) とは，単体的集合

S(X) : ∆op −→ Sets, [n] 7−→ HomTop (∆n
top, X)

のこと．
• 特異複体とは，関手 S : Top −→ SimpSet, X 7−→ S(X) のこと．

定義 C.22: 幾何学的実現

ょ: ∆ −→ SimpSet を米田埋め込みとする．幾何学的実現 (geometric realization) とは，余極限を保
つ関手

|-| : SimpSet −→ Top, K 7−→ colim
[n]∈ょ/K

∆top([n])

のこと．

Top における colim の公式を使うと

|K| =

 ∐
[n]∈Ob(∆)

(Kn ×∆n
top)

/{(α∗(x), t
)
∼
(
x, ∆top(α)(t)

) ∣∣ x∈Kn, t∈∆m
top,

α∈Hom∆ ([m], [n])

}
となる．
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命題 C.6:

特異複体 S : Top −→ SimpSet, X 7−→ S(X) は幾何学的実現 |-| : SimpSet −→ Top の右随伴で
ある．

証明 右随伴の定義を思い出すと，∀(K, X) ∈ Ob(SimpSetop ×Top) に対して自然同型

HomTop (|K|, X) ∼= HomSimpSetop
(
K, S(X)

)
が成り立つことを示せば良い．実際，命題 C.1より

HomTop (|K|, X) = HomTop

(
colim
[n]∈ょ/K

∆n
top, X

) ∼= lim
[n]∈ょ/K

HomTop (∆n
top, X)

が，命題 C.5-(3) より

HomSimpSetop
(
K, S(X)

) ∼= HomSimpSetop
(
colim
[n]∈ょK

∆n, S(X)
) ∼= lim

[n]∈ょ/K

HomTop (∆n, X)

が言える． �

C.2.2 境界・角・背骨

定義 C.23: 境界・角・背骨・骨格

• ∆n ∈ Ob(SimpSet) の単体的境界 (simplicial boundary) ∂∆n とは，∆n の単体的部分集合

∂∆n : ∆op −→ Sets

であって

∂∆n([k]) :=

{
∆n([k]), k 6= n

∆n([k]) \ {Id[n]}, k = n

を充たすもののこと．
• 任意の部分集合 S ⊂ [n] を与える．S-角 (S-horn) とは，∆n の単体的部分集合

Λn
S : ∆op −→ Sets

であって，

ΛnS([k]) :=
{
f ∈ ∆n([k])

∣∣ [n] \ (f([k]) ∪ S) 6= ∅}
を充たすもののこと．特に Λn

j := Λn{j} は 0 < j < n のとき内部角 (inner horn)，j = 0, n の
とき外部角 (outer horn) と呼ばれる．

• 背骨 (spine) とは，∆n の単体的部分集合

In : ∆op −→ Sets

であって，

In([k]) :=
{
f ∈ ∆n([k])

∣∣ f([k]) = {j} or f([k]) = {j, j + 1}
}
⊂ ∆n([k])

を充たすもののこと．
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• 単体的集合 K : ∆op −→ Sets の n-骨格 (n-skelton) とは，濃度 n + 1 以下の対象からな
る ∆ の充満部分圏 i : ∆≤n ↪→ ∆ に沿った，関手 i∗(K) : (∆≤n)

op −→ Sets の左 Kan 拡張
i!
(
i∗(K)

)
: ∆op −→ Sets のこと．

• 単体的集合 K : ∆op −→ Sets の n-余骨格 (n-coskelton) とは，濃度 n+ 1 以下の対象からな
る ∆ の充満部分圏 i : ∆≤n ↪→ ∆ に沿った，関手 i∗(K) : (∆≤n)

op −→ Sets の右 Kan 拡張
i∗
(
i∗(K)

)
: ∆op −→ Sets のこと．

【例 C.2.1】角 Λ2
j の構造

角 Λ2
0 : ∆

op −→ Sets とはどのようなものだろうか．まず，表現可能前層 ∆2 の定義から

Λ2
0([0]) =

{
f ∈ Hom∆ ([0], [2])

∣∣ [2] \ (f([0]) ∪ {0})}
であるが，∀f ∈ Hom∆ ([0], [2]) は定数写像なので Λ2

0([0]) = Hom∆ ([0], [2]) である．これらを

Λ2
0([0]) =:

{
•

{0}
, •
{1}
, •
{2}

}
と書く．次に

Λ2
0([1]) =

{
f ∈ Hom∆ ([1], [2])

∣∣ [2] \ (f([1]) ∪ {0})}
を調べる．6点集合 Hom∆ ([1], [2]) の元を全て書き出すと

f0 : 0 7−→ 0, 1 7−→ 0

f1 : 0 7−→ 0, 1 7−→ 1

f2 : 0 7−→ 0, 1 7−→ 2

f3 : 0 7−→ 1, 1 7−→ 1

f4 : 0 7−→ 1, 1 7−→ 2

f5 : 0 7−→ 2, 1 7−→ 2

であるから，f4 のみが除外される．さらに，

∂11(f0) = ∂10(f0) = {0},
∂11(f1) = {0}, ∂10(f1) = {1},
∂11(f2) = {0}, ∂10(f2) = {2},
∂11(f3) = ∂10(f3) = {1},
∂11(f4) = {1}, ∂10(f4) = {2},
∂11(f5) = ∂10(f5) = {2},

と計算できるため f0 = σ0
0({0}), f3 = σ0

0({1}), f5 = σ0
0({2}) であり，図 (2)に則り

Λ2
0([1]) = σ0

0

(
Λ2
0([0])

)
∪
{
{0}

f1

{1}
,
{0}

f2

{2}
}
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と書ける．次に

Λ2
0([2]) =

{
f ∈ Hom∆ ([2], [2])

∣∣ [2] \ (f([2]) ∪ {0})}
であるが，縮退写像の像に含まれない Hom∆ ([2], [2])の元は Id[2] のみであり，明らかに Id[n] /∈ Λ2

0([2])

となっている．

∂20(Id[2]) =
(
0 7−→ 1, 1 7−→ 2

)
= f4

となっていることに注目すべきである．ここから，Λnj ([n − 1]) ⊂ Hom∆ ([n − 1], [n]) において除外
される要素がちょうど ∂nj (Id[n−1]) なのではないかという予想が立つのである．この予想は系 C.4お
よび米田の補題によって正当化される．
　 k ≥ 3 に関する Λ2

0([k]) は必ず縮退写像の像に入ってしまう．以上の考察より，図 (3)に則り Λ2
0 を

次のように図示する：

Λ2
0 =

{0} {2}

{1}
f1

f2

同様に，Λ2
1, Λ

2
2 も次のように図示できる：

Λ2
1 =

{0} {2}

{1}

Λ2
2 =

{0} {2}

{1}

命題 C.7: コイコライザとしての境界

境界 ∂∆n は圏 SimpSetにおけるコイコライザである：∐
0≤i<j≤n∆

n−2
∐

0≤k≤n∆
n−1 ∂∆n

u

v

w

証明 0 ≤ ∀k ≤ n に対して，圏 SimpSet における射（i.e. 自然変換）

uk :
∐

0≤i<k

∆n−2 −→ ∆n−1

vk :
∐

k<j≤n

∆n−2 −→ ∆n−1

を

uk :=

{
uk[m] :

∐
0≤i<k

∆n−2
(
[m]
)
−→ ∆n−2

(
[m]
)
, (i, α) 7−→ dn−1

i ◦ α
}

[m]∈Ob(∆op)

vk :=

{
uk[m] :

∐
k<j≤n

∆n−2
(
[m]
)
−→ ∆n−2

(
[m]
)
, (j, α) 7−→ dn−1

j−1 ◦ α
}

[m]∈Ob(∆op)
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により定義する*9．そして圏 SimpSet における 2つの余積を∐
0≤i<j≤n∆

n−2 =
∐

0≤k≤n
∐

0≤i<k∆
n−2

∐
0≤k≤n∆

n−1

∐
0≤i<k∆

n−2 ∆n−1

∃!u

uk∐
0≤i<j≤n∆

n−2 =
∐

0≤k≤n
∐
k<j≤n∆

n−2
∐

0≤k≤n∆
n−1

∐
k<j≤n∆

n−2 ∆n−1

∃!v

vk

のようにとる．さらに射

w :
∐

0≤k≤n

∆n−1 −→ ∂∆n

を

w :=
{
w[m] :

∐
0≤k≤n

∆n−1
(
[m]
)
−→ ∂∆n

(
[m]
)
, (k, β) 7−→ dnk ◦ β

}
[m]∈Ob(∆op)

で定義する*10．すると ∀[m] ∈ Ob(∆op), ∀
(
(i < j), α

)
∈
∐

0≤i<j≤n∆
n−2
(
[m]
)
に対して

(w ◦ u)[m]

(
(i < j), α

)
= w[m]

(
j, uj [m]

(
i, α

))
= dnj ◦ dn−1

i ◦ α,

(w ◦ v)[m]

(
(i < j), α

)
= w[m]

(
i, vi[m]

(
j, α

))
= dni ◦ dn−1

j−1 ◦ α

が成り立ち，単体的恒等式 (C.2.1)より w◦u = w◦v が分かる．よってコイコライザの普遍性から圏 SimpSet

の可換図式 ∐
0≤i<j≤n∆

n−2
∐

0≤k≤n∆
n−1 Coeq(u, v)

∂∆n

u

v

w

q

∃!w̄

が成り立つ．後は w̄ : Coeq(u, v) −→ ∂∆n が自然同値であることを示せば良い．

(w̄ はエピ射) 　
w がエピ射であることを示す．そのためには ∀[m] ∈ Ob(∆op) を 1 つ固定し，写像
w[m] :

∐
0≤k≤n∆

n−1
(
[m]
)
−→ ∂∆n

(
[m]
)
が全射であることを示せば良い．

　 ∀γ ∈ ∂∆n
(
[m]
)
を 1つ固定する．このとき γ ∈ Hom∆

(
[m], [n]

)
は全射でない．i.e. ある 0 ≤ i ≤ n

が存在して，圏 ∆ において γ は

*9
∐

i ∆
n−2

(
[m]

)
=

∐
i Hom∆ ([m], [n − 2]) は集合と写像の圏 Sets における余積なので，集合としては

⋃
i

{
(i, α)

∣∣ α ∈
Hom∆ ([m], [n− 2])

}
と 1対 1対応する．

*10 ∀(k, β) ∈
∐

0≤k≤n ∆n−1
(
[m]

)
=

∐
0≤k≤n Hom∆

(
[m], [n − 1]

)
に対して w[m](k, β) = dnk ◦ β ∈ Hom∆ ([m], [n]) =

∆n
(
[m]

)
であり，dnk ∈ Hom∆

(
[n− 1], [n]

)
は全射でないため m = n のときも w[m](k, β) ∈ ∆n

(
[m]

)
\ {Id[n]} が言える．

よって w の像は ∂∆n の単体的部分集合である．
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[m] [n]

[n] \ {i}

∃!γ̄

γ

と一意的に分解する．dni
(
[n−1]

)
= [n]\{i}かつ dni は単射なので，ある (i, βi) ∈

∏
0≤k≤n∆

n−1
(
[m]
)

が一意的に存在して γ̄ = dni ◦ βi = w[m](i, βi) が成り立つ．
(w̄ はモノ射) 　

∀[m] ∈ Ob(∆op)を 1つ固定し，写像 w̄[m] : Coeq(u, v)
(
[m]
)
−→ ∂∆n

(
[m]
)
が単射であることを示す．

w̄[m](x) = w̄[m](y)を仮定する．q :
∐

0≤k≤n∆
n−1 −→ Coeq(u, v)はエピなので，x = q[m](i, βi), y =

q[m](j, βj) を充たす (i, βi), (j, βj) ∈
∐

0≤k≤n∆
n−1
(
[m]
)
が存在する．コイコライザの普遍性の図式

の可換性から w[m](i, βi) = w̄[m](x) = w̄[m](y) = w[m](j, βj) が分かる．
　 i = j ならば x = y は自明なので，i < j とする．このとき，エピ射であることの証明から
γ := w[m](i, βi) = w[m](j, βj) ∈ ∂∆n

(
[m]
)
の像は [n] \ {i < j} に収まっている．i.e. γ は

[m] [n]

[n] \ {i < j}

γ̄

γ

と分解する．dnj d
n−1
i

(
[n − 2]

)
= dni d

n−1
j−1

(
[n − 2]

)
= [n] \ {i < j} なので，ある

(
(i < j), α

)
∈∐

0≤k<l≤n∆
n−2
(
[m]
)
が存在して (i, βi) = u[m]

(
(i < j), γ

)
, (j, βj) = v[m]

(
(i < j), γ

)
と書ける．

よって

x = q[m](i, βi) = (q ◦ u)[m]

(
(i < j), γ

)
= (q ◦ v)[m]

(
(i < j), γ

)
= q[m](j, βj) = y

が言えた．

�

系 C.3: 境界の公式

∀K ∈ Ob(SimpSet) に対して，写像

HomSimpSet (∂∆
n, K) −→

{
(σ0, . . . , σn) ∈

∏
0≤k≤n

Kn−1

∣∣∣∣ 0 ≤ ∀i < j ≤ n, ∂n−1
i (σj) = ∂n−1

j−1 (σi)

}
,

f 7−→
(
f[n−1] ◦ dn0 ∗(Id[n]), . . . , f[n−1] ◦ dnn∗(Id[n])

)
は全単射である．

証明 命題 C.7より，集合

X :=

{
f̄ ∈ HomSimpSet

( ∐
0≤k≤n

∆n−1, K
) ∣∣∣∣ f̄ ◦ u = f̄ ◦ v

}

=

{
f̄ ∈ HomSimpSet

( ∐
0≤k≤n

∆n−1, K
) ∣∣∣∣ ∀[m]∈Ob(∆op), ∀

(
(i<j), α

)
∈
∐

0≤k<l≤n ∆n−2
(
[m]
)
,

f̄[m]

(
j, dn−1

i ◦α
)
=f̄[m]

(
i, dn−1

j−1 ◦α
) }
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の任意の元 f̄ に対してコイコライザの普遍性の可換図式∐
0≤i<j≤n∆

n−2
∐

0≤k≤n∆
n−1 ∂∆n

K

u

v

f̄

q

∃!f

が成り立つ．i.e. 写像

HomSimpSet (∂∆
n, K) −→ X,

f 7−→ f ◦ w =

{(
(f[m] ◦ dnk )∗

)
0≤k≤n :

∐
0≤k≤n

∆n−1
(
[m]
)
−→ Km

}
[m]∈Ob(∆op)

は全単射である．命題 C.1-(2) と米田の補題から

HomSimpSet

( ∐
0≤k≤n

∆n−1, K
)
∼=

∏
0≤k≤n

HomSimpSet

(
∆n−1, K

) ∼= ∏
0≤k≤n

Kn−1

が言えるので，示された． �

命題 C.8: コイコライザとしての角

角 Λni は圏 SimpSetにおけるコイコライザである：∐
j, k∈[n]\{i}

j<k

∆n−2
∐
l∈[n]\{i} ∆

n−1 Λni
u

v

w

証明 命題 C.7とほぼ同様である． �

系 C.4: 角の公式

∀K ∈ Ob(SimpSet) に対して，写像

HomSimpSet (Λ
n
i , K) −→

{
(σ0, . . . , σi−1, σi+1, . . . , σn) ∈

∏
k∈[n]\{i}

Kn−1

∣∣∣∣ ∀j, k∈[n]\{i} s.t. j<k,

∂n−1
j (σk)=∂

n−1
k−1 (σj)

}
,

f 7−→
(
f[n−1] ◦ dn0 ∗(Id[n]), . . . , ̂f[n−1] ◦ dni ∗(Id[n]), . . . , f[n−1] ◦ dnn∗(Id[n])

)
は全単射である．ただし，̂· は · を除外することを意味する．

証明 系 C.3と同様． �

命題 C.9: 角と背骨の幾何学的実現

幾何学的実現は角，背骨を保つ．

証明 |∆n| = ∆n
top であることに注意する． �
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C.3 脈体・∞-亜群・(∞, 1)-圏

[n] ∈ Ob(∆) に対して，

• ∀i ∈ [n] を対象とする
• Hom集合は

Hom[n] (i, j) :=

{
{ptij}, i ≤ j
∅, i > j

とする．ただし，ptii = Idi である．
• 射の合成は 0 ≤ i ≤ j ≤ k ≤ n に対して

ptjk ◦ ptij := ptik

と定義する．

ことにより [n] 自身が圏になる．

C.3.1 脈体

後に示す命題 C.11により，通常の圏は単体的集合と同一視できる．

定義 C.24: 脈体

圏 C の脈体 (nerve) とは，以下で定義される単体的集合

N(C) : ∆op −→ Sets

のことを言う：

• ∀[n] ∈ Ob(∆op) に対して

N(C)([n]) = Fun([n], C)

を対応付ける
• 圏 ∆op における任意の射 [n]

α−→ [m] に対して写像

N(C) (α) := α∗ : Fun([n], C) −→ Fun([m], C),
X 7−→ X ◦ α

を対応付ける

脈体関手 (nerve functor) とは，以下で定義される関手

N: Cat −→ SimpSet

のことを言う：
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• ∀C ∈ Ob(C) に対して N(C) ∈ Ob(SimpSet) を対応づける．
• 任意の関手 C F−→ D に対して自然変換

N(F ) : N (C) =⇒ N(D) ,
w/ N(F ) :=

{
N(F )[n] : Fun([n], C) −→ Fun([n], D), X 7−→ F ◦X

}
[n]∈Ob(∆op)

を対応付ける

定義 C.20の略記に倣い，N(C)n := N(C)([n]) ∈ Ob(Sets) と略記する．このとき，圏 [n] の定義を思い出
すと，集合の要素 X ∈ N(C)n は以下のデータからなる：

• 圏 C の対象の族

{Xi := X(i) ∈ Ob(C)}0≤i≤n

• 圏 C の射の族

{fij := X(ptij) : X(i) −→ X(j)}0≤i≤j≤n

X : [n] −→ C は関手であるから，0 ≤ i < j ≤ n に対して

fii = X(Idi) = IdXi
,

fij = X(ptj−1,j ◦ · · · pti+1,i+2 ◦ pti,i+1)

= fj−1,j ◦ · · · ◦ fi+1,i+2 ◦ fi,i+1

が成り立つ．故に，X を特徴付けるには，fi := fi,i−1 とおいて C の図式

X0
f1−→ X1

f2−→ · · · fn−→ Xn (C.3.1)

を指定することが必要十分である．このことから，脈体の morphism-morphism対応は図式の対応

(X0 → X1 → · · · → Xn) 7−→ (Xα(0) → Xα(1) → · · · → Xα(m))

と理解できる．

【例 C.3.1】面写像

∀X ∈ N(C)n を C の図式

X0
f1−→ X1

f2−→ · · · fn−→ Xn

として指定する．このとき面写像 dni ∈ Hom∆op ([n], [n− 1]) は，脈体によって写像

N(C)(dni ) : X 7−→
(
X0

f1−→ · · · fi−1−−−→ Xi−1
fi+1◦fi−−−−−→ Xi+1

fi+2−−−→ · · · fn−→ Xn

)
と対応付く．
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【例 C.3.2】縮退写像

∀X ∈ N(C)n を C の図式

X0
f1−→ X1

f2−→ · · · fn−→ Xn

として指定する．このとき縮退写像 sni ∈ Hom∆op ([n], [n+ 1]) は，脈体によって写像

N(C)(sni ) : X 7−→
(
X0

f1−→ · · · fi−→ Xi

IdXi−−−→ Xi
fi+1−−−→ · · · fn−→ Xn

)
と対応付く．

命題 C.10: 脈体関手は忠実充満

脈体関手は忠実充満関手である．

証明

θ : HomCat (C, D) −→ HomSimpSet

(
N(C), N(D)

)
, F 7−→ N(F )

が全単射であることを示せば良い．

単射 　
関手 F, G : C −→ D が N(F ) = N (G) を充たすとする．(C.3.1)により C における任意の図式

X
f−→ Y

を N(C)1 の元と見做すことができるが，仮定より圏 D において

N(F )[1] (X
f−→ Y ) = N (G)[1] (X

f−→ Y )

⇐⇒
(
F (X)

F (f)−−−→ F (Y )
)
=
(
G(X)

G(f)−−−→ G(Y )
)

が成り立つ．i.e. F = G である．
全射 　

∀f ∈ HomSimpSet

(
N(C), N(D)

)
を 1 つ固定する．f は自然変換だから，∀n ≥ 0 に対して自然変換

f[n] : N(C)n −→ N(D)n が定まる．(C.3.1)より ∀X, Y ∈ Ob(C) を N(C)0 の要素と見做し，圏 C に
おける任意の射 X

u−→ Y を N(C)1 の要素と見做すことができる．すると自然変換 f により

f[0](X), f[0](Y ) ∈ Ob(D)

が対応付く．その上 f が自然変換であることから面写像 d1i : [0] −→ [1] との間に可換図式

N(C)1 N(D)1

N(C)0 N(D)0

f[1]

N(C)(d1i )=∂
1
i N(D)(d1i )=∂

1
i

f[0]
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が成り立つ．よって

∂10 ◦ f[1]
(
X

u−→ Y
)
= f[0] ◦ ∂10

(
X

u−→ Y
)

= f[0](Y ),

∂11 ◦ f[1]
(
X

u−→ Y
)
= f[0] ◦ ∂11

(
X

u−→ Y
)

= f[0](X)

が言える．i.e. f[1](u) は圏 D における射 f[0](X)
f[1](u)−−−−→ f[0](Y ) である．ここで，対応 Ff : C −→ D

を
• ∀X ∈ Ob(C) に対して f[0](X) ∈ Ob(D) を対応付ける

• X
∀u−−→ Y に対して f[0](X)

f[1](u)−−−−→ f[0](Y ) を対応付ける
ものとして定義する．もし Ff が関手ならば明らかに θ(Ff ) = f であるから，Ff が関手であることを
示せば良い：
(fun-1) 　

(C.3.1)により圏 C における図式

X
u−→ Y

v−→ Z

を N(C)2 の要素と見做すことができる．f は自然変換なので，面写像 d2i : [2] −→ [1] について可
換図式

N(C)2 N(D)2

N(C)1 N(D)1

f[2]

N(C)(d2i )=∂
2
i N(D)(d2i )=∂

2
i

f[1]

が成り立つ．よって

∂20 ◦ f[2](X
u−→ Y

v−→ Z) = f[1] ◦ ∂20(X
u−→ Y

v−→ Z)

= f[1](Y
v−→ Z)

=
(
Ff (Y )

Ff (v)−−−→ Ff (Z)
)
,

∂22 ◦ f[2](X
u−→ Y

v−→ Z) = f[1] ◦ ∂22(X
u−→ Y

v−→ Z)

= f[1](X
u−→ Y )

=
(
Ff (X)

Ff (u)−−−−→ Ff (Y )
)

が分かった．i.e.

f[2](X
u−→ Y

v−→ Z) =
(
Ff (X)

Ff (u)−−−−→ Ff (Y )
Ff (v)−−−→ Ff (Z)

)
である．故に (

Ff (X)
Ff (v)◦Ff (u)−−−−−−−−→ Ff (Y )

)
= ∂21 ◦ f[2]

(
X

u−→ Y
v−→ Z

)
= f[1] ◦ ∂21

(
X

u−→ Y
v−→ Z

)
= f[1]

(
X

v◦u−−→ Z
)
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=
(
Ff (X)

Ff (v◦u)−−−−−→ Ff (Y )
)

i.e.

F (v ◦ u) = F (v) ◦ F (u)

が示された．
(fun-2) 　

f が自然変換なので縮退写像 s00 : [1] −→ [0] について可換図式

N(C)1 N(D)1

N(C)0 N(D)0

N(C)(s00)=σ
0
0

f[1]

N(D)(s00)=σ
0
0

f[0]

が成り立つ．(C.3.1)を使うと，これは ∀X ∈ Ob(C) = N (C)0 に対して

f[1] ◦ σ0
0(X) = f[1](X

IdX−−→ X)

=
(
Ff (X)

Ff (IdX)−−−−−→ Ff (X)
)

= σ0
0 ◦ f[0](X)

=
(
Ff (X)

IdFf (X)

−−−−−→ Ff (X)
)

を意味するので

Ff (IdX) = IdF (X)

が示された．

�

C.3.2 ∞-亜群・(∞, 1)-圏

定義 C.25: Kan条件

Kan複体 (Kan complex) とは，単体的集合

K : ∆op −→ Sets

であって以下の性質を充たすもののこと：

(Kan) 　
∀n ≥ 1, 0 ≤ ∀j ≤ n および ∀f ∈ HomSimpSet (Λ

n
j , K)に対して，以下の図式を可換にする自

然変換 u ∈ HomSimpSet (∆
n, K) が存在する：

Λnj K

∆n

f

u
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単体的集合であって，内部角 i.e. ∀n ≥ 2, 0 < ∀j < n についてのみ (Kan) を充たすもののことを弱
Kan複体 (weak Kan complex) と呼ぶ．

定義 C.26: (∞, 1)-圏

• (∞, 1)-圏aとは，弱 Kan複体のこと．(∞, 1)-圏の関手とは，SimpSetの射のこと．
• ∞-groupoidとは，Kan複体のこと．

a 擬圏 (quasi-category) と呼ばれることもある．

! 一般に，(∞, 1)-圏のことを単に∞-圏と呼ぶことが多い．

(∞, 1)-圏が通常の圏の一般化であることは，次の定理（および命題 C.11）から分かる．

定理 C.5: Kan条件と脈体

任意の単体的集合 K : ∆op −→ Sets に対して以下は同値である：

(1) K はある圏の脈体と同型である．
(2) K は弱 Kan条件を充たす一意解を持つ

証明 (1)=⇒(2) 　
ある圏 C が存在して K ∼= N(C) だとする．∀f ∈ HomSimpSet

(
Λnj , N(C)

)
を 1 つ与える．このとき

0 < ∀j < ∀n に対して f が u ∈ HomSimpSet

(
∆n, N(C)

)
へ一意的に拡張できることを示せば良い．

　 0 ≤ ∀k ≤ n に対して Uk := f[0]({k}) とおく*11．さらに 0 < ∀k ≤ n に対して

gk := f[1]
(
{k − 1} {k}

)
∈ HomC (Uk−1, Uk)

とおくと，C の図式

U0
g1−→ U1

g2−→ · · · gn−→ Un

が定まる．ここから (C.3.1)の方法で U ∈ N(C)n が一意的に定まり，米田の補題により対応する u ∈
HomSimpSet

(
∆n, N(C)

)
が一意的に定まるが，構成からこれが所望の u である [Lur, Lemma1.3.4.2]．

(1)⇐=(2) 　
圏 C を以下のように構成する：
• Ob(C) := K0

• HomC (C, D) :=
{
f ∈ K1

∣∣ ∂11(f) = C, ∂10(f) = D
}

• ∀C ∈ Ob(C) = K0 に対して*12 IdC := σ0
0(C)

• ∀(g, f) ∈ HomC (D, E)×HomC (C, D) に対して射の合成を定義するために，弱 Kan条件

*11 【例C.2.1】より，{k} ∈ Λn
j ([0]) である．

*12 単体的恒等式 (C.2.4)により IdC ∈ HomC (C, C) が分かる．
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Λ2
1 K

∆2

(g, f)

∃u

および系 C.4を用いる．具体的には次のようにする：
(STEP1) 　

(g, f) ∈ K1 × K1 かつ ∂11(g) = ∂10(f) が成り立つので系 C.4 が使えて， (g, f) ∈
HomSimpSet (Λ

2
1, K) と見做せる．

(STEP2) 　
仮定より，(g, f) ∈ HomSimpSet (Λ

2
1, K)に対する弱Kan条件の一意解 u ∈ HomSimpSet (∆

2, K) ∼=
K2 が存在する．

(STEP3) 　
u|Λ2

1
に対して再度系 C.4 を適用することで，弱 Kan 条件の図式の可換性は ∂20(u) =

g, ∂22(u) = f を意味していることがわかる．このことから，f と g の合成を g ◦ f := ∂21(u)

と定義する*13．
このように構成したデータの組み (Ob(C), HomC ( - , - ), Id, ◦) が圏になっていることを示そう．
(unitality) 　
∀f ∈ HomC (C, D) をとる．ここで u := s11(f) ∈ K2 に対して単体的恒等式 (C.2.2), (C.2.4)を用
いると

∂20(u) = ∂20s
1
1(f) = s00∂

1
0(f) = IdD,

∂21(u) = ∂21s
1
1(f) = f,

∂22(u) = ∂22s
1
1(f) = f,

が分かる．i.e. IdD ◦ f = f である．v := s10(f) ∈ K2 に対して単体的恒等式 (C.2.3), (C.2.4)を用
いると

∂20(u) = ∂20s
1
0(f) = f,

∂21(u) = ∂21s
1
0(f) = f,

∂22(u) = ∂22s
1
0(f) = IdC

が分かる．i.e. f ◦ IdC = f である．
(associativity) 　
∀(h, g, f) ∈ HomC (E, F ) × HomC (D, E) × HomC (C, D) を与える．系 C.4 を用いることで，
弱 Kan条件の 3つの一意解を得る：
• h ◦ g := ∂21(u0) を与える u0 ∈ K2：

Λ2
1 K

∆2

(h, g)

∃!u0

*13 単体的恒等式 (C.2.1)より，g ◦ f ∈ HomC (C, E) が分かる．
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• g ◦ f := ∂21(u3) を与える u3 ∈ K2：

Λ2
1 K

∆2

(g, f)

∃!u3

• (h ◦ g) ◦ f := ∂21(u2) を与える u2 ∈ K2

Λ2
1 K

∆2

(h◦g, f)

∃!u2

さらに，(u0, u2, u3) ∈ K×3
2 は

∂21(u0) = h ◦ g = ∂20(u2),

∂22(u0) = g = ∂20(u3),

∂22(u2) = f = ∂22(u3)

を充たすため系 C.4が使えて，(u0, u2, u3) ∈ HomSimpSet (Λ
3
1, K) と見做せる．すると，仮定よ

り弱 Kan条件の一意解
Λ3
1 K

∆3

(u0, u2, u3)

∃!τ

が存在する．i.e. ある τ ∈ K3 が*14一意的に存在して，

u0 = ∂30(τ), u2 = ∂32(τ), u3 = ∂33(τ)

を充たす．この 3-単体 τ を図 (4)に則り図示すると次のようになる：
C

D

E

F

f

(h◦g)◦f

g◦f

h◦g

g

h

ここで，u1 := ∂31(τ) ∈ K2 とおく．これは τ の図式で言うと三角形 C, E, F が指定する 2-単体
である．図式から明らかなように，

∂20(u1) = h,

∂21(u1) = (h ◦ g) ◦ f,
∂22(u1) = g ◦ f

*14 米田の補題より τ ∈ HomSimpSet (∆
3, K) ∼= K3 である．
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が成り立っている．i.e. h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f が分かった．
さて，SimpSet の射

θ : K −→ N(C)

を構成しよう．θ は自然変換であるから，∀[n] ∈ に対して写像 θ[n] : Kn −→ N(C)n を定めれば良い．
命題 C.5-(1) より ∀σ ∈ Kn は自然に HomSimpSet (∆

n, K) の元と見做せるため，

θ[n] : Kn −→ N(C)n,

σ 7−→
(
σ[0]({0})

σ[1]({0, 1})−−−−−−−→ · · ·
σ[1]({n−1, n})
−−−−−−−−−→ σ[0]({n})

)
と定義する．構成から θ[n] は自然である．∀n ≥ 0 に対して θ[n] が全単射であることを，n に関する数
学的帰納法により示す．まず，圏 C の構成から θ[0], θ[1] が全単射であることは明らかである．n > 1

のとき，示すべきは命題 C.5-(1) より

θ∗ : HomSimpSet (∆
n, K) −→ HomSimpSet

(
∆n, N(C)

)
,

σ 7−→ θ ◦ σ

が全単射であることである．0 < j < n を 1つとる．u ∈ HomSimpSet (Λ
n
j , K) に対する弱 Kan条件

の解を u ∈ HomSimpSet (∆
n, K) と書くと，解の一意性の仮定より写像

φK : HomSimpSet (∆
n, K) −→ HomSimpSet (Λ

n
j , K),

u 7−→ u

は全単射である．N(C) にも同様の構成ができるため，可換図式

HomSimpSet (∆
n, K) HomSimpSet

(
∆n, N(C)

)
HomSimpSet (Λ

n
j , K) HomSimpSet

(
Λnj , N(C)

)φK

θ∗

φN(C)

θ∗|Λn
j

が書ける．縦の射は全単射なので，θ∗|Λn
j
が全単射であることを示せば良い．これは系 C.4および帰納

法の仮定から従う．
�

定義 C.27: 亜群

亜群 (groupoid) とは，小圏 C であって，任意の射が可逆であるもののこと．i.e. ∀f ∈ HomC (X, Y )

に対して，ある f−1 ∈ HomC (Y, X) が存在して

f−1 ◦ f = IdX ,

f ◦ f−1 = IdY

を充たすこと．

命題 C.11: 脈体が ∞-groupoidになる必要十分条件

圏 C の脈体 N(C) が∞-groupoidになる必要十分条件は，C が groupoidであること．
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証明 (=⇒) 　
N(C) が∞-groupoidだと仮定する．このとき，Kan条件により，∀n ≥ 1, 0 ≤ ∀j ≤ n に対して全射*15

θnj : HomSimpSet

(
∆n, N(C)

)
−→ HomSimpSet

(
Λnj , N(C)

)
が存在する．
　 ∀f ∈ HomC (X, Y ) を 1つ固定し，これを (C.3.1)の方法により N(C)1 の元と見做す．このとき，(
f, IdY = σ0

0(Y )
)
∈ N(C)×2

1 は

∂10(f) = Y = ∂10(IdY )

を充たすため系 C.4が使えて，(f, IdY ) ∈ HomSimpSet

(
Λ2
2, N(C)

)
と見做せる．このとき θ22 の全射

性により，σ ∈ N(C)2 ∼= HomSimpSet

(
∆2, N(C)

)
が存在して (f, IdY ) = θ22(σ) を充たす．θnj の定義

および系 C.4から，これは

∂20(σ) = f,

∂21(σ) = IdY

を意味する．故に命題 C.10の証明から，g := ∂22(σ) ∈ N(C)1 = HomC (Y, X) とおくことで，

f ◦ g = ∂21(σ) = IdY

が成り立つことが分かった．同様に，(IdX , f) ∈ HomSimpSet

(
Λ2
0, N(C)

)
と見做せること，および θ20

の全射性から h ∈ N(C)1 = HomC (Y, X) であって h ◦ f = IdX を充たすものが存在する．命題 C.10
の証明から，

g = IdX ◦ g = (h ◦ f) ◦ g = h ◦ (f ◦ g) = h ◦ IdY = h

が言える．i.e. f−1 = g = h ∈ HomC (Y, X) である．
(⇐=) 　

C が groupoidだとする．定理 C.5から，示すべきは ∀n ≥ 1, j = 0, n に対して Kan条件が成立して
いることである．
　 n = 1, j = 0 とする．このとき Λn0 =

{
{0}, {1}

}
であるから，∀σ ∈ HomSimpSet

(
Λn0 , N(C)

)
は Ob(C) の元である．よって，σ̄ ∈ HomSimpSet

(
∆1, N(C)

)
として σ̄ ∈ HomC (X, σ) をとれば

∂10(σ̄) = σ を充たす．このことは系 C.4より σ̄|Λn
0
= σ を意味する．

　次に，n = 2, j = 0 とする．このとき ∀σ ∈ HomSimpSet

(
Λn0 , N(C)

)
は，系 C.4 より

(
σ1 :=

∂21(σ), σ2 := σ2
2(σ)

)
∈ N(C)×2

1 であって以下の図式として書けるものと同一視できる：

Z

X Y
σ1

σ2

C は groupoid なので，この図式に σ0 := σ1 ◦ σ2 ∈ N(C)1 を付け足すことで所望の σ̄ ∈ N(C)2 ∼=
HomSimpSet

(
∆2, N(C)

)
を得る．

*15 定理 C.5の状況とは異なり，単射とは限らない！
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　次に，n ≥ 3, j = 0 とする．このとき定理 C.5の (1) =⇒ (2) の構成によって σ̄ ∈ N(C)n を作ろうと
する．この構成が可能なのは，勝手な 0 ≤ i ≤ j ≤ k ≤ n に対して σ[1]({j, k}) ◦ σ[1]({i, j}) = σ{i, k}

が成り立つときだが，これは 3頂点
{
{i, } {j}, {k}

}
が作る 2-単体 σijk ∈ ∆n([2]) が Λn0 ([2]) に含ま

れることと同値である．よって n = 3 のときのみが非自明である．n = 3 のときは，σij := σ[1]({j, k})
とおくと

(σ23 ◦ σ12) ◦ σ01 = σ23 ◦ (σ12 ◦ σ01)
= σ23 ◦ σ02
= σ03

= σ13 ◦ σ01

と計算できるが，C が groupoidなので両辺の右から σ−1
01 をかけることで σ23 ◦σ12 = σ13 が示される．

　 j = n の場合も同様である．
�

C.4 単体的圏とホモトピー論

C.4.1 単体的圏

単体的集合の圏 SimpSet はモノイダル圏の構造を持つ．実際，単体的集合 S, T : ∆op −→ Sets に対し
て，新たな単体的集合

S ⊗ T : ∆op −→ Sets, [n] 7−→ Sn × Tn

がテンソル積 ⊗ : SimpSet× SimpSet −→ SimpSet を定めている．

定義 C.28: 豊穣圏

モノイダル圏 (V, ⊗, I) を与える．
V -豊穣圏 (V -enriched category) C は，以下のデータからなる：

• 集合 Ob(C)
• ∀x, y ∈ Ob(C) に対して，Hom対象と呼ばれるV の対象 HomC (x, y) ∈ Ob(V ) を持つ
• ∀x, y, z ∈ Ob(C) に対して，合成射と呼ばれるV の射 ◦x, y, z : HomC (x, y)⊗HomC (y, z) −→

HomC (x, z) を持つ
• ∀x ∈ Ob(C) に対して，恒等素と呼ばれるV の射 jx : I −→ HomC (x, x) を持つ

これらは以下の図式を可換にしなくてはいけない：

(associativity) 　
∀x, y, z, w ∈ Ob(C) についてa

301



(
HomC (x, y)⊗HomC (y, z)

)
⊗HomC (z, w) HomC (x, z)⊗HomC (z, w)

HomC (x, w)

HomC (x, y)⊗
(
HomC (y, z)⊗HomC (z, w)

)
HomC (x, y)⊗HomC (y, w)

∼=

◦x,y,z⊗IdHomC (z, w)

◦x,z,w

IdHomC (x, y)⊗◦y,z,w

◦x,y,w

(unitality) 　
∀x, y ∈ Ob(C) についてb

HomC (x, x)⊗HomC (x, y) HomC (x, y) HomC (x, y)⊗HomC (y, y)

I ⊗HomC (x, y) HomC (x, y)⊗ I

◦x,x,y ◦x,y,y

jx⊗IdHomC (x, y) ∼=
IdHomC (x, y)⊗jy∼=

a ∼= はモノイダル圏 V の associator
b ∼= はモノイダル圏 V の left/right unitor
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定義 C.29: 豊穣関手

モノイダル圏 (V, ⊗, I) を与える．
2つの V -豊穣圏 C, D の間の V -豊穣関手 (V -enriched functor)

F : C −→ D

は，以下のデータからなる：

• 写像 F0 : Ob(C) −→ Ob(D), x 7−→ F0(x)

• V の射の族 {
Fx, y : HomC (x, y) −→ HomD

(
F0(x), F0(y)

)}
x, y∈Ob(C)

これらは以下の図式を可換にしなくてはいけない：

(enriched-1) 　
∀x, y, z ∈ Ob(C) に対してa

HomC (x, y)⊗HomC (y, z) HomC (x, z)

HomD
(
F0(x), F0(y)

)
⊗HomD

(
F0(y), F0(z)

)
HomD

(
F0(x), F0(z)

)
◦x,y,z

Fx,y⊗Fy,z Fx,z

◦F0(x),F0(y),F0(z)

(enriched-2) 　
∀x ∈ Ob(C) に対してb

I HomC (x, x)

HomD
(
F0(x), F0(x)

)jF0(x)

jx

Fx,x

a これは，通常の関手において射の合成が保存されることに対応する．
b これは，通常の関手において恒等射が保存されることに対応する．

C.4.2 単体的ホモトピー

定義 C.30: 単体的ホモトピー

X, Y, K ∈ Ob(SimpSet) を，K が X の単体的部分集合となるようにとる．包含射 i : K ↪→ X を
とる．

• f, g ∈ HomSimpSet (X, Y ) を繋ぐホモトピーとは，SimpSet の射 η ∈ HomSimpSet (X ×
∆1, Y ) であって，以下の SimpSet の図式を可換にするもののこと：
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X ∼= X ×∆0 X ×∆1 X ×∆0

Y

Id×d11∗

f
η

Id×d10∗

g

f, g を繋ぐホモトピーが存在するとき，f, g は互いにホモトピックであるという．
• f ◦ i = g ◦ i =: α とおく．ホモトピー η ∈ HomSimpSet (X ×∆1, Y ) が f と g の間のK に
関する相対ホモトピー (homotopy from f to g (rel K)) であるとは，上の可換図式に加えて

K ×∆1 X ×∆1

K Y

i×Id

pr η

α

が成り立つことを言う．

より具体的には，f, g を繋ぐ単体的ホモトピー (simplicial homotopy) とは Sets の射の族{
hi : Xn −→ Yn+1

}
i=0, ..., n, n≥0

であって以下を充たすもののこと：

∂0 ◦ h0 = fn,

∂n+1 ◦ hn = gn,

∂i ◦ hj =


hj−1 ◦ ∂i, i < j

∂i ◦ hi−1, i = j 6= 0

hj ◦ ∂i−1, i > j + 1

σi ◦ hj =

{
hj+1 ◦ σi, i ≤ j
hj ◦ σi−1, i > j

一見するとホモトピーと単体的ホモトピーは別のものに見えるが，実は同じものである．単体的ホモト
ピー

{
hi : Xn −→ Yn+1

}
i=0, ..., n, n≥0

が与えられたとする．このとき SimpSet の射 η ∈ HomSimpSet (X×
∆1, Y ) を

η0 := ∂0 ◦ h0,
ηn+1 := ∂n+1 ◦ hn,
ηj := ∂j ◦ hj (1 ≤ j ≤ n)

と定義すると，和の普遍性の図式によって η ∈ HomSimpSet (X ×∆1, Y ) が定まる．

命題 C.12: ∞-groupoidとホモトピー

X, Y ∈ Ob(SimpSet) が∞-groupoidならば，ホモトピックは HomSimpSet (X, Y ) の上の同値関
係になる．ホモトピック (rel K ⊂ X) も同値関係である．

証明 [GJ09, p.26, COROLLARY 6.2] �
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∞-groupoid X を与え，∗ ∈ X0 を 1つ固定する．このとき集合としての同型

HomSimpSet

(
(∆n, ∂∆n), (X, ∗)

) ∼= {x ∈ Xn

∣∣ 0 ≤ ∀i ≤ n, ∂ni (x) = σn−2
0 ◦ · · · ◦ σ0

0(∗)
}
=: Zn(X, ∗)

がある [Che24]．a, b ∈ Xn を繋ぐホモトピーとは，この場合 y ∈ Xn+1 であって

∂n+1
i (y) =


σn−1
0 ◦ · · · ◦ σ0

0(∗), i < n

a, i = n

b, i = n+ 1

を充たすもののことである．ホモトピック ∼ は Zn(X, ∗) 上の同値関係になる [Che24, p.27, Lemma 3.28]．
a, b ∈ Zn(X, ∗) に対して，系 C.4，命題 C.5-(1) および Kan条件によって

Λn+1
n X

∆n+1

(
(σ0)

n(∗), ..., (σ0)
n(∗), a, b

)

∃a?b

として a ? b ∈ Xn+1 をとってくる．

π∆
n (X, ∗) := HomSimpSet

(
(∆n, ∂∆n), (X, ∗)

)
/' ∼= Zn(X, ∗)/∼

とおく．

命題 C.13: 単体的ホモトピー群

写像

π∆
n (X, ∗)× π∆

n (X, ∗) −→ π∆
n (X, ∗), ([a], [b]) 7−→ [∂n+1

n (a ? b)]

によって π∆
n (X, ∗) は群になる．これを単体的ホモトピー群と呼ぶ．

証明 �

定理 C.6: 単体的ホモトピー群と幾何学的実現

π∆
n (X, ∗) ∼= πn(|X|, |∗|)

証明 [GJ09, p.64, PROPOSITION 11.1] �

C.4.3 ホモトピーコヒーレンス

定義 C.31: homotopy coherentな脈体

305



C.5 ∞-トポス

∞-groupoidのなす (∞, 1)-圏を∞Grpd と書く．

定義 C.32: ∞-前層

K を (∞, 1)-圏とする．K 上の (∞, 1)-前層とは，(∞, 1)-圏の関手

P : Kop −→∞Grpd

のこと．(∞, 1)-前層のなす (∞, 1)-圏とは，(∞, 1)-圏の関手の圏

PSh(∞, 1) (K) := Fun(∞, 1)(K
op, ∞Grpd)

のこと．

! 以降では，(∞, 1)-前層のことを ∞-前層と呼ぶ．

命題 C.14: ∞-前層の圏のモデル

C を SimpSet-豊穣圏であって，Kan複体を Hom対象に持つものとする．
このとき homotopy coherentな脈体 Nhc に対して

PSh(∞, 1) (Nhc(C)) ∼= Nhc

(
[Cop,SimpSetQuillen]

◦
proj

)
が成り立つ．

証明 https://ncatlab.org/nlab/show/%28infinity%2C1%29-category+of+%28infinity%2C1%

29-presheavesを参照． �

[nLa], [NSS12, p.9]に従い (∞, 1)-トポスの定義を概観する*16．

*16 ここでの定義は不完全なので，詳細は [nLa], [Lur08]などを参照．
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定義 C.33: ∞-トポス

K を (∞, 1)-圏とする．
K 上の (∞, 1)-トポスとは，(∞, 1)-前層のなす (∞, 1)-圏 PSh(∞, 1) (K) の部分 (∞, 1)-圏

i : H ↪→ PSh(∞, 1) (K)

であって，包含 (∞, 1)-関手 i が有限極限を保つ左随伴 (∞, 1)-関手

H PSh(∞, 1) (K)

i

lex

`

を持つようなもののこと．

もしくは，余完全aな (∞, 1)-圏 H であって以下の公理を充たすもののこと [NSS12, p.9, Defini-
tion5.4]：

(T1) ∀f ∈ HomH (X, Y ) および H における図式 D : I −→ H/Y において，自然な同型

colimi∈I
(
X ×Y D(i)

) ∼= X ×Y colimi∈I D(i)

があるb．
(T2) ∀X, Y ∈ Ob(H) に対して，図式 Y ←− ∅ −→ X の押し出し

∅ X

Y X q Y

は図式 Y −→ X q Y ←− X の引き戻しでもある．i.e. 任意の和が disjointである．
(T3) H における任意の groupoid objectは deloopingを持つ．

a 正確には presentable [Lur08, p.372, Def5.5.0.18]
b ×Y は引き戻し

[Alf23]は命題 C.14を使って ∞-トポスを定義している．

C.6 (∞, n)-圏

C.6.1 因子化ホモロジー

C.6.2 Complete Segal space
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C.6.3 Theta space
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付録 D

C∞ 多様体の話

[Lee12, Chapter4, 5, 6]の内容を自分用に纏める．

D.1 沈めこみ・はめ込み・埋め込み

Rn における逆関数定理から始める．まず距離空間に関する基本的な補題を用意する．

補題 D.1: Banachの不動点定理

空でない完備な距離空間 (X, d) を与える．このとき，以下の条件を充たす任意の写像 F : X −→ X

はただ 1つの固定点を持つ：

(contraction) ある定数 λ ∈ (0, 1) が存在し，∀x, y ∈ X に対して d
(
F (x), F (y)

)
≤ λd(x, y)

証明 まず固定点の存在を示す．∀x0 ∈ X を 1つとり，X の点列
(
xi
)∞
i=0
を漸化式 xi+1 = F (xi) によって

帰納的に定める．仮定より λ ∈ (0, 1) なので，∀ε > 0 に対して十分大きな Nε ∈ N を取れば λNε < 1−λ
d(x1, x0)

ε

が成り立つようにできる．このとき ∀m, n ≥ Nε w/ m ≥ n に対して

d(xm, xn) ≤ d(xm, xm−1) + · · ·+ d(xn+1, xn) ∵ 三角不等式
≤ λm−1d(x1, x0) + · · ·+ λnd(x1, x0) ∵ 条件 (contraction)

≤ λn
( ∞∑
i=0

λi

)
d(x1, x0)

≤ λNε
d(x1, x0)

1− λ
< ε

が成り立つ．i.e. 点列
(
xi
)∞
i=0
はCauchy列であり，仮定よりX は完備なのでその収束点 x := limi→∞ xi ∈ X

が一意的に存在する．F は明らかに連続なので

F (x) = F ( lim
i→∞

xi) = lim
i→∞

F (xi) = x

が成り立つ．i.e. x は固定点である．
次に固定点 x の一意性を示す．別の固定点 x′ ∈ X が存在したとする．このとき条件 (contraction)より

d(x, x′) = d
(
F (x), F (x′)

)
≤ λd(x, x′) ⇐⇒ (1− λ)d(x, x′) ≤ 0
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が成り立つので x = x′ でなくてはいけない． �

定理 D.1: Rn における逆関数定理

• 開集合a U, V ∈ Rn

• C∞ 関数b F : U −→ V, x 7−→
(
F 1(x), . . . , Fn(x)

)
を与え，F の Jacobi行列を返す C∞ 写像

DF : U −→ M(n, R), x 7−→
[
∂Fµ

∂xν
(x)

]
1≤µ, ν≤n

を定める．このとき，ある点 p ∈ U において DF (p) ∈ GL(n, R) ならば，

• 点 p ∈ U の連結な近傍 p ∈ U0 ⊂ U
• 点 F (p) ∈ V の連結な近傍 F (p) ∈ V0 ⊂ V

が存在して F |U0
: U0 −→ V0 が微分同相写像cになる．

a Rn には通常の Euclid位相を入れる．
b F = (F 1, . . . , Fn) の各成分 F i が任意回偏微分可能．
c i.e. F |U0

は C∞ 級の逆写像を持つ．

証明 U ′ :=
{
x− p ∈ Rn

∣∣ x ∈ U }, V ′ :=
{
x− F (p) ∈ Rn

∣∣ x ∈ V } とおく．このとき写像
F1 : U

′ −→ V ′, x 7−→ F (x+ p)− F (p)

は C∞ 級で，かつ F1(0) = 0, DF1(0) = DF (p) を充たし，0 の連結な近傍 0 ∈ U ′
0 ⊂ U ′, 0 ∈ V ′

0 ⊂ V ′ が存
在して F1|U ′

0
: U ′

0 −→ V ′
0 が微分同相写像になることと，点 p ∈ U の連結な近傍 p ∈ U0 ⊂ U と点 F (p) ∈ V

の連結な近傍 F (p) ∈ V0 ⊂ V が存在して F |U0
: U0 −→ V0 が微分同相写像になることは同値である．

さらに，V ′′ :=
{
DF1(0)

−1(x) ∈ Rn
∣∣ x ∈ V ′ }, V ′′

0 :=
{
DF1(0)

−1(x) ∈ Rn
∣∣ x ∈ V ′

0

}
とおくと写像*1

F2 : U
′ −→ V ′′, x 7−→ DF1(0)

−1
(
F1(x)

)
は C∞ 級で，DF2(0) = 1n かつ V ′′

0 ⊂ V ′′ は 0 の連結な近傍であり*2，F2|U ′
0
: U ′

0 −→ V ′′
0 が微分同相写像

になることと F1|U ′
0
: U ′

0 −→ V ′
0 が微分同相写像になることは同値である．以上の考察から，

• p = 0 ∈ U
• F (p) = 0 ∈ V
• DF (p) = 1n

を仮定しても一般性を失わないことが分かった．
ここで C∞ 写像

H : U −→ Rn, x 7−→ x− F (x)

*1 DF1(0)−1
(
F1(x)

)
と言うのは，列ベクトル F1(x) ∈ Rn に n× n 行列 DF1(0)−1 ∈ M(n, R) を作用させると言う意味．

*2 V ′
0 が連結であり，行列 DF1(0)−1 をかけると言う写像は連続なので．
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を考える．まず DH(0) = 1n − 1n = 0 が成り立つことがわかる．さらに写像 DH : U −→ M(n, R), x 7−→
DH(x) の連続性*3から，Bδ(0) ⊂ U を充たす δ > 0 が存在して，∀x ∈ Bδ(0) に対して*4

‖DH(x)−DH(0)‖ = ‖DH(x)‖ ≤ 1

2

が成り立つようにできる．

F は Bδ(0) 上単射 　
∀x, y ∈ Bδ(0) をとる．Bδ(0) は凸集合なので ∀t ∈ [0, 1] に対して x+ t(y − x) ∈ Bδ(0) が成り立つ．
よって

|H(y)−H(x)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

dt
d

dt
H
(
x+ t(y − x)

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ 1

0

dtDH
(
x+ t(y − x)

)
(y − x)

∣∣∣∣
≤
∫ 1

0

dt
∣∣DH(x+ t(y − x)

)
(y − x)

∣∣
≤
∫ 1

0

dt sup
x∈Bδ(0)

‖DH(x)‖|y − x|

≤ 1

2
|y − x| (D.1.1)

が言える．故に

|y − x| = |F (y)− F (x) +H(y)−H(x)|
≤ |F (y)− F (x)|+ |H(y)−H(x)|

≤ |F (y)− F (x)|+ 1

2
|y − x|

が成り立ち，

1

2
|y − x| ≤ |F (y)− F (x)| (D.1.2)

が従う．故にノルムの正定値性から Bδ(0) 上 F が単射だと分かった．
Bδ/2(0) ⊂ F (Bδ(0)) 　

∀y ∈ Bδ/2(0) に対してある xy ∈ Bδ(0) が存在して F (xy) = y を充たすことを示す．C∞ 写像

G : U −→ Rn, x 7−→ y +H(x) = y + x− F (x)

を考える．不等式 (D.1.1)から ∀x ∈ Bδ(0) に対して

|G(x)| ≤ |y|+ |H(x)| ≤ δ

2
+

1

2
|x| ≤ δ

が成り立つので G
(
Bδ(0)

)
⊂ Bδ(0) が分かった．その上再度 (D.1.1)から ∀x, y ∈ Bδ(0) に対して

|G(x)−G(y)| = |H(x)−H(y)| ≤ 1

2
|x− y|

*3 H が C∞ 級なので DH は連続．
*4 ‖·‖ : M(n, R) −→ R≥0 は Frobeniusノルム．
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が成り立つので，空でない完備な距離空間 Bδ(0) 上の写像 G|Bδ(0)
: Bδ(0) −→ Bδ(0) は補題 D.1の

条件 (contraction) を充たし，G はただ 1 つの固定点 xy ∈ Bδ(0) を持つ．G の定義より G(xy) =

xy =⇒ F (xy) = y である．
　以上の議論から，U0 := Bδ(0) ∩ F−1

(
Bδ/2(0)

)
, V0 := Bδ/2(0) とおくと F |U0 : U0 −→ V0 が全単射

になることが分かった．従って逆写像*5 F−1 : V0 −→ U0 が存在する．さらに ∀x′, y′ ∈ V0 をとり不
等式 (D.1.2)において x = F−1(x′), y = F−1(y′) とおくことで F−1 が連続写像であることがわかる．
i.e. F |U0

は同相写像である．よって V0 が定義から連結なので U0 も連結である．
F−1 が C∞ 級 　

まず F−1 : V0 −→ U0 が C1 級であることを示す．∀y ∈ V0 を 1 つ固定する．偏微分の連鎖律より
D(F−1)(y) = DF

(
F−1(y)

)−1 であるから，

lim
y′→y

F−1(y′)− F−1(y)−DF
(
F−1(y)

)−1
(y′ − y)

|y′ − y|
= 0

を示せば良い．∀y′ ∈ V0 \ {y} を取り，x := F−1(y), x′ := F−1(y′) ∈ U0 \ {x} とおく．すると∣∣∣∣∣F−1(y′)− F−1(y)−DF
(
F−1(y)

)−1
(y′ − y)

|y′ − y|

∣∣∣∣∣
=

∣∣x′ − x−DF (x)−1(y′ − y)
∣∣

|y′ − y|

=
1

|y′ − y|
∣∣DF (x)−1

(
DF (x)(x′ − x)− (y′ − y)

)∣∣
=

|x′ − x|
|F (x′)− F (x)|

∣∣∣∣DF (x)−1

(
F (x′)− F (x)−DF (x)(x′ − x)

|x′ − x|

)∣∣∣∣
≤ 2 sup

x∈U0

∥∥DF (x)−1
∥∥∣∣∣∣F (x′)− F (x)−DF (x)(x′ − x)|x′ − x|

∣∣∣∣ ∵ 不等式 (D.1.1)

と評価できるが，F が C∞ 級なので supx∈U0

∥∥DF (x)−1
∥∥ は有限確定値である．F の連続性から

y′ → y のとき x′ → x であり，仮定より F は C∞ 級なので，この極限で最右辺が 0 に収束すること
が分かった．
　次に F−1 が ∀k ∈ N について Ck 級であることを数学的帰納法により示す．k = 1 の場合は先ほど
示した．k > 1 とする．D(F−1) = −1 ◦DF ◦ F−1 であるから*6，帰納法の仮定より D(F−1) は Ck

級関数の合成で書けているので Ck 級である．よって F−1 は Ck+1 級であり，帰納法が完成した．

�

*5 厳密には (F |U0
)−1 と書くべきだが略記した．

*6 −1 : GL(n, R) −→ GL(n, R), X 7−→ X−1 とおいた．Cramerの公式よりこれは C∞ 級である．
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系 D.2: 陰関数定理

Rn × Rk の座標を (x, y) := (x1, . . . , xn, y1, . . . , yk) と書く．

• 開集合 U ⊂ Rn × Rk

• C∞ 関数 Φ: U −→ Rk, (x, y) 7−→
(
Φ1(x, y), . . . , Φk(x, y)

)
を与える．このとき，点 (a, b) ∈ U において[

∂Φµ

∂yν
(a, b)

]
1≤µ, ν≤k

∈ GL(k, R)

が成り立つならば，

• 点 a の近傍 a ∈ V0 ⊂ Rn

• 点 b の近傍 b ∈W0 ⊂ Rk

• C∞ 関数 F : V0 −→W0, x 7−→
(
F 1(x), . . . , F k(x)

)
の 3つ組であって

Φ−1({c}) ∩ (V0 ×W0) =
{(
x, F (x)

)
∈ V0 ×W0

}
を充たすものが存在する．ただし c := Φ(a, b) ∈ Rk とおいた．

証明 C∞ 写像

Ψ: U −→ Rn × Rk, (x, y) 7−→
(
x, Φ(x, y)

)
を考える．仮定より点 (a, b) ∈ U において

DΨ(a, b) =

[
1n 0[

∂Φµ

∂xν (a, b)
]
1≤µ≤k, 1≤ν≤n

[
∂Φµ

∂yν (a, b)
]
1≤µ, ν≤k

]
∈ GL(n+ k, R)

であるから，逆関数定理より点 (a, b) の連結な近傍 U0 ⊂ U と点 (a, c) の連結な近傍 Y0 ⊂ Rn × Rk が存在
して Ψ|U0 : U0 −→ Y0 が微分同相写像になる．U0, Y0 を適当に小さくとることで U0 = V ×W の形をして
いると仮定して良い*7．
∀(x, y) ∈ Y0 に対して Ψ−1(x, y) =

(
A(x, y), B(x, y)

)
とおくと A : Y0 −→ Rn, B : Y0 −→ Rk はどちら

も C∞ 関数で，

(x, y) = Φ ◦Ψ−1(x, y)

=
(
A(x, y), Ψ

(
A(x, y), B(x, y)

))
が成り立つ．よって

Ψ−1(x, y) =
(
x, B(x, y)

)
,

y = Ψ
(
x, B(x, y)

)
*7 開集合の直積は積位相の開基を成すので．
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が従う．
ここで V0 :=

{
x ∈ V

∣∣ (x, c) ∈ Y0 }, W0 :=W とおき，

F : V0 −→W0, x 7−→ B(x, c)

と定義する．すると ∀x ∈ V0 に対して

c = Φ
(
x, B(x, c)

)
= Ψ

(
x, F (x)

)
である．i.e. Φ−1({c})∩(V0×W0) ⊃

{(
x, F (x)

)
∈ V0×W0

}
が言えた．逆に ∀(x, y) ∈ Φ−1({c})∩(V0×W0)

をとる．このとき Φ(x, y) = c なので Ψ(x, y) =
(
x, Φ(x, y)

)
= (x, c) であり，

(x, y) = Ψ−1(x, c) =
(
x, B(x, c)

)
=
(
x, F (x)

)
が成り立つ．i.e. Φ−1({c}) ∩ (V0 ×W0) ⊂

{(
x, F (x)

)
∈ V0 ×W0

}
が言えた．

�

D.1.1 局所微分同相写像

定義 D.1: 局所微分同相写像

境界なし/あり C∞ 多様体 M, N を与える．
C∞ 写像 F : M −→ N が局所微分同相写像 (local diffeomorphism) であるとは，∀p ∈ M が以下の
条件を充たす近傍 p ∈ Up ⊂M を持つことを言う：

(1) F (Up) ⊂ N が開集合
(2) F |Up

: Up −→ F (Up) が微分同相写像

定理 D.3: 境界を持たない C∞ 多様体における逆関数定理

• 境界を持たない C∞ 多様体 M, N

• C∞ 写像 F : M −→ N

を与える．このとき，ある点 p ∈M において TpF : TpM −→ TF (p)N が全単射ならば，

• 点 p ∈M の連結な近傍 p ∈ U0 ⊂M
• 点 F (p) ∈ N の連結な近傍 p ∈ V0 ⊂ N

が存在して F |U0 : U0 −→ V0 が微分同相写像になる．

証明 TpF が全単射なので，dimM = dimN =: n である．p を含むチャート (U, ϕ) と F (p) を含むチャー
ト (V, ψ) を，F (U) ⊂ V を充たすようにとる．すると

• Rn の開集合 ϕ(U), ψ(V ) ⊂ Rn

• C∞ 関数 F̂ := ψ ◦ F ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ ψ(V )

の 2つ組は，仮定より点 ϕ(p) ∈ ϕ(U) において Tϕ(p)F̂ = TF (p)ψ ◦ TpF ◦ Tϕ(p)(ϕ−1) ∈ GL(n, R) を充たす
ので，Rn の逆関数定理が使えて
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• 点 ϕ(p) ∈ ϕ(U) の連結な近傍 ϕ(p) ∈ Û0 ⊂ ϕ(U)

• 点 F̂
(
ϕ(p)

)
= ψ

(
F (p)

)
∈ ϕ(U) の連結な近傍 F̂

(
ϕ(p)

)
∈ V̂0 ⊂ ϕ(V )

であって F̂ |
Û0

: Û0 −→ V̂0 が微分同相写像となるようなものがある．従って U0 := ϕ−1(Û0) ⊂ M, V0 :=

ψ−1(V̂0) ⊂ N とおけばこれらはそれぞれ点 p, F (p) の連結な近傍で，かつ F |U0 = ψ−1|V0 ◦ F̂ |Û0
◦

ϕ|U0
: U0 −→ V0 は微分同相写像の合成なので微分同相写像である． �

定理 D.3を，値域の C∞ 多様体が境界を持つ場合に拡張できる*8．鍵となるのは次の補題である：

補題 D.2:

• 境界を持たない C∞ 多様体 M

• 境界付き C∞ 多様体 N

• C∞ 写像 F : M −→ N

を与える．このとき，点 p ∈ M において TpF : TpM −→ TF (p)N が単射ならば F (p) ∈ IntN で
ある．

証明 F (p) ∈ ∂N だと仮定し，点 p ∈ M を含むチャート (U, ϕ) =
(
U, (xµ)

)
および点 F (p) ∈ ∂N の境界

チャート (V, ψ) =
(
V, (yµ)

)
をとる．このとき F の座標表示 F̂ := ψ ◦ F ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ ψ(V ), x 7−→(

F̂ 1(x), . . . , F̂ dimN (x)
)
は F̂ dimN

(
ϕ(p)

)
= 0 を充たす．ところで ψ(V ) ⊂ Hn なので ∀x ∈ ϕ(U) に対し

て F̂ dimN (x) ≥ 0 であり，C∞ 関数 F̂ dimN : ϕ(U) −→ R は点 ϕ(p) ∈ ϕ(U) において最小値をとることが
分かった．従って ∂F̂ dimN

/
∂xν

(
ϕ(p)

)
= 0 (1 ≤ ∀ν ≤ dimN) であり，点 ϕ(p) ∈ ϕ(U) における F̂ の

Jacobi行列の第 dimN 行が全て 0 だと言うことになるが，これは TpF が単射であることに矛盾．よって背
理法から F (p) /∈ ∂N ⇐⇒ F (p) ∈ IntN が示された． �

定理 D.4: C∞ 多様体における逆関数定理

• 境界を持たない C∞ 多様体 M

• 境界あり/なし C∞ 多様体 N

• C∞ 写像 F : M −→ N

を与える．このとき，ある点 p ∈M において TpF : TpM −→ TF (p)N が全単射ならば，

• 点 p ∈M の連結な近傍 p ∈ U0 ⊂M
• 点 F (p) ∈ N の連結な近傍 p ∈ V0 ⊂ N

が存在して F |U0
: U0 −→ V0 が微分同相写像になる．

証明 N が境界を持たない場合は定理 D.3が使える．
N が境界付き C∞ 多様体だとする．仮定より TpF は単射なので補題 D.2 から F (p) ∈ IntN が分かる．

IntN は境界を持たない C∞ 多様体なので定理 D.3の証明がそのまま成り立つ．
�

*8 定義域の C∞ 多様体が境界を持つ場合は上手くいかない．
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D.1.2 ランク定理

定義 D.2: C∞ 写像のランク

境界あり/なし C∞ 多様体 M, N および C∞ 写像 F : M −→ N を与える．

• 点 p ∈M における F のランク (rank) とは，線型写像 TpF : TpM −→ TF (p)N のランク，i.e.
dim

(
Im(TpF )

)
∈ Z≥0 のこと．∀p ∈ M における F のランクが等しいとき，F は定ランク

(constant rank) であると言い，rankF := dim
(
Im(TpF )

)
と書く．

• 点 p ∈M における F のランクが min
{
dimM, dimN

}
に等しいとき，F は点 p においてフ

ルランク (full rank at p) であると言う．rankF = min
{
dimM, dimN

}
ならば F はフルラ

ンク (full rank) であると言う．

位相空間 M, N を与える．連続写像 F : M −→ N が位相的埋め込み (topological embedding) であると
は，F (M) ⊂ N に N からの相対位相を入れたときに写像 F : M −→ F (M) が同相写像になることを言う．

定義 D.3: C∞ 沈めこみ・C∞ はめ込み・C∞ 埋め込み

境界あり/なし C∞ 多様体 M, N および定ランクの C∞ 写像 F : M −→ N を与える．

• F が C∞ 沈め込み (smooth submersion) であるとは，∀p ∈ M において TpF : TpM −→
TF (p)N が全射である，i.e. rankF = dimN であることを言う．

• F が C∞ はめ込み (smooth immersion) であるとは，∀p ∈ M において TpF : TpM −→
TF (p)N が単射である，i.e. rankF = dimM であることaを言う．

• F が C∞ 埋め込み (smooth embedding) であるとは，F が C∞ はめ込みであってかつ位相
的埋め込みであることを言う．

a 階数・退化次元の定理から dim(KerTpF ) + dim(ImTpF ) = dimM なので， rankF = dim(ImTpF ) =

dimM =⇒ dim(KerTpF ) = 0 ⇐⇒ KerTpF = 0

命題 D.1: 局所微分同相写像と C∞ 沈めこみ・C∞ はめ込み

• 境界を持たない C∞ 多様体 M

• 境界あり/なし C∞ 多様体 N

• 写像 F : M −→ N

を与える．このとき以下が成り立つ：

(1) F が局所微分同相写像 ⇐⇒ F は C∞ 沈め込みかつ C∞ はめ込み
(2) dimM = dimN かつ F が C∞ 沈め込みまたはC∞ はめ込み =⇒ F は局所微分同相

証明 (1) =⇒ 　
F が局所微分同相だとする．∀p ∈ M を 1つ固定する．仮定よりこのとき p の近傍 p ∈ U ⊂ M

であって F |U : U −→ F (U) が微分同相写像となるようなものがある．
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特に局所微分同相写像の定義から U, F (U)はそれぞれM, N の開集合なので，包含写像 ιU : U ↪→
M, ιF (U) : F (U) ↪→ N の微分 Tp(ιU ) : TpU −→ TpM, TF (p)

(
ιF (U)

)
: TF (p)

(
F (U)

)
−→ TF (p)N

はベクトル空間の同型写像である．さらに F |U が微分同相写像なので Tp(F |U ) : TpU −→
TF (p)

(
F (U)

) ∼= TF (p)N はベクトル空間の同型写像だが，Tp(F |U ) = Tp(F ◦ιU ) = TpF ◦Tp(ιU )な
ので，TpF : TpM −→ TpN 自身もベクトル空間の同型写像である．故に rankF = dimM = dimN

が言える．
⇐= 　

F が C∞ 沈め込みかつ C∞ はめ込みであるとする．すると ∀p ∈M に対して TpF −→ TpM −→
TF (p)N は全単射なので，C∞ 多様体における逆関数定理が使える．

(2) ∀p ∈ M をとる．dimM = dimN かつ TpF : TpM −→ TF (p)N が単射ならば，階数-退化次元の
定理より dim(ImTpF ) = dimM − dim(KerTpF ) = dimM = dimN なので TpF が全単射だと
わかる．dimM = dimN かつ TpF : TpM −→ TF (p)N が全射ならば，階数-退化次元の定理より
dim(KerTpF ) = dimM − dim(ImTpF ) = dimM − dimN = 0 なので TpF が全単射だとわかる．
よってどちらの場合も C∞ 多様体における逆関数定理が使える．

�

定理 D.5: 局所的ランク定理（境界を持たない場合）

• 境界を持たない C∞ 多様体 M, N

• 定ランクの C∞ 写像 F : M −→ N

を与える．このとき ∀p ∈M に対して

• 点 p ∈M を含む M の C∞ チャート (U0, Φ) であって Φ(p) = 0 ∈ RdimM を充たすもの
• 点 F (p) ∈ N を含む N の C∞ チャート (V0, Ψ) であって Ψ

(
F (p)

)
= 0 ∈ RdimN かつ

F (U) ⊂ V を充たすもの

が存在して，∀(x1, . . . , xdimM ) ∈ Φ(U) ⊂ RdimM に対して

Ψ ◦ F ◦ Φ−1(x1, . . . , xrankF , xrankF+1, . . . , xdimM ) (D.1.3)

= (x1, . . . , xrankF , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
dimN−rankF

) ∈ Ψ(V ) ⊂ RdimN

を充たす．

特に F が C∞ 沈め込みならば (D.1.3)は

Ψ ◦ F ◦ Φ−1(x1, . . . , xdimN , xdimN+1, . . . , xdimM ) = (x1, . . . , xdimN )

の形になり，F が C∞ はめ込みならば (D.1.3)は

Ψ ◦ F ◦ Φ−1(x1, . . . , xdimM ) = (x1, . . . , xdimM , 0, . . . , 0)

の形になる．

証明 ∀p ∈ M を 1 つ固定する．以降では p を含む M の任意の C∞ チャート (U, ϕ) =
(
U, (xµ)

)
および
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F (p) を含む N の任意の C∞ チャート (V, ψ) =
(
V, (x′µ)

)
に対して

Û := ϕ(U) ⊂ RdimM ,

V̂ := ψ(V ) ⊂ RdimN ,

F̂ := ψ ◦ F ◦ ϕ−1 : Û −→ V̂ ,

p̂ := ϕ(p) ∈ Û

とおく．便宜上 C∞ チャート
(
U, (xµ)

)
,
(
V, (x′µ)

)
の座標関数をそれぞれ

(x, y) = (x1, . . . , xrankF , y1, . . . , ydimM−rankF ) := (x1, . . . , xdimM )

(v, w) = (v1, . . . , vrankF , w1, . . . , wdimN−rankF ) := (x′1, . . . , x′dimN )

とおき直す．また，2つの C∞ 写像を

Q : Û −→ RrankF , (x, y) 7−→
(
F̂ 1(x, y), . . . , F̂ rankF (x, y)

)
R : Û −→ RdimN−rankF , (x, y) 7−→

(
F̂ rankF+1(x, y), . . . , F̂ dimN (x, y)

)
と定義する．このとき F̂ = (Q, R) と書ける．
仮定より F は定ランクなので，点 p̂ ∈ Û において線型写像 Tp̂F̂ : Tp̂Û −→ TF̂ (p̂)V̂ の表現行列のランクは

rankF である．必要ならば M, N の C∞ チャートを取り替えることで座標関数の順番を好きなように入れ
替えることができる*9ので，Tp̂F̂ の表現行列*10の rankF 次首座小行列に対して[

∂F̂µ

∂xν
(p̂)

]
1≤µ, ν≤rankF

=

[
∂Qµ

∂xν
(0, 0)

]
1≤µ, ν≤rankF

∈ GL(rankF, R) (D.1.4)

が成り立つような C∞ チャート
(
U, (x, y)

)
,
(
V, (v, w)

)
が存在する．さらに，Û , V̂ の原点を平行移動する

ことでいつでも p̂ = (0, 0) ∈ RdimM , F̂ (p̂) = (0, 0) ∈ RdimN が成り立つようにできる*11．
ここまでの議論の要請を満たす M, N の任意の C∞ チャート (U, ϕ), (V, ψ) をとり，C∞ 写像

Φ̂ : Û −→ RdimM , (x, y) 7−→
(
Q(x, y), y

)
を考える．点 (0, 0) ∈ Û における Ψ の Jacobi行列は

DΨ(0, 0) =


[
∂Qµ

∂xν (0, 0)
]
1≤µ, ν≤rankF

[
∂Qµ

∂yν (0, 0)
]
1≤µ≤rankF, 1≤ν≤dimM−rankF

0 1dimM−rankF


となるが，仮定 (D.1.4)よりこれは正則行列である．よって RdimM における逆関数定理から

• 点 (0, 0) ∈ Û の連結な近傍 Û0 ⊂ Û
• 点 (0, 0) ∈ RdimM の連結な近傍 Ũ0 ⊂ RdimM

*9 座標を入れ替える写像は微分同相写像なので，M, N の C∞ 構造の中には座標の入れ替えによって互いに移り合えるような C∞

チャートたちが含まれている．
*10 これは C∞ 関数 F̂ の Jacobi行列 DF̂ (p̂) である．
*11 平行移動は微分同相写像なので，M, N の C∞ 構造には平行移動によって互いに移り合えるような C∞ チャートたちが含まれ
ている．
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が存在して Φ̂|
Û0

: Û0 −→ Ũ0 が微分同相写像になる．Û0, Ũ0 を適当に小さくとり直すことで Ũ0 が開区間
の直積であると仮定して良い．Φ̂|

Û0
の逆写像を Φ̂−1 : Ũ0 −→ Û0, (x, y) 7−→

(
A(x, y), B(x, y)

)
と書くと

A : Ũ0 −→ RrankF , B : Ũ0 −→ RdimM−rankF はどちらも C∞ 写像で，∀(x, y) ∈ Ũ0 に対して

(x, y) = Φ̂ ◦ Φ̂−1(x, y) =
(
Q
(
A(x, y), B(x, y)

)
, B(x, y)

)
が成り立つ．よって

Φ̂−1(x, y) =
(
A(x, y), y

)
,

x = Q
(
A(x, y), y

)
であり，

F̂ ◦ Φ̂−1(x, y) = F̂
(
A(x, y), y

)
=
(
Q
(
A(x, y), y

)
, R
(
A(x, y), y

))
=
(
x, R

(
A(x, y), y

))
が分かった．従って C∞ 写像 R̃ : Ũ0 −→ RdimN−rankF , (x, y) 7−→ R

(
A(x, y), y

)
と定義すると，∀(x, y) ∈

Ũ0 における F̂ ◦ Φ̂−1 の Jacobi行列は

D(F̂ ◦Ψ−1)(x, y)

=

 1rankF 0[
∂R̃µ

∂xν (x, y)
]
1≤µ≤dimN−rankF, 1≤ν≤rankF

[
∂R̃µ

∂yν (x, y)
]
1≤µ≤dimN−rankF, 1≤ν≤dimM−rankF


と計算できる．ところが，仮定より行列 D(F̂ )(x, y) のランクは rankF で，かつ Φ̂−1 は微分同相写像なので
D(Φ̂−1)(x, y) ∈ GL(dimM, R) であり，行列 D(F̂ ◦ Φ̂−1)(x, y) = D(F̂ )(x, y) ◦D(Φ̂−1)(x, y) のランクは
rankF に等しい．よって ∀(x, y) ∈ Ũ0 において[

∂R̃µ

∂yν
(x, y)

]
1≤µ≤dimN−rankF, 1≤ν≤dimM−rankF

= 0

でなくてはいけない．Ũ0 は開区間の直積なので，このことから R̃ が (y1, . . . , ydimM−rankF ) によらないこ
とが分かった．よって S(x) := R̃(x, 0) とおくと

F̂ ◦ Φ̂−1(x, y) =
(
x, S(x)

)
(D.1.5)

と書けることが分かった．
最後に，点 F̂ (p̂) = (0, 0) ∈ V̂ の適当な近傍を構成する．開集合*12V̂0 ⊂ V̂ を

V̂0 :=
{
(v, w) ∈ V̂

∣∣ (v, 0) ∈ Ũ0

}
と定義すると，F̂ (p̂) = (0, 0) ∈ V̂0 なので V̂0 は点 F̂ (p̂) の近傍であり，Ũ0 は開区間の直積なので (D.1.5)か
ら F̂ ◦ Φ̂−1(Ũ0) ⊂ V̂0 が成り立つ．そして C∞ 写像

Ψ̂ : V̂0 −→ RdimN , (v, w) 7−→
(
v, w − S(v)

)
*12 写像 f : V̂ −→ RdimM , (v, w) 7−→ (v, 0) は連続で，Ũ0 ⊂ RdimM は開集合なので，V0 = V̂ ∩ f−1(Ũ0) ⊂ V̂ もまた開
集合．
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を考える．Ψ̂ : V̂0 −→ Ψ̂(V̂0) は C∞ 写像

Ψ̂−1 : Ψ̂(V̂0) −→ V̂0, (s, t) 7−→
(
s, t+ S(s)

)
を逆写像に持つので微分同相写像であり，(V0, Ψ̂) は N の C∞ チャートである．その上 (D.1.5) から
∀(x, y) ∈ Ũ0 に対して

Ψ̂ ◦ F̂ ◦ Φ̂−1(x, y) = Ψ̂
(
x, S(x)

)
= (x, 0) (D.1.6)

となる．
以上をまとめると，

U0 := ϕ−1(Û0) ⊂M,

V0 := ψ−1(V̂0) ⊂ N,

Φ := Φ̂ ◦ ϕ : U0 −→ Φ(U0),

Ψ := Ψ̂ ◦ ψ : V0 −→ Ψ(V0)

とおくと Φ, Ψ は微分同相写像であり，

• 点 p ∈M を含む M の C∞ チャート (U0, Φ)

• 点 F (p) ∈ N を含む N の C∞ チャート (V0, Ψ)

の 2つ組は (D.1.6)から ∀(x, y) ∈ Φ(U0) = Ũ0 に対して

Ψ ◦ F ◦ Φ(x, y) = Ψ̂ ◦ F̂ ◦ Φ̂−1(x, y) = (x, 0)

を充たすので証明が完了する． �

系 D.6:

境界を持たない C∞ 多様体 M, N と C∞ 写像 F : M −→ N を与える．このとき M が連結ならば
以下の 2つは同値である：

(1) F は定ランク
(2) ∀p ∈M において，p, F (p) を含む M, N の C∞ チャート (U, ϕ), (V, ψ) であって F の座標
表示 ψ ◦ F ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ ψ(V ) が線型写像となるようなものが存在する．

証明 (1) =⇒ (2) 　
定理 D.5の (D.1.3)は F の座標表示が線型写像であることを意味する．

(1) ⇐= (2) 　
任意の線型写像のランクは一意に定まるので，∀p ∈ M の近傍において F のランクは一定だが，仮定
より M は連結なので F は定ランクである．

�
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定理 D.7: 大域的ランク定理（境界を持たない場合）

• 境界を持たない C∞ 多様体 M, N

• 定ランクの C∞ 写像 F : M −→ N

を与える．このとき以下が成り立つ：

(1) F が全射 =⇒ F は C∞ 沈め込み
(2) F が単射 =⇒ F は C∞ はめ込み
(3) F が全単射 =⇒ F は微分同相写像

証明 (1) F が全射だとする．もし rankF < dimN ならば，局所的ランク定理により ∀p ∈M に対して
• 点 p ∈M を含む M の C∞ チャート (Up, Φ) であって Φ(p) = 0 ∈ RdimM を充たすもの
• 点 F (p) ∈ N を含む N の C∞ チャート (Vp, Ψ) であって Ψ

(
F (p)

)
= 0 ∈ RdimN かつ

F (Up) ⊂ Vp を充たすもの
が存在して，F の座標表示 Ψ ◦ F ◦ Φ−1 : Φ(Up) −→ Ψ(Vp) が (D.1.3) の形になる．必要なら Up を
適当に小さくとることで ∃r > 0, Φ(Up) = Br(0) ⊂ RdimM で，かつ F (Up) ⊂ Vp が成り立つと仮
定して良い．このとき F (Up) は Hausdorff 空間

{
y ∈ Vp

∣∣ Ψ(y) = (y1, . . . , yrankF , 0, . . . , 0)
}
の

コンパクト部分集合なので，N の閉集合でかつ N の開集合を部分集合として持たない．i.e. N 上
疎 (nowhere dense) である．多様体の第 2可算性より任意の多様体の開被覆は高々可算な部分被覆を
持つから，M の開被覆

{
Up
}
p∈M および F (M) の開被覆

{
Vp
}
p∈M はそれぞれ高々可算な部分被覆{

Ui
}
i∈I ,

{
Vi
}
i∈I を持つ．i.e. F (M) は高々可算個の疎集合 F (Ui) たちの和集合なので，Baireのカ

テゴリー定理から F (M) の N における内部は空集合ということになるが，これは F が全射であるこ
とに矛盾する．よって背理法から rankF = dimN が言えた．

(2) F が単射だとする．もし rankF < dimM ならば，局所的ランク定理により ∀p ∈M に対して
• 点 p ∈M を含む M の C∞ チャート (Up, Φ) であって Φ(p) = 0 ∈ RdimM を充たすもの
• 点 F (p) ∈ N を含む N の C∞ チャート (Vp, Ψ) であって Ψ

(
F (p)

)
= 0 ∈ RdimN かつ

F (Up) ⊂ Vp を充たすもの
が存在して，F の座標表示 Ψ ◦ F ◦Φ−1 : Φ(Up) −→ Ψ(Vp) が (D.1.3)を充たす．このことから，十分
小さな任意の ε ∈ RdimM−rankF に対して Ψ ◦ F ◦Φ−1(0, . . . , 0, ε) = Ψ ◦ F ◦Φ−1(0, · · · , 0) が成り
立つことになり F の単射性に矛盾．

(3) (1), (2) より F が全単射なら F は C∞ 沈め込みかつ C∞ はめ込みであるから，命題 D.1より F は
全単射な局所微分同相写像である．よって F は微分同相写像である．

�

321



定理 D.8: はめ込みに関する局所的ランク定理（境界付き）

• 境界付き C∞ 多様体 M

• 境界を持たない C∞ 多様体 N

• C∞ はめ込みの C∞ 写像 F : M −→ N

を与える．このとき ∀p ∈ ∂M に対して

• 点 p ∈M を含む M の C∞ 境界チャート (U0, Φ) であって Φ(p) = 0 ∈ HdimM を充たすもの
• 点 F (p) ∈ N を含む N の C∞ チャート (V0, Ψ) であって Ψ

(
F (p)

)
= 0 ∈ RdimN かつ

F (U) ⊂ V を充たすもの

が存在して，∀(x1, . . . , xdimM ) ∈ Φ(U) ⊂ HdimM に対して

Ψ ◦ F ◦ Φ−1(x1, . . . , xdimM ) = (x1, . . . , xdimM , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
dimN−rankM

) ∈ Ψ(V ) ⊂ RdimN

を充たす．

証明 �

D.1.3 C∞ 埋め込み

命題 D.2:

境界あり/なし C∞ 多様体 M, N および単射な C∞ はめ込み F : M −→ N を与える．このとき，以
下のいずれかの条件が充たされれば F は C∞ 埋め込みである：

(1) F は開写像または閉写像
(2) F は固有写像 (proper mapa)
(3) M はコンパクト
(4) ∂M = ∅ かつ dimM = dimN

a Y の任意のコンパクト部分集合の逆像が X のコンパクト部分集合

証明 (1) F が開写像だとする．F : M −→ F (M) は全単射なので，逆写像 F−1 : F (M) −→M が存在す
る．このとき，X の任意の開集合 U ⊂ X に対して (F−1)−1(U) = F (U) ⊂ Y は仮定より Y の開
集合であるから，相対位相の定義より F (M) においても開集合である．i.e. F−1 は連続写像であり，
F : M −→ F (M) が同相写像だと分かった．i.e. F は位相的埋め込みである．F が閉写像の場合も
同様．

(2)
�
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D.2 部分多様体

D.3 Sardの定理
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付録 E

代数の小技集

E.0.1 ベクトル空間の小技

次数が n 以下の 1変数 K-係数多項式環を K[t]≤n と書く．

定義 E.1: 終結式

K を体とし，K-係数多項式 f, g ∈ K[t] を与える．

• f, g の Sylvester行列 (Sylvester matrix) とは，K-線形写像

ϕ(f, g) : K[t]≤deg g ×K[t]≤deg f −→ K[t]deg f+deg g, (P, Q) 7−→ fP + gQ

の，基底 1, t, . . . , tdeg f+deg g に関する表現行列のこと．
• f, g の終結式 (resultant) とは，Sylvester行列 ϕ(f, g) の行列式

res(f, g) := detϕ(f, g)

のこと．

命題 E.1: 終結式の基本性質

K を体とし，K-係数多項式 f =
∑deg f
k=0 fkt

k, g =
∑deg g
k=0 gkt

k ∈ K[t] を与える．このとき以下が成り
立つ：
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(1)

res(f, g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f0 g0

f1
. . . g1

. . .
...

. . . f0
...

. . . . . .
... f1 gdeg g

. . . g0

fdeg f
...

. . . g1
. . .

...
. . .

...
fdeg f gdeg g

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2) K が代数閉体ならば，f, g の根を重複込みでそれぞれ λi, µj と書くと

res(f, g) = (fdeg f )
deg g(gdeg g)

deg f
∏

1≤i≤deg f
1≤j≤deg g

(λi − µj)

が成り立つ．

証明 (1) P =
∑deg g
k=0 Pkt

k, Q =
∑deg f
k=0 Qkt

k とすると，f, g の Sylvester行列は

ϕ(f, g)(P, Q) =

deg f∑
k=0

deg g∑
l=0

fkPlt
k+l +

deg f∑
l=0

deg g∑
k=0

gkQlt
k+l

であるから，Pl = δil , Ql = δjl
w/ 1 ≤ i ≤ deg g, 1 ≤ j ≤ deg f のときを考えると

ϕ(f, g)(ti, 0) =

deg f∑
k=0

fkt
k+i

ϕ(f, g)(0, tj) =

deg g∑
k=0

gkt
k+j

となり，(ti, 0) = ti, (0, tj) = tdeg g+j と見做して K[t]≤deg g ×K[t]≤deg f の基底を K[t]deg f+deg g の
基底と同一視することで [ res(f, g) ]k+ii = fk, [ res(f, g) ]

k+j
deg g+j = gk が分かった．

(2) 解と係数の関係より，

A :=
1

(fdeg f )deg g(gdeg g)deg f
ϕ(f, g)

の非ゼロな行列成分は 1 または λi の基本対称式または µj の基本対称式である．i.e. A は λi, µj の多
項式である．
　 1 ≤ ∀i ≤ deg f, 1 ≤ ∀j ≤ deg g を固定する．λi = µj =: λ ならば，

x :=


1
λ
...

λdeg f+deg g
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とおくと ATx = 0 かつ x 6= 0，i.e. Kerϕ(f, g) 6= {0} であることが分かった．従って λi, µj の多項
式として λi = µj ならば res(f, g) = detϕ(f, g) = 0 となるから，因数定理より

res(f, g) = (fdeg f )
deg g(gdeg g)

deg f
∏

1≤i≤deg f
1≤j≤deg g

(λi − µj)

が示された．
�

E.0.2 環の小技
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付録 F

モノイダル圏・フュージョン圏・高次群

この章では標数 0 の体 K のみを考える．

=

命題 F.1

定理 F.2
命題 F.6

category

monoidal C-linear abelian dagger

braided monoidal rigid monoidal
locally finite

C-linear abelian semisimple
C-linear abelian

dagger
C-linear abelian

symmetric
braided monoidal

ribbon multitensor
finite

C-linear abelian
unitary

C-linear abelian
C∗

tensor multifusion

spherical tensor fusion

ribbon tensor spherical fusion

ribbon fusion
(pre-modular)

unitary fusion

modular tensor

unitary modular tensor

図 F.1: フュージョン圏の構造ガイドマップ．定義でない部分は赤色で示した．
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F.1 アーベル圏

定義 F.1: 加法圏・アーベル圏

圏 C が体 K 上の加法圏 (additive category) であるとは，以下を充たすこと：

(add-1) 　
任意の Hom集合 HomC (X, Y ) が可換群の構造をもち，かつ射の合成

◦ : HomC (Y, Z)×HomC (X, Y ) −→ HomC (X, Z)

が群演算に関して双加法的である．
(add-2) 　

零対象a (zero object) 0 ∈ Ob(C) が存在し，∀X ∈ Ob(C) に対して HomC (0, X) =

HomC (X, 0) = 0 を充たすb．
(add-3) 　

有限の余積が常に存在する．

加法圏 C は，∀X, Y ∈ Ob(C) に関して HomC (X, Y ) が K-ベクトル空間の構造を持ち，かつ合成 ◦
が K-双線形写像でもあるとき，K-線形 (K-linear) であると言われる．

a 始対象かつ終対象
b 最右辺は (add-1) の意味で零ベクトル空間．

加法圏 C は，以下の条件を充たすときアーベル圏 (abelian category) と呼ばれる：

(Ab-1) 　
任意の射 f ∈ HomC (X, Y ) が核 ker f : Ker f −→ X および余核 coker f : Y −→ Coker f を
持つ．

(Ab-2) 　
Ker f = 0 ならば f = ker(coker f)，かつ Coker f = 0 ならば f = coker(ker f)
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定義 F.2: 加法的関手・完全関手

加法圏 C, D の間の関手 F : C −→ D が加法的 (additive) であるとは，∀X, Y ∈ Ob(C) に対して定
まる写像

FX,Y : HomC (X, Y ) −→ HomD
(
F (X), F (Y )

)
, f 7−→ F (f)

が可換群の準同型であることを言う．特に加法圏 C, D が K-線形で，かつ ∀X, Y ∈ C に対して FX,Y

が K-線型写像でもあるとき，F は K-線形 (K-linear) であると言う．

アーベル圏 C, D の間の加法的関手 F : C −→ D を与える．

• F が左完全 (left exact) であるとは，C の任意の短完全列 0 −→ X
f−→ Y

g−→ Z −→ 0 に対して

0 −→ F (X)
F (f)−−−→ F (Y )

F (g)−−−→ F (Z)

が D の完全列になること．
• F が右完全 (right exact) であるとは，C の任意の短完全列 0 −→ X

f−→ Y
g−→ Z −→ 0 に対

して

F (X)
F (f)−−−→ F (Y )

F (g)−−−→ F (Z) −→ 0

が D の完全列になること．
• F が完全 (exact) であるとは，F が右完全かつ左完全であること．

【例 F.1.1】表現の圏

G を群とする．このとき

• G の表現 (ρ, V ) を対象とする
• G-同変な K-線型写像 (ρ, V )

f−→ (ρ′, V ′) を射とする

圏を Rep (G) と書く．Rep (G) はアーベル圏である．

F.1.1 半単純性・有限性
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定義 F.3: 単純・半単純

• アーベル圏 C の対象 X ∈ C が単純 (simple) であるとは，任意のモノ射 i : U ↪→ X が 0 であ
るか同型射であることを言う．

• アーベル圏 C が半単純 (semisimple) であるとは，∀X ∈ Ob(C) が単純対象の有限余積と同型
であることを言う．i.e. 単純対象の族

{
Xi ∈ Ob(C)

}
i∈I および有限個を除いて 0 であるよう

な非負整数の族
{
Ni ∈ Z≥0

}
i∈I が存在して

X ∼=
⊕
i∈I

NiXi

が成り立つこと．

定義 F.4: 有限性

アーベル圏 C とその対象 X ∈ Ob(C) を与える．

• X が有限長 (finite length) を持つとは，有限のフィルトレーション

0 = X0 ⊂ X1 ⊂ · · · ⊂ Xn−1 ⊂ Xn = X

であって Xi/Xi−1 := Coker(Xi−1 ↪→ Xi) (∀i) が単純対象であるようなもの（Jordan-
Hölder列と言う）が存在することを言う．このときの n を X の長さ (length) と呼ぶa．

以下，アーベル圏 C は K-線形であるとする．

• C が局所有限 (locally finite) であるとは，以下の 2条件を充たすこと：
(lFin-1) ∀X, Y ∈ Ob(C) に対して，K-ベクトル空間 HomC (X, Y ) が有限次元
(lFin-2) ∀X ∈ Ob(C) が有限長を持つ．

• C が有限 (finite) であるとは，以下の 4条件を充たすこと：
(Fin-1) ∀X, Y ∈ Ob(C) に対して，K-ベクトル空間 HomC (X, Y ) が有限次元
(Fin-2) ∀X ∈ Ob(C) が有限長を持つ．
(Fin-3) ∀X ∈ Ob(C) が射影的被覆bを持つ．
(Fin-4) 単純対象の同型類が有限個である．

a Jordan-Hölderの定理 [EGNO15, THEOREM 1.5.4, p.5]から，X の任意の Jordan-Hölder列は存在すれば同一の
長さを持つ．

b P ∈ Ob(C) が射影的 (projective) であるとは，関手 HomC (P, -) が完全関手であることを言う．X ∈ Ob(C) の射影
的被覆 (projective cover) とは，射影的対象 PX ∈ Ob(C) とエピ射 pX : PX −→ X の組み (PX , pX) であって，任
意の射影的対象 P ∈ Ob(C) およびエピ射 p : P −→ X に対してあるエピ射 h : P −→ PX が存在して pX ◦ h = p を
充たすようなもののこと．

F.1.2 ダガー構造・ユニタリ構造・C∗-構造
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定義 F.5: ダガー構造・ユニタリ構造

圏 C のダガー構造 (dagger structure) とは，関手

† : Cop −→ C

であって以下を充たすもののこと：

(dag-1) ∀X ∈ Ob(C) に対して X† = X

(dag-2) ∀X, Y ∈ Ob(C)，及び ∀f ∈ HomC (X, Y ) に対して (f†)† = f

C を C-線形なアーベル圏とする．C のユニタリ構造 (unitary structure) とは，以下の条件を充たす
ダガー構造

† : Cop −→ C

のこと：

(uni-1) † は反線形である．
(uni-2) f† ◦ f = 0 ⇐⇒ f = 0

定義 F.6: C∗-圏

以下の条件を充たすダガー圏 (C, †) が C∗-圏と呼ぶ [Reu23, p.5]：

(Cstar-1) † は反線形である．
(Cstar-2) ∀f ∈ HomC (x, y) に対して，ある g ∈ HomC (x, x) が存在して f† ◦f = g† ◦g と書ける．
(Cstar-3) ∀x, y ∈ Ob(C) に対して，C-ベクトル空間 HomC (x, y) は以下のノルムによって完備な

ノルム空間になる：

‖f‖ :=
√

sup
{
|λ|
∣∣ λ ∈ C s.t. f† ◦f − λIdx が可逆でない

}
命題 F.1: ユニタリ構造と C∗ 構造

C-線形なアーベル圏 C が C∗-圏であることと，ユニタリ圏であることは同値である．

証明 [Mue98, Proposition 2.1, p.5] �

F.2 モノイダル圏

これまでも何回か登場したが，モノイダル圏についてまとめておく：
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定義 F.7: モノイダル圏

モノイダル圏 (monidal category) は，以下の 5つのデータからなる：

• 圏 C
• テンソル積 (tensor product) と呼ばれる関手 ⊗ : C × C −→ C
• 単位対象 (unit object) I ∈ Ob(C)
• associatorと呼ばれる自然同値{

aX,Y, Z : (X ⊗ Y )⊗ Z
∼=−→ X ⊗ (Y ⊗ Z)

}
X,Y, Z∈Ob(C)

• left/right unitorsと呼ばれる自然同値{
lX : I ⊗X

∼=−→ X
}
X∈Ob(C),{

rX : X ⊗ I
∼=−→ X

}
X∈Ob(C)

これらは ∀X, Y, Z, W ∈ Ob(C) について以下の 2つの図式を可換にする：

(triangle diagram) 　

(X ⊗ I)⊗ Y X ⊗ (I ⊗ Y )

X ⊗ Y

aX, I, Y

rX⊗IdY IdX⊗lY

(pentagon diagram) 　

((W ⊗X)⊗ Y )⊗ Z

(W ⊗ (X ⊗ Y ))⊗ Z

(W ⊗X)⊗ (Y ⊗ Z)

W ⊗ ((X ⊗ Y )⊗ Z)

W ⊗ (X ⊗ (Y ⊗ Z))

aW⊗X, Y, Z

aW,X, Y ⊗IdZ

aW,X⊗Y, Z

aW,X, Y ⊗Z

IdZ⊗aX, Y, Z

モノイダル圏 C が厳密 (strict) であるとは，∀X, Y, Z ∈ Ob(C) に対して

(X ⊗ Y )⊗ Z = X ⊗ (Y ⊗ Z),
I ⊗X = X, X ⊗ I = X
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が成り立ち，かつ aX,Y, Z , lX , rX が恒等射であることを言う．

! 定義 F.7で言うモノイダル圏を，弱いモノイダル圏 (weak monoidal category) と呼ぶこともある．

【例 F.2.1】Cat のモノイダル構造

Cat を小圏と関手が成す圏とする．このとき，関手

× : Cat×Cat −→ Cat

を Ob(C × D) := Ob(C)×Ob(D) により定めると，組み (Cat, ×, I) は厳密なモノイダル圏になる．
ただし I はただ 1つの対象 • を持ち，HomI (•, •) = {Id•} とする圏であるa

a これは Cat の終対象でもある．

定義 F.8: モノイダル関手

2つのモノイダル圏 (C, ⊗C , IC , a
C , lC , rC), (D, ⊗D, ID, a

D, lD, rD) の間の関手

F : C −→ D

が弱いモノイダル関手 (lax monoidal functor) であるとは，

• 射

ε : ID −→ F (IC)

• 自然変換 {
µX,Y : F (X)⊗D F (Y ) −→ F (X ⊗C Y )

}
X,Y ∈Ob(C)

があって，∀X, Y, Z ∈ Ob(C) に対して以下の図式が可換になること：

(associatibity) 　

(F (X)⊗D F (Y ))⊗D F (Z) F (X)⊗D (F (Y )⊗D F (Z))

F (X ⊗C Y )⊗D F (Z) F (X)⊗D F (Y ⊗C Z)

F ((X ⊗C Y )⊗C Z) F (X ⊗C (Y ⊗C Z))

µX, Y ⊗IdF (Z)

aDF (X), F (Y ), F (Z)

IdF (X)⊗µY, Z

µX⊗CY, Z µX, Y ⊗CZ

F (aCX, Y, Z)

(unitality) 　
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ID ⊗D F (X) F (IC)⊗D F (X)

F (X) F (IC ⊗C X)

lDF (X)

ε⊗IdF (X)

µIC , X

F (lCX)

F (X)⊗D ID F (X)⊗D F (IC)

F (X) F (X ⊗C IC)

rDF (X)

IdF (X)⊗ε

µX, IC

F (rCX)

• 弱いモノイダル関手 F の ε と µX,Y が全て同型射ならば，F は強いモノイダル関手 (strong
monoidal functor) と呼ばれる．

• 弱いモノイダル関手 F の ε と µX,Y が全て恒等射ならば，F は厳密なモノイダル関手 (strict
monoidal functor) と呼ばれる．

定義 F.9: モノイダル自然変換

2 つのモノイダル圏 (C, ⊗C , IC , a
C , lC , rC), (D, ⊗D, ID, a

D, lD, rD) の間の 2 つの弱いモノイダル
関手

(
Fi : C −→ D, εi : ID −→ F (IC),

{
µiX, Y : Fi(X) ⊗ Fi(Y ) −→ Fi(X ⊗ Y )

}
X,Y ∈Ob(C)

)
w/

i = 1, 2 の間の自然変換

C D

F1

F2

τ

がモノイダル自然変換 (monidal natural transformation) であるとは，∀X, Y ∈ C に対して以下の図
式が可換になること：

(テンソル積の保存) 　

F1(X)⊗D F1(Y ) F2(X)⊗D F2(Y )

F1(X ⊗C Y ) F2(X ⊗C Y )

µ1X,Y

τX⊗DτY

µ2X,Y

τX⊗CY

(単位対象の保存) 　

ID

F1(IC) F2(IC)

ε1 ε2

τIC
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命題 F.2: 単位対象に関する技術的な等式

モノイダル圏 (C, ⊗, I, a, l, r) を与える．このとき ∀X, Y ∈ C に対して以下が成り立つ：

(1) 以下の図式は可換である．

(I ⊗X)⊗ Y I ⊗ (X ⊗ Y )

X ⊗ Y

lX⊗IdY

aI,X,Y

lX⊗Y

(2) 以下の図式は可換である．

(X ⊗ Y )⊗ I X ⊗ (Y ⊗ 1)

X ⊗ Y

rX⊗Y

aX,Y,I

IdX⊗rY

(3)

IdI ⊗ lX = (rI ⊗ IdI) ◦ a−1
I, I,X ,

rX ⊗ IdI = (IdX ⊗ lI) ◦ aX, I, I

(4)

lI = rI

証明 (1) 次の図式を考える：(
(X ⊗ I)⊗ Y

)
⊗ Z

(
X ⊗ (1⊗ Y )

)
⊗ Z

(X ⊗ Y )⊗ Z

X ⊗ (Y ⊗ Z)

(X ⊗ I)⊗ (Y ⊗ Z) X ⊗
(
(I ⊗ Y )⊗ Z

)

X ⊗
(
I ⊗ (Y ⊗ Z)

)

aX⊗I,Y,Z

aX,I,Y ⊗IdZ

(rX⊗IdY )⊗IdZ (IdX⊗lY )⊗IdZ

aX,I⊗Y,ZaX,Y,Z

rX⊗IdY ⊗Z

aX,I,Y ⊗Z

IdX⊗(lY ⊗IdZ)

IdX⊗aI,Y,Z

IdX⊗lY ⊗Z

青色の部分は (pentagon diagram)により可換であり，最上部と左下の三角形は (triangle diagram)に
より可換である．左の赤色の部分は，圏 C×3 における (rX , IdY , IdZ)という射に対して a : (-⊗-)⊗- =⇒
- ⊗ (- ⊗ -) の自然性を用いることで可換だと分かる．同様に右の赤色の部分は，圏 C×3 における
(IdX , lY , IdZ) という射に対して a の自然性を使うことで可換だと分かる．以上より図式全体が可換
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なので，残った右下の三角形もまた可換である．
(2) (1) と同様．
(3) (triangle diagram)において X = I とおくことで第一式が，Y = I とおくことで第二式が示される．
(4)

lI ⊗ IdI = lI⊗I ◦ aI,I,I ∵ (1)
= (IdI ⊗ lI) ◦ aI,I,I ∵ l の自然性
= rI ⊗ IdI ∵ (3)

より示された．
�

定義 F.10: ユニタリモノイダル圏

C-線形なアーベル圏でもあるモノイダル圏 (C, ⊗, a, l, r) がユニタリモノイダル圏であるとは，ユニ
タリ構造 † : Cop −→ C がモノイダル関手であることを言う．

F.2.1 rigidなモノイダル圏

定義 F.11: 双対

モノイダル圏 (C, ⊗, I, a, l, r) およびその任意の対象 X, X∗ ∈ Ob(C) を与える．X∗ が X の左双対
(left dual) であるとは，

• coevaluationと呼ばれる射

coevLX : I −→ X ⊗X∗

• evaluationと呼ばれる射

evLX : X∗ ⊗X −→ I

が存在して以下の図式を可換にすることを言う：

(zig-zag equations) 　

I ⊗X (X ⊗X∗)⊗X

X ⊗ (X∗ ⊗X)

X X ⊗ I

lX

coevL
X⊗IdX

aX,X∗, X

IdX⊗evL
X

rX
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X∗ ⊗ I X∗ ⊗ (X ⊗X∗)

(X∗ ⊗X)⊗X∗

X∗ I ⊗X∗

rX∗

IdX∗⊗coevL
X

a−1
X∗, X,X∗

evL
X⊗IdX∗

lX∗

モノイダル圏 (C, ⊗, I, a, l, r) およびその任意の対象 X, ∗X ∈ Ob(C) を与える．∗X が X の右双対
(right dual) であるとは，

• 射

coevRX : I −→ ∗X ⊗X

• 射

evRX : X ⊗ ∗X −→ I

が存在して以下の図式を可換にすることを言う：

(zig-zag equations) 　

X ⊗ I X ⊗ (∗X ⊗X)

(X ⊗ ∗X)⊗X

X I ⊗X

rX

IdX⊗coevR
X

a−1
X, ∗X,X

evR
X⊗IdX

lX

I ⊗ ∗X (∗X ⊗X)⊗ ∗X

∗X ⊗ (X ⊗ ∗X)

∗X ∗X ⊗ I

lX∗

coevR
X⊗Id∗X

a−1
∗X,X, ∗X

Id∗X⊗evR
X

rX∗
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ストリング図式で書くときは

coevLX =: evLX =: coevRX =: evRX =:

とする．ストリング図式において coevL, evL に対する (zig-zag equations)は

=

=

coevR, evR に対する (zig-zag equations)は

=

=

と書ける．

補題 F.1: 双対の基本性質

モノイダル圏 (C, ⊗, I, a, l, r) およびその対象 X, Y, Z ∈ Ob(C) を与える．

(1) Y が X の左双対ならば，X は Y の右双対である．
(2) Z が X の右双対ならば，X は Z の左双対である．
(3) X が左・右双対を持つならば，∗

(X∗) ∼= X ∼= (∗X)∗ が成り立つ．

証明 (1) 仮定より，coevLX : I −→ X ⊗ Y, evLX : Y ⊗X −→ I が存在して左双対の (zig-zag-equations)
を充たす．よって coevRY := coevLX , evRY := evLX と定めれば，組 (Y, X, coevRY , ev

R
Y ) は右双対の

(zig-zag-equations)を充たす．
(2) 仮定より，coevRX : I −→ Z ⊗ X, evRX : X ⊗ Z −→ I が存在して右双対の (zig-zag-equations)
を充たす．よって coevLZ := coevRX , evLZ := evRX と定めれば，組 (Z, X, coevLZ , ev

L
Z) は左双対の

(zig-zag-equations)を充たす．

338



(3) 射 α : X −→ ∗
(X∗), β :

∗
(X∗) −→ X をそれぞれ

X

∗
(X∗)

α :=

∗
(X∗)

X

X∗

evLX

coevRX∗

∗
(X∗)

X

β :=

X

∗
(X∗)

X∗

evRX∗

coevLX

と定義すれば，(zig-zag-equations)により α ◦ β = IdX∗ , β ◦ α = IdX が言える．(∗X)∗ についても同様
である． �

定義 F.12: rigidなモノイダル圏

モノイダル圏 (C, ⊗, I, a, l, r) が rigidであるとは，∀X ∈ Ob(C) が左・右双対を持つことを言う．

rigidなモノイダル圏 (C, ⊗, I, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) において，対応

(-)∗ : C −→ C

を次のように構成する：

• X ∈ Ob(C) に対してその左双対 X∗ ∈ Ob(C) を対応づける．
• f : X −→ Y に対して，

X∗

Y ∗
f∗ :=

Y ∗
X X∗

f

Y

evLY

coevLX

(F.2.1)

補題 F.2: 左双対の関手性

(1) 対応 (-)∗ : C −→ C は反変関手である．
(2) ∀X, Y ∈ Ob(C) に対して (X ⊗ Y )∗ = Y ∗ ⊗X∗ が成り立つ．

339



証明 (1) 任意の射 f : X −→ Y, g : Y −→ Z をとる．(zig-zag-equations)により，

X∗

Z∗
(g ◦ f)∗ =

f

g

Y =

f

g

=

f

g

=

X∗

Y ∗

Z∗

f∗

g∗

(2) X ⊗ Y に関する coevaluation, evaluationをそれぞれ

coevLX⊗Y : I
coevL

X−−−−→ X ⊗X∗ l−1
X−−→ (X ⊗ I)⊗X∗ (IdX⊗coevL

Y )⊗IdX∗
−−−−−−−−−−−−−→

(
X ⊗ (Y ⊗ Y ∗)

)
⊗X∗

a−→ (X ⊗ Y )⊗ (Y ∗ ⊗X∗)

evLX⊗Y : (Y ∗ ⊗X∗)⊗ (X ⊗ Y )
a−→
(
Y ∗ ⊗ (X∗ ⊗X)

)
⊗ Y (IdY ∗⊗evL

X)⊗IdY−−−−−−−−−−−→ (Y ∗ ⊗ I)⊗ Y
lY ∗−−→ Y ∗ ⊗ Y evL

Y−−→ I

で定義し，組 (X ⊗ Y, Y ∗ ⊗X∗, coevLX⊗Y , ev
L
X⊗Y ) が (zig-zag-equations)を充たすことを示せば良

い．ストリング図式で書くと

X ⊗ Y Y ∗ ⊗X∗

coevLX⊗Y

:=

X Y Y ∗ X∗

,

Y ∗ ⊗X∗ X ⊗ Y

evLX⊗Y
:=

X Y Y ∗ X∗

なので明らか．
�

全く同様にして，反変関手
∗
(-) : C −→ C
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を作ることができる．

【例 F.2.2】双対関手

補題 F.2より，rigidなモノイダル圏 (C, ⊗, I, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) において関手

(-)∗∗ : C −→ C
∗∗(-) : C −→ C

は厳密なモノイダル関手である．

補題 F.3: rigidity isomorphism

rigidなモノイダル圏 (C, ⊗, I, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) に対し，以下が成り立つ：

(1) ∀X, Y, Z ∈ Ob(C) に対して自然な同型

αX,Y,Z : HomC (X ⊗ Y, Z)
∼=−→ HomC (X, Z ⊗ Y ∗)

βY,X,Z : HomC (Y
∗ ⊗X, Z)

∼=−→ HomC (X, Y ⊗ Z)

が存在する．
(2) ∀X, Y, Z ∈ Ob(C) に対して自然な同型

γX,Y,Z : HomC (X ⊗ ∗Y, Z)
∼=−→ HomC (X, Z ⊗ Y )

γY,X,Z : HomC (Y ⊗X, Z)
∼=−→ HomC (X,

∗Y ⊗ Z)

が存在する．

証明 (1) 最初の同型は

αX,Y,Z :

X Y

f

Z

7−→

X Y ∗Y

f

Z

α−1
X,Y,Z :

X

g

Z Y ∗

7−→

X

g

Z Y ∗ Y

である．他も同様．
(2) (1) と同様．

�
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F.2.2 組紐付きモノイダル圏

定義 F.13: 組紐付きモノイダル圏

組紐付きモノイダル圏 (braided monoidal category) とは，以下の 2つからなる：

• モノイダル圏 (C, ⊗, I, a, l, r)
• 組紐 (braiding) と呼ばれる自然同型{

bX,Y : X ⊗ Y
∼=−→ Y ⊗X

}
X,Y ∈Ob(C)

これらは ∀X, Y, Z ∈ Ob(C) について以下の図式を可換にする：

(hexagon diagrams) 　

X ⊗ (Y ⊗ Z) (X ⊗ Y )⊗ Z (Y ⊗X)⊗ Z

(Y ⊗ Z)⊗X Y ⊗ (Z ⊗X) Y ⊗ (X ⊗ Z)

a−1
X, Y, Z

bX, Y ⊗Z

bX, Y ⊗IdZ

aY,X, Z

a−1
Y, Z,X

IdY ⊗bX,Z

(X ⊗ Y )⊗ Z X ⊗ (Y ⊗ Z) X ⊗ (Z ⊗ Y )

Z ⊗ (X ⊗ Y ) (Z ⊗X)⊗ Y (X ⊗ Z)⊗ Y

aX, Y, Z

bX⊗Y, Z

IdX⊗bY, Z

a−1
X,Z, Y

aZ,X, Y bX,Z⊗IdY

組紐付きモノイダル圏 C であって，C の組紐が bY,X ◦ bX,Y = IdX⊗Y を充たすもののことを対称モ
ノイダル圏 (symmetric monoidal category) と呼ぶ．

ストリング図式で書く場合は

bX,Y =:
X Y

b−1
X,Y =:

X Y

とする．(hexagon diagrams)をストリング図式で表すと

X Y Z

Y Z X

=

X Y Z

Y Z X
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および

X Y Z

Z X Y

=

X Y Z

Z X Y

のようになる．ただし，associatorを明示的に描いた．この図式から，組紐を含むストリング図式がアイソト
ピーに関して不変であることが分かる．
組紐付きモノイダル圏 (C, ⊗, I, a, l, r, b) が対称であるとき，ストリング図式において

=

が成り立つ．

定義 F.14: 組紐付きモノイダル関手

2つの組紐付きモノイダル圏 (C, ⊗C , IC , a
C , lC , rC , bC), (D, ⊗D, ID, a

D, lD, rD, bD) の間の弱いモ
ノイダル関手 (F : C −→ D, ε, µ) が弱い組紐付きモノイダル関手 (lax braided monoidal functor) で
あるとは，∀X, Y ∈ Ob(C) に対して以下の図式が可換になること：

F (X)⊗D F (Y ) F (Y )⊗D F (X)

F (X ⊗C Y ) F (Y ⊗C X)

µX, Y

bDF (X),F (Y )

µY,X

F (bCX, Y )

命題 F.3: Yang-Baxter方程式

組紐付きモノイダル圏 (C, I, a, l, r, b) を与える．このとき，∀X, Y, Z ∈ Ob(C) に対して以下が成り
立つ：

aY, Z,X ◦ (bY, Z ⊗ IdX) ◦ a−1
Y, Z,X ◦ (IdY ⊗ bX,Z) ◦ aY,X,Z ◦ (bX,Y ⊗ IdZ)

= (IdZ ⊗ bX,Y ) ◦ aZ,X, Y ◦ (bX,Z ⊗ IdY ) ◦ a−1
X,Z, Y ◦ (IdX ⊗ bY, Z) ◦ aX,Y, Z

証明 圏 C における図式
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X ⊗ (Y ⊗ Z) (X ⊗ Y )⊗ Z (Y ⊗X)⊗ Z Y ⊗ (X ⊗ Z)

X ⊗ (Z ⊗ Y ) Y ⊗ (Z ⊗X)

(X ⊗ Z)⊗ Y (Y ⊗ Z)⊗X

(Z ⊗X)⊗ Y Z ⊗ (X ⊗ Y ) Z ⊗ (Y ⊗X) (Z ⊗ Y )⊗X

IdX⊗bY,Z

∼=

b(X⊗Y ),Z

bX,Y ⊗IdZ

b(Y ⊗X),Z

∼=

IdX⊗bX,Z

∼= ∼=

bX,Z⊗IdY bY,Z⊗IdX

∼= IdZ⊗bX,Y
∼=

を考える．ただし ∼= は associatorを表す．赤色の部分は (hexagon diagrams)そのものなので可換である．ま
た，中央の四角形は b が自然変換であることから可換である．故に図式の外周部は可換であり，示された． �

! 以降，原則としてストリング図式においては associatorを描画しない．

命題 F.3をストリング図式で書くと次のようになる：

X Y Z

Z Y X

=

X Y Z

Z Y X

補題 F.4: dualと組紐

組紐付き rigid モノイダル圏 (C, ⊗, I, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR, b) を与える．このとき，
∀X, Y ∈ Ob(C) に対して以下が成り立つ：

(1)

lX ◦ bX, I = rX , rX ◦ bI,X = lX , bI,X ◦ bX, I = IdX⊗I

(2)

(coevLX ⊗ IdY ) ◦ l−1
Y = bY,X⊗X∗ ◦ (Idy ⊗ coevLX) ◦ r−1

Y

(3)

rY ◦ (IdY ⊗ evLX) = lY ◦ (evLX ⊗ IdY ) ◦ bY,X∗⊗X

証明 (1) [EGNO15, EXERCISE 8.1.6, p.196]
(2) 以下の図式を考える：
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I ⊗ Y (X ⊗X∗)⊗ Y

Y

Y ⊗ I Y ⊗ (X ⊗X∗)

coevL
X⊗IdY

l−1
Y

r−1
Y

IdY ⊗coevL
X

bY,I bY,X⊗X∗

左端の三角形は (1) より可換である．四角形は，圏 C ⊗ C における射 (IdY , coev
L
X) に対して

b : ⊗ =⇒ ⊗ ◦ τ の自然性を用いることで可換だとわかる．よって外周部も可換であり，示された．
(3) (1) と同様．

�

補題 F.4-(2), (3) をストリング図式で書くと次のようになる：

YX∗X

=

X X∗ Y

=

Y X∗ X

=

Y X∗ X

=

ただし left/right unitorを省略した．つまり，端で折り返している組紐は，下を潜らせることができる．

345



F.2.3 リボン構造

定義 F.15: リボン構造

組紐付き rigid モノイダル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR, b) のリボン構造 (ribbon
structure) とは，自然同型 θ : IdC =⇒ IdC であって以下を充たすもののこと：

(Rib-1) ∀X, Y ∈ Ob(C) に対して θX⊗Y = (θX ⊗ θY ) ◦ bY,X ◦ bX,Y が成り立つ．
(Rib-2) ∀X ∈ Ob(C) に対して (θX)∗ = θX∗

ストリング図式で (Rib-1) を書くと

X

X

Y

Y

θX⊗Y =

θX θY

となり，(Rib-2) は

θX = θX∗

となる．

F.3 テンソル圏・フュージョン圏

! これまではモノイダル圏の対象を英大文字 X, Y, Z, . . . で，単位対象を I と書いてきたが，以下では
対象を英小文字 x, y, z, . . . で，単位対象を 1 と書くことにする．
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定義 F.16: 環圏

圏 C が多重環圏 (multiring category) であるとは，以下の条件を充たすこと：

(mR-1) C は局所有限な K-線形アーベル圏
(mR-2) C はモノイダル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r)
(mR-3) 関手 ⊗ : C × C −→ C が K-双線形かつ双完全

圏 C が環圏 (ring category) であるとは，以下の条件を充たすこと：

(R-1) C は多重環圏
(R-2) HomC (1, 1) ∼= K

補題 F.5: 環圏における 1 の単純性

(1) 左双対を持つ多重環圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, coevL, evL) において，左双対関手 (-)∗ : C −→ C は完
全である．

(2) 左双対を持つ環圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, coevL, evL) において，1 ∈ Ob(C) は単純対象である．

証明 (1) 完全列 0 −→ x
f−→ y

g−→ z −→ 0 を与える．示すべきは 0 −→ z∗
g∗−→ y∗

f∗

−→ x∗ −→ 0 が完全で
あることである．∀w ∈ Ob(C) を 1つとり，圏 C における図式

0 −→ HomC (w, z
∗)

HomC (w, g∗)−−−−−−−−→ HomC (w, y
∗)

HomC (w, f∗)−−−−−−−−→ HomC (w, x
∗)

を考える．補題 F.3-(1) の自然同型によりこれは

0 −→ HomC (w ⊗ z, 1) −→ HomC (w ⊗ y, 1) −→ HomC (w ⊗ x, 1)

と書けるが，多重環圏の定義より ⊗ は完全で，かつ HomC (-, 1) は左完全関手なので，これは完全列
である．よって 0 −→ z∗

g∗−→ y∗
f∗

−→ x∗ は完全である．同様の議論から z∗
g∗−→ y∗

f∗

−→ x∗ −→ 0 の完
全性も従う．

(2) 任意のゼロでない単純な部分対象 x
i
↪→ 1 を 1つとる*1．C はアーベル圏なので i の余核が存在し，

0 −→ x
i
↪→ 1

coker i−−−−→ Coker i −→ 0

は完全列になる．(1) より

0 −→ (Coker i)∗ −→ 1 −→ x∗ −→ 0

は完全列である．さらに，環圏の定義より ⊗ は完全なので

0 −→ x⊗ (Coker i)∗ −→ x −→ x⊗ x∗ −→ 0 (F.3.1)

も完全列だが，x は単純でかつ x ⊗ x∗ 6= 0（evaluationが零射でないため）なので*2 x ⊗ x∗ ∼= x が

分かった．よってエピ射 1
coevL

x−−−→ x ⊗ x∗ −→ x を得る．よって零射でない 1 � x
i
↪→ 1 を得るが，

HomC (1, 1) = K なので x = 1 でなくてはいけない．

*1 アーベル圏 C の有限性から，このような x は存在する．
*2 (F.3.1)は完全列なので x⊗(Coker i)∗ −→ x はモノ射であり，かつ x 6= 0 なので Coker i 6= 1 であるから，x⊗(Coker i)∗ = 0

が言える．
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定義 F.17: テンソル圏・フュージョン圏

圏 C が多重テンソル圏 (multitensor category) であるとは，以下の条件を充たすこと：

(mT-1) C は局所有限な K-線形アーベル圏
(mT-2) C は rigidなモノイダル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR)
(mT-3) 関手 ⊗ : C×C −→ C が ∀x, y, z, w ∈ Ob(C) に対して定める写像 ⊗x,y,z,w : HomC (x, y)×

HomC (z, w) −→ HomC (x⊗ z, y ⊗ w) が K-双線形

圏 C がテンソル圏 (tensor category) であるとは，以下の条件を充たすこと：

(T-1) C は多重テンソル圏
(T-2) HomC (1, 1) ∼= K

圏 C が多重フュージョン圏 (multifusion category) であるとは，以下の条件を充たすこと：

(mFus-1) C は多重テンソル圏
(mFus-2) C は K-線形アーベル圏として有限かつ半単純

圏 C がフュージョン圏 (fusion category) であるとは，以下の条件を充たすこと：

(Fus-1) C はテンソル圏
(Fus-2) C は K-線形アーベル圏として有限かつ半単純

命題 F.4: 多重テンソル圏のテンソル積は双完全

多重テンソル圏 C の関手 ⊗ : C × C −→ C は双完全である．

証明 [EGNO15, PROPOSITION 4.2.1., p.66] �

命題 F.4より，

（多重）テンソル圏 =⇒ （多重）環圏

が言える．

命題 F.5: テンソル圏における 1 の単純性

テンソル圏において 1 は単純である．

証明 命題 F.4と補題 F.5とテンソル圏の定義から従う． �

【例 F.3.1】圏 CG と VecG

G を群とする．厳密なモノイダル圏 CG を，
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• Ob(CG) := G

• ∀g1, g2 ∈ G に対して

HomCG
(g1, g2) :=

{
U(1), g1 = g2

∅, g1 6= g2

• g1 ⊗ g2 := g1g2 かつ，gi
∀θi−−→ gi に対して θ1 ⊗ θ2 := θ1θ2

• 1 := 1G

• ag1,g2,g3 := 1, lg := 1, rg := 1

で定義する．
K = C とする．厳密なモノイダル圏 VecG を，

• G-gradedな K-ベクトル空間

V =
⊕
g∈G

Vg

を対象とする．
• gradingを保存する K-線型変換

f :
⊕
g∈G

Vg −→
⊕
g∈G

Wg s.t. ∀g ∈ G, f(Vg) ⊂Wg

を射とする．
• テンソル積 ⊗ : VecG ×VecG −→ VecG は，

V ⊗W :=
⊕
g∈G

 ⊕
x, y∈G,
xy=g

Vx ⊗K Wy


と定義する．

• 単位対象は 1 := K とするa

• ag1,g2,g3 := 1, lg := 1, rg := 1

によって定義する．G が有限群ならば CG はフュージョン圏である．

a 1G ∈ G 成分以外が全て 0

【例 F.3.2】圏 CαG と VecαG

G を群とする．【例 F.3.1】の associatorと unitorsを非自明にしてみよう．今 α ∈ Z3
Grp

(
G; U(1)

)
を 1つ固定するa．
モノイダル圏 CαG を，

ag1,g2,g3 := α(g1, g2, g3),
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lg := α(1, 1, g)−1,

rg := α(g, 1, 1)

とおくことにより定義するb．実際，コサイクル条件および U(1) の可換性により

(Idg4 ⊗ ag1,g2,g3) ◦ ag4,g1⊗g2,g3 ◦ (ag4,g1,g2 ⊗ Idg3)

= α(g1, g2, g3)α(g4, g1g2, g3)α(g4, g1, g2)

= α(g4g1, g2, g3)α(g4, g1, g2g3)

= α(g4, g1, g2g3)α(g4g1, g2, g3)

= ag4,g1,g2g3 ◦ ag4⊗g1, g2, g3

の通りに (pentagon identity)が成り立ち，

(Idg1 ⊗ lg2) ◦ ag1,1,g2 =
α(g1, 1, g2)

α(1, 1, g2)

=
α(g1, 1, 1)((((((((((

α(g1, 1, g2)α(1, 1, g2)

((((((((((
α(g1, 1, g2)α(1, 1, g2)

= α(g1, 1, 1)

= rg1

の通りに (triangle identity)が成り立つ．もし lg = rg = Idg にしたければ

∀g, h ∈ G, α(g, 1, h) = 1G

を充たす α ∈ Z3
Grp

(
G; U(1)

)
をとることが必要十分である（正規化条件）．

圏 VecαG は，α ∈ Z3
Grp

(
G; K×) に対して CαG の構成を線形に拡張することで得られる．

G が有限群ならば VecαG はフュージョン圏である．

a i.e. 3-コサイクル
b 他のデータは【例 F.3.1】と全く同じである

定義 F.18: テンソル関手・ファイバー関手

C, D を多重環圏とする．関手 F : C −→ D を与える．F がテンソル関手 (tensor functor) であると
は，以下を充たすこと：

(TF-1) F は K-線形
(TF-2) F は強いモノイダル関手
(TF-3) F は完全かつ忠実a

特に D = VecK のとき，テンソル関手 F : C −→ VecK はファイバー関手 (fiber functor) と呼ば
れる．

a この条件は [EGNO15, DEFINITION 4.2.5., p.66]に合わせて付けたものであり，テンソル関手と言った際には必要
とされないことも多い．
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【例 F.3.3】圏 VecαG のテンソル関手

G1, G2 を群，ωi ∈ Z3
Grp

(
Gi; U(1)

)
を 3-コサイクルとする．テンソル関手

F : Cα1

G1
−→ Cα2

G2

とはどのようなものだろうか．
まず F は強いモノイダル関手であるから，対象の対応について群準同型

f : G1 −→ G2

このとき強いモノイダル関手の持つ自然変換とは，ある µ ∈ C2
Grp

(
G1; U(1)

)
を用いて

µg1,g2 := µ(g1, g2)Idf(g1g2) : f(g1)f(g2)
∼=−→ f(g1g2)

w/ g1, g2 ∈ G1

と書けるが，(associativity)から

µ(g1, g2g3)µ(g2, g3)α2

(
f(g1), f(g2), f(g3)

)
= α1(g1, g2, g3)µ(g1g2, g3)µ(g1, g2)

でなくてはいけない．i.e.

α1 = f∗α2 · δµ (F.3.2)

である．逆に群準同型 f : G1 −→ G2 および µ ∈ C3
Grp

(
G1; U(1)

)
の組 (f, µ) であって (F.3.2)を充

たすものが与えられると，これらを素材にしてテンソル関手

F : Cα1

G1
−→ Cα2

G2

を構成することができる．このような関手 F が圏同値になる必要十分条件は f が群の同型写像にな
ることである．

【例 F.3.4】圏 VecαG のモノイダル自然変換

【例 F.3.3】の構成で得られるテンソル関手を Ff, µ と書く．このとき，モノイダル自然変換

Vecα1

G1
Vecα2

G2

Ff, µ

Ff′, µ′

τ

を同定しよう．まず自然変換と言うからには ∀g ∈ G1 に対して

τg := τ(g)Idf(g) : f(g) −→ f ′(g)

を定めないといけない．ただし τ ∈ C1
Grp

(
G1; U(1)

)
である．ところが，【例 F.3.2】より Vecα2

G2
の

射は f(g) = f ′(g)，i.e. f = f ′ でないと自然変換が存在しない．
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(テンソル積の保存)の条件から，∀g1, g2 ∈ G1 に対して

µ′(g1, g2)τ(g1)τ(g2) = τ(g1g2)µ(g1, g2)

でなくてはいけない．i.e.

µ = µ′ · δτ (F.3.3)

である．逆に (F.3.3)を充たす τ ∈ C1
Grp

(
G1; U(1)

)
からモノイダル自然変換 τ : Ff, µ =⇒ Ff, µ′ を

構成することができる．

F.3.1 旋回構造・球状構造・量子次元

定義 F.19: 量子トレース

• rigidなモノイダル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR)
• 対象 x ∈ C
• f ∈ HomC (x, x

∗∗), g ∈ HomC (x,
∗∗x)

を与える．

• f の左量子トレース (left quantum trace) を以下で定義する：

TrL(f) : 1
coevL

x−−−→ x⊗ x∗ f⊗Idx−−−−→ x∗∗ ⊗ x∗
evL

x∗−−−→ 1

ストリング図式で書くと次のようになるa：

TrL(f) := f

x

x∗∗

x∗ ∈ HomC (1, 1)

• g の右量子トレース (right quantum trace) を以下で定義する：

TrR(g) : 1
coevR

x−−−−→ ∗x⊗ x
Id∗x⊗g−−−−−→ ∗x⊗ ∗∗x

coevR
∗x−−−−→ 1
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ストリング図式で書くと次のようになる：

TrR(g) := g

x

∗∗x

∗x ∈ HomC (1, 1)

a evLV ∗ = evRV ∗∗ を使った．

補題 F.6: 左量子トレースと右量子トレースの関係

rigid なモノイダル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) を与える．このとき， ∀f ∈
HomC (x, x

∗∗) について

TrL(f) = TrR(f∗)

が成り立つ．

証明

TrL(f) = f

=

f

∵ (zig-zag equations)

=

f∗

353



= f∗ ∵ (zig-zag equations)

ここで，補題 F.1より evLx∗ = evRx∗∗ , coevLx∗∗ = coevRx∗∗∗ が成り立つので，最右辺は TrR(f∗) に等しい． �

定義 F.20: 旋回構造

rigid なモノイダル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) を与える．C の旋回構造 (pivotal
structure) とは，モノイダル自然同型

C C

IdC

(-)∗∗

p

のこと．ただし (-)∗∗ は【例 F.2.2】で構成したモノイダル関手である．

左量子トレースは f ∈ HomC (x, x
∗∗) に対してしか定義されておらず，不便なことがある．f ∈ EndC(x)

に対してトレースを定義するためには旋回構造が必要である．

定義 F.21: トレース

rigid なモノイダル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) の旋回構造 p を与える．このとき，
f ∈ HomC (x, x) のトレース (trace) を以下で定義する：

Tr(f) : 1
coevL

x−−−→ x⊗ x∗ (p◦f)⊗Idx∗−−−−−−−→ x∗∗ ⊗ x∗
evL

x∗−−−→ 1

補題 F.7: 旋回構造と双対

rigid なモノイダル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) の旋回構造 p を与える．このとき
∀x ∈ Ob(C) に対して以下が成り立つ：

(1) px∗ = (px)
∗−1

(2) px∗∗ = (px)
∗∗

証明 ∀x ∈ Ob(C) を 1つ固定する．

(1) IdC : C −→ C は厳密なモノイダル関手であり，【例 F.2.2】より (-)∗∗ : C −→ C もまた厳密なモノイダ
ル関手であるから，p : IdC =⇒ (-)∗∗ がモノイダル自然同型であることより ∀x ∈ Ob(C) について以下
の図式は可換になる：
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x∗ ⊗ x x∗∗∗ ⊗ x∗∗

x∗ ⊗ x (x∗ ⊗ x)∗∗

=

px∗⊗px

=

px∗⊗x

さらに，p の自然性から図式

x∗ ⊗ x (x∗ ⊗ x∗∗)

1

evL
x

px∗⊗x

evL
x∗∗

も可換であるから，

px∗ px

x∗ x

=

が成り立つことが分かった．よって

(px)
∗ ◦ px∗ =

px∗

px

=

=

= Idx∗ ∵ (zig-zag equations)

が言える．px∗ ◦ (px)∗ = Idx∗∗∗ も同様．
(2) p の自然性より

(px)
∗∗ ◦ px = px∗∗ ◦ px

が言える．px : x −→ x∗∗ は同型射だから示された．

�

非常に重要な予想がある [ENO02, Conjecture 2.8., p.5]：
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予想 F.1: フュージョン圏は pivotal

任意の半単純なテンソル圏は旋回構造を持つ．

本資料ではこの予想を認める．

定義 F.22: 量子次元

旋回構造 p を持つ rigidなモノイダル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) を与える．C の対
象 x ∈ Ob(C) の，p に関する量子次元 (quantum dimension) を以下で定義する：

dimp(x) := TrL(px) := px

x

x∗∗

x∗ ∈ HomC (1, 1)

補題 F.1-(2) の証明より

 x∗x

coevLx


∗

=

x∗

x x∗x∗∗

=

x∗x∗∗

evLx∗

,

xx∗

evLx
=

x∗∗x∗

coevLx∗

であるから，(-)∗∗ の関手性および補題 F.7-(2) により

dimp(x
∗∗) = px∗∗

x∗∗∗∗

x∗∗
x∗∗∗ =

 px
x∗∗

x∗
x


∗∗

= dimp(x)

が言える．ただし，(-)∗ の定義 (F.2.1)より f ∈ HomC (1, 1) に対して*3 f∗ = (l1 ⊗ Id1) ◦ (Id1 ⊗ f ⊗ Id1) ◦
(Id1 ⊗ l−1

1 ) = f が成り立つことを使った．

*3 1∗ = ∗1 = 1 である．
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定義 F.23: 球状圏

テンソル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) の旋回構造 p が球状 (spherical) であるとは，
∀x ∈ Ob(C) に対して

dimp(x) = px

x

x∗∗

x∗ = px∗

x∗∗∗

x∗
x∗∗ = dimp(x

∗)

が成り立つことを言う．

定理 F.1: 球状圏における左/右量子トレース

球状圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR, p) およびその対象 ∀x ∈ Ob(C) を 1つとる．
このとき，∀f ∈ HomC (x, x) に対して以下が成り立つ：

TrL(px ◦ f) = TrR(f ◦ p−1
x )

証明 f = Idx の場合は補題 F.6および補題 F.7-(1) から従う．一般の f については [EGNO15, THEOREM
4.7.15]を参照． �

F.3.2 フュージョン環・Frobenius-Perron次元

(C, ⊗, 1, a, l, r, coevL, evL, coevR, evR) を体 K 上の半単純な多重フュージョン圏とする．C の単純対象
の同型類が成す有限集合を Simp(C) と書く．
このとき，Simp(C) が生成する自由 Z-加群 Z⊕ Simp(C) の上に次のようにして積を入れることができる：

x ? y := [x⊗ y] ∀x, y ∈ Simp(C) (F.3.4)

C は半単純なので，右辺に対して非負整数の族
{
N c
xy ∈ Z≥0

}
c∈Simp(C) が存在して

x ? y =
∑

c∈Simp(C)

N c
xy c (F.3.5)

と書ける．式 (F.3.5)のことをフュージョン則 (fusion rule) と呼ぶ．Z⊕ Simp(C) 上の積 (F.3.4)は明らかに結
合則を充たし，単位元 [1] を持つ*4．このようにしてできる環 (Z⊕ Simp(C), ? , [1]) のことをGrothendieck
環 (Grothendieck ring) と呼び，Gr(C) と書く．次の定義は，この構成を一般化したものである：

*4 命題 F.5 より C がテンソル圏ならば 1 ∈ Simp(C) であるが，多重テンソル圏においては必ずしもそうではない．しかるに，
1 /∈ Simp C であったとしても C の半単純性から [1] ∈ Z⊕ Simp(C) は成り立つ．
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定義 F.24: Z+-環・フュージョン環

(Z⊕I , ?, 1) を環とする．A := Z⊕I とおく．また，部分集合 I0 ⊂ I を 1 =:
∑
i∈I0 xibi で定義する．

(1) A の基底 {bi}i∈I が Z+-基底 (Z+-basis) であるとは，∀i, j ∈ I に対してある非負整数の族{
N c
ij ∈ Z+

}
c∈I が存在して

bi ? bj =
∑
c∈I

N c
ijbc

を充たすことを言う．
(2) 環 (A, ?, 1) とその Z+ 基底の組 (A, ?, 1, {bi}i∈I) が Z+-環 (Z+-ring) であるとは，1 ∈ A
が {bi}i∈I の非負係数線型結合で書けることを言う．

(3) Z+-環 (A, ?, 1, {bi}i∈I) が単位的 (unital) であるとは，1 ∈ A が Z+-基底であることを言う．
(4) Z+-環 (A, ?, 1, {bi}i∈I) が底的 (based) であるとは，以下の 2つの条件を充たすことを言う：

(based-1) ある対合射a (-)∗ : I −→ I, i 7−→ i∗ が存在して，それに誘導される写像

A −→ A,∑
i∈I

xibi 7−→
∑
i∈I

xibi∗

が環の反対合準同型になる．
(based-2) 可換群の準同型

τ : A −→ Z,

bi 7−→

{
1, i ∈ I0
0, i /∈ I0

が，∀i, j ∈ I に対して以下を充たす：

τ(bi ? bj) = δi, j∗

(5) 多重フュージョン環 (multifusion ring) とは，底的な Z+-環 (A, ?, 1, {bi}i∈I) であって I が
有限集合であるもののこと．

(6) フュージョン環 (fusion ring) とは，単位的な多重フュージョン環のこと．

a i.e. (-)∗∗ = IdI

補題 F.8: Grothendieck環は底的な Z+-環

(1) C が半単純な多重テンソル圏 =⇒ Gr(C) は底的な Z+-環
(2) C が半単純なテンソル圏 =⇒ Gr(C) は底的な単位的 Z+-環
(3) C が多重フュージョン圏 =⇒ Gr(C) は多重フュージョン環
(4) C がフュージョン圏 =⇒ Gr(C) はフュージョン環

証明 (1)
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補題 F.9: フュージョン環の性質

(A, ?, 1, {bi}i∈I) を底的な Z+-環とする．また，K を標数 0の代数閉体とする．このとき，以下が成
り立つ：

(1) ∀i, j, k ∈ I に対して，

Nk∗

i, j = N j∗

ki = N i∗

jk

(2) 2つの異なる環準同型 χ1, χ2 : A −→ K に対して，∑
i∈I

χ1(bi)χ2(bi∗) = 0

証明 (1)

τ(bi ? bj ? bk) =
∑
l∈I

N l
ijτ(bl ? bk) = Nk∗

ij

である．さらに，(-)∗ : I −→ I が対合射であることから

τ(bi ? bj) = δi, j∗ = δj∗∗, i∗ = δj, i∗ = τ(bj ? bi)

が言えるので，示された．
(2) P :=

∑
i∈I χ1(bi)bi∗ ∈ A⊗Z K とおく．このとき ∀j ∈ I に対して

bj ? P =
∑
i∈I

χ1(bi)bj ? bi∗

=
∑
i, k∈I

χ1(bi)N
k
ji∗bk

=
∑
i, k∈I

χ1(bi)N
i
k∗jbk ∵ (1)

=
∑
k∈I

χ1

(∑
i∈I

N i
k∗jbi

)
bk

=
∑
k∈I

χ1(bk∗ ? bj)bk

= χ1(bj)P

が成り立つ．両辺に χ2 を作用させることで，∀j ∈ I に対して

χ2(bj)

(∑
i∈I

χ1(bi)χ2(bi∗)

)
= χ1(bj)

(∑
i∈I

χ1(bi)χ2(bi∗)

)

が成り立たねばならないことが分かる．ところが χ1 6= χ2 なので，∑
i∈I

χ1(bi)χ2(bi∗) = 0
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である．
�

定義 F.25: Frobenius-Perron次元

x ∈ Simp(C) の Frobenius-Perron 次元 (Frobenius-Perron dimension) とは，非負整数値行列[
N c
xb

]
1≤b, c≤|Simp(C)| の最大の非負固有値 FPdimC(x) ∈ C のこと．

F.3.3 F -シンボル

多重フュージョン圏は半単純かつ有限なので，補題 3.1-(1) および極限・余極限と Homの交換，フュージョ
ン則 (F.3.5)から

HomC (x⊗ y, z) ∼=
⊕

w∈Simp(C)

Nw
xyHomC (w, z) ∼= K⊕Nz

xy

が ∀x, y, z ∈ Simp C に対して成り立つ．i.e. dimK HomC (x⊗ y, z) = Nz
xy である*5．よって

(x⊗ y)⊗ z ∼=
⊕

w, u∈Simp C
Nw
xyN

u
wz u

∼=
⊕

w, u∈Simp C
dimK HomC (x⊗ y, w) dimK HomC (w ⊗ z, u)u

x⊗ (y ⊗ z) ∼=
⊕

w, u∈Simp C
Nu
wxN

w
yz u

∼=
⊕

w, u∈Simp C
dimK HomC (w ⊗ x, u) dimK HomC (y ⊗ z, w)u

が成り立つが，associatorによる自然同型 (x⊗ y)⊗ z ∼= x⊗ (y ⊗ z) により∑
w∈Simp C

dimK HomC (x⊗ y, w) dimK HomC (w ⊗ z, u)

=
∑

w∈Simp C
dimK HomC (w ⊗ x, u) dimK HomC (y ⊗ z, w)

が言える．ここから K-ベクトル空間としての同型

Φxyzu :
⊕
w

HomC (x⊗ y, w)⊗K HomC (w ⊗ z, u)
∼=−→
⊕
w

HomC (w ⊗ x, u)⊗K HomC (y ⊗ z, w)(F.3.6)

が存在することが分かる．この同型写像の第 (a, b) 成分

(Φxyzu )ab : HomC (x⊗ y, a)⊗K HomC (a⊗ z, u) −→ HomC (b⊗ x, u)⊗K HomC (y ⊗ z, b)

のことを 6j-シンボル (6j-symbol) と呼ぶ．
特に K が代数閉体のときは，Müger半単純性および補題 F.3より，(F.3.6)の同型写像は

F xyzu : HomC
(
(x⊗ y)⊗ z, u

) ∼=−→ HomC
(
x⊗ (y ⊗ z), u

)
*5 この次元は K-ベクトル空間としての次元である．
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と等価である．この同型写像の行列要素を F -シンボル (F -symbol) と呼ぶ．ストリング図式として書くと，
F -シンボルとは次のようにして定義される (F xyzu )(a; v1, v2), (b; v3, v4) ∈ K のことである：

v2

v1

x y

a

z

u

=:
∑

b∈Simp(C),
v3∈Basis(y⊗z, b),
v4∈Basis(x⊗b, u)

(F xyzu )(a; v1, v2), (b; v3, v4)

v4

v3x
y

b

z

u

ただし，∀x, y, z ∈ Simp(C) に対して定まる K-ベクトル空間 HomC (x⊗ y, z) の基底を Basis(x⊗ y, z) と
書いた．

F.3.4 ユニタリフュージョン圏

定義 F.26: ユニタリフュージョン圏

ユニタリフュージョン圏 (unitary fusion category) とは，フュージョン圏であってユニタリモノイダ
ル圏でもあるもののことを言う．

ユニタリ構造の定義とモノイダル圏のテンソル積 ⊗ は定義のレベルでは全く別のものであるが，左/右双対
に関して強く相互作用する．特に，以下で示す命題 F.6により，ユニタリテンソル圏は自動的に球状テンソル
圏になる．

補題 F.10: ユニタリモノイダル圏における右双対

rigidなユニタリモノイダル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, †) の対象 x ∈ Ob(C) が左双対 (x∗, coevLx , ev
L
x) を持

つとする．このとき，(x∗, evLx
†, coevLx

†) は x の右双対である．

証明 (zig-zag equations)を示す．実際，

(coevLx
† ⊗ Idx) ◦ (Idx ⊗ evLx

†) = (coevLx
† ⊗ Id†x) ◦ (Id

†
x ⊗ evLx

†)

= (coevLx ⊗ Idx)
† ◦ (Idx ⊗ evLx)

†

=
(
(Idx ⊗ evLx) ◦ (coevLx ⊗ Idx)

)†
= Id†x = Idx,

(Idx∗ ⊗ coevLx
†) ◦ (evLx† ⊗ Idx∗) =

(
(evLx ⊗ Idx∗) ◦ (Idx∗ ⊗ coevLx)

)†
= Idx∗

が成り立つ． �
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命題 F.6: ユニタリテンソル圏における球状構造

ユニタリテンソル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, coevL, evL, †) における旋回構造

px := (coevLx
† ⊗ Idx∗∗) ◦ (Idx ⊗ coevLx∗) : x −→ x∗∗

が球状構造になる必要十分条件は，∀x ∈ Ob(C) に対して

coevLx
† ◦ coevLx = evLx ◦ evLx†

が成り立つことである．

証明

dimp(x) = evLx∗ ◦ (px ⊗ Idx∗) ◦ coevLx
= coevLx

† ◦ coevLx

ところで，

(p∗x)
−1 =

evLx

evLx∗

evLx
†

coevLx∗∗

であるから，

dimp(x
∗) = TrL

(
(p∗x)

−1
)

∵ 補題 F.7-(1)

= evLx ◦ evLx†

と計算できる．よって

dimp(x) = dimp(x
∗) ⇐⇒ coevLx

† ◦ coevLx = evLx ◦ evLx†

�

coevaluation/evaluation を適切に選ぶことで，いつでも命題 F.6 の条件を充たすようにできる．実際，
coevLx , ev

L
x が x, x∗ ∈ Ob(C) に関する (co)evaluationならば，∀λ ∈ C× に対して λ coevLx , λ

−1 evLx もまた
(zig-zag equations)を充たすので x, x∗ に関する (co)evaluationである．よって

|λ|2 =

√
evLx ◦ evLx†

coevLx
† ◦ coevLx

を充たすように λ を選べば良い [Yam04, LEMMA 3.9., p.9]．
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定義 F.27: balancedなユニタリテンソル圏

ユニタリテンソル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, coevL, evL, †) が balancedであるとは，∀x ∈ Ob(C) に対して

coevLx
† ◦ coevLx = evLx ◦ evLx†

が成り立つこと．このとき，命題 F.6の構成によって C は球状圏になる．

F.3.5 ユニタリフュージョン圏における Frobenius-Perron次元

標数 0 の代数閉体 K 上のフュージョン圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, coevL, evL, coevR, evR) とその上の旋回構造
p を考える．圏 C の圏論的次元 (categorical dimension) を

dim(C) :=
∑

x∈Simp(C)

TrL(px) ◦ TrL
(
(p−1
x )∗

)
∈ HomC (1, 1) = K

で定義し*6，Frobenius-Perron次元について

FPdim(C) :=
∑

x∈Simp(C)

FPdim(x)2

とおく．

定義 F.28: 擬ユニタリフュージョン圏

K = C とする．このときフュージョン圏 C が擬ユニタリ (pseudo-unitary) であるとは，

dim(C) = FPdim(C)

が成り立つことを言う [EGNO15, DEFINITION 9.4.4., p.283]．

命題 F.7: 擬ユニタリフュージョン圏における球状構造

擬ユニタリフュージョン圏 C は一意的な球状構造 p を持つ．
さらに，その球状構造 p は ∀x ∈ Simp(C) に対して dimp(x) = FPdimC(x) を充たす．

証明 [EGNO15, PROPOSITION 9.5.1., p.284] �

命題 F.8: ユニタリフュージョン圏は擬ユニタリ

ユニタリフュージョン圏は擬ユニタリである．

証明 �

! 一般のフュージョン圏においては，量子次元と Frobenius-Perron次元が一致するとは限らない．命題
F.7および F.8によって，ユニタリフュージョン圏においては一致することが保証されている．

*6 右辺は旋回構造の取り方に依存しない [EGNO15, p.179]．
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F.3.6 Deligneのテンソル積

定義 F.29: Deligneのテンソル積

C, D を局所有限な K-線形アーベル圏とする．Deligneのテンソル積 (Deligne’s tensor product) と
は，以下の性質をみたす K-線形アーベル圏 C ��� D と双右完全関手 � : C × D −→ C � D の組み
(C �D, �) のこと：

(普遍性) 　
任意の双右完全関手 F : C × D −→ C �A に対し，ある双右完全関手 F̄ : C �D −→ A が一意
的に存在して F̄ ◦� = F を充たす．

命題 F.9: Deligneのテンソル積の基本性質

(1) Deligneのテンソル積は存在し，それ自身が局所有限な K-線形アーベル圏になる．
(2) 関手 � : C × D −→ C �D は双完全であり，

HomC (x1, y1)⊗K HomC (x2, y2) ∼= HomC�D (x1 � x2, y1 � y2)

を充たす．
(3) C, D が (多重) 環圏/(多重) テンソル圏ならば C�D は (多重) 環圏/(多重) テンソル圏である．

証明 (1) [EGNO15, PROPOSITION 1.11.2., p.15]
(2) [EGNO15, PROPOSITION 1.11.2., p.15]
(3) [EGNO15, PROPOSITION 4.6.1., p.73]

�

F.4 加群圏

F.4.1 左/右加群圏

定義 F.30: 左/右加群圏

(C, ⊗, 1, a, l, r) をモノイダル圏とする．左 C-加群圏 (left C-module category) M は，以下のデー
タからなる：

• 圏M
• 左加群積 (left module product) と呼ばれる関手a I : C ×M −→M
• left actorと呼ばれる自然同型

{
αx, y,m : (x⊗ y) I m −→ x I (y I m)

}
x,y∈Ob(C),m∈Ob(M)

• left unitorと呼ばれる自然同型
{
λm : 1 I m −→ m

}
m∈Ob(M)

これらは以下の条件を充たさねばならない：
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(lMod-1) ∀x, y, z ∈ Ob(C), ∀m ∈ Ob(M) に対して以下の図式を可換にする：(
(x⊗ y)⊗ z

)
I m

(x⊗ y) I (z I m)

(
x⊗ (y ⊗ z)

)
I m

x I
(
y I (z I m)

)

x I
(
(y ⊗ z) I m

)

ax,y,zIIdm

αx⊗y,z,m

αx,y,zIm

αx,y⊗z,m

IdxIαy,z,m

(lMod-2) ∀x ∈ C, ∀m ∈M に対して以下の図式を可換にする：

(x⊗ 1) I m x I (1 I m)

x I m

αx,1,m

rxIIdm IdxIλm

a 記号として � を使うこともある（参考：https://ncatlab.org/nlab/show/action+of+a+monoidal+category）．

(C, ⊗, 1, a, l, r) をモノイダル圏とする．右 C-加群圏M は，以下のデータからなる：

• 圏M
• 右加群積 (left module product) と呼ばれる関手a I : C ×M −→M
• right actorと呼ばれる自然同型

{
βm,x, y : m J (x⊗y) −→ (m J x) J y

}
x,y∈Ob(C),m∈Ob(M)

• right unitorと呼ばれる自然同型
{
ρm : m J 1 −→ m

}
m∈Ob(M)

これらは以下の条件を充たさねばならない：

(rMod-1) ∀x, y, z ∈ Ob(C), ∀m ∈ Ob(M) に対して以下の図式を可換にする：
(rMod-2) ∀x ∈ C, ∀m ∈M に対して以下の図式を可換にする：

m J (1⊗ x) (m J 1) J x

m J x

βm,1,x

IdmJlx ρmJIdx

a 記号として � を使うこともある（参考：https://ncatlab.org/nlab/show/action+of+a+monoidal+category）．

C が多重テンソル圏である場合は，左/右加群積が射について K-双線形であること，および両方の引数につ

365

https://ncatlab.org/nlab/show/action+of+a+monoidal+category
https://ncatlab.org/nlab/show/action+of+a+monoidal+category


いて完全関手になっていることを要請する*7．

定義 F.31: 加群関手

(C, ⊗, 1, a, l, r) をモノイダル圏，(Mi, Ii, αi, λi) w/ i = 1, 2 を左 C-加群圏とする．左 C-加群関
手 (left C-module functor) は，以下のデータからなる：

• 関手 F :M1 −→M2

• 自然同型
{
sx,m : F (x I1 m) −→ x I2 F (m)

}
x∈Ob(C), m∈Ob(M1)

これらは以下の条件を充たさねばならない：

(pentagon identity) ∀x, y ∈ Ob(C), ∀m ∈ Ob(M1) に対して以下の図式を可換にする：

F
(
(x⊗ y) I1 m

)

(x⊗ y) I2 F (m)

F
(
x I1 (y I1 m)

)

x I2

(
y I2 F (m)

)

x I2 F (y I1 m)

F (α1x,y,m)

sx⊗y,m

α2x,y,F (m)

sx,yI1m

IdxI2sy,m

(triangle identity) ∀m ∈M1 に対して以下の図式を可換にする：

F (1 I1 m) 1⊗2 F (m)

F (m)

s1,m

F (λ1m) λ2F (m)

定義 F.32: 加群圏の自然変換

(C, ⊗, 1, a, l, r) をモノイダル圏，(Mi, Ii, αi, λi) w/ i = 1, 2 を左 C-加群圏，(Fi : M1 −→
M2, si)

w/ i = 1, 2 を C-加群関手とする．このとき，自然変換

*7 実際には，第 1/第 2 引数について完全になっていさえいれば残りの引数についても自動的に完全になる [EGNO15, EXER-
CISE7.3.2, p.135]
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M1 M2

F1

F2

τ

が C-加群圏の自然変換であるとは，∀x ∈ C, ∀m ∈M1 に対して以下の図式が可換になること：

(actionの保存)

F1(x I1 m) x I2 F1(m)

F2(x I1 m) x I2 F2(m)

s1x,m

τxI1m τxI2Idm

s2x,m

定義 F.33: 加群圏の完全性

十分射影的対象を持つ多重テンソル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) を与える．
局所有限な左 C-加群圏 (M, I, α, λ) が完全 (exact) であるとは，任意の射影的対象 p ∈ Ob(C) およ
び任意の対象 m ∈M に対して p I m がM の射影的対象になることを言う．

F.4.2 両側加群圏

定義 F.34: 両側加群圏

(Ci, ⊗i, 1, ai, li, ri) w/ i = 1, 2 をモノイダル圏とする．(C1, C2)-両側加群圏 ((C1, C2)-bimodule
category) M は，以下のデータからなる：

• 圏M
• 左加群積と呼ばれる関手 I : C1 ×M −→M
• 右加群積と呼ばれる関手 J :M×C2 −→M
• left actor と呼ばれる自然同型{

αx1, y1,m : (x1 ⊗ y1) I m −→ x1 I (y1 I m)
}
x1,y1∈Ob(C1),m∈Ob(M)

• left unitorと呼ばれる自然同型
{
λm : 1 I m −→ m

}
m∈Ob(M)

• right actor と呼ばれる自然同型{
βm,x2, y2 : m J (x2 ⊗ y2) −→ (m J x2) J y2

}
x2,y2∈Ob(C2),m∈Ob(M)

• right unitorと呼ばれる自然同型
{
ρm : m J 1 −→ m

}
m∈Ob(M)

• middle actor と呼ばれる自然同型{
bx1,m, x2 : (x1 I m) J x2 −→ x1 I (m J x2)

}
x1∈Ob(C1), x2∈Ob(C2)m∈Ob(M)

これらは以下の条件を充たす：

(Bimod-1) 組 (M, I, α, λ) は左 C1-加群圏である．
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(Bimod-2) 組 (M, J, β, ρ) は右 C2-加群圏である．
(Bimod-3) ∀xi, yi ∈ Ob(Ci), ∀m ∈ Ob(M) に対して以下の図式を可換にする：(

(x1 ⊗1 y1) I m
)
J x1

(x1 ⊗1 y1) I (m J x2)

(
x1 I (y1 I m)

)
J x1

x1 I
(
y1 I (m J x2)

)

x1 I
(
(y1 I m) J x1

)

αx1,y1,mIIdx1

bx1⊗1y1,m,x2

αx1,y1,mJx2

bx1,y1Im,x2

Idx1
Iby1,m,1

x1 I
(
m J (x2 ⊗2 y2)

)

(x1 I m) J (x2 ⊗2 y2)

x1 I
(
(m J x2) J y2

)
(
(x1 I m) J x2

)
J y2

(
x1 I (m J x2)

)
J y2

Idx1
Iβm,x2,y2

bx1,m,x2⊗2y2

βx1Im,x2,y2

bx1,m,x2JIdy2

bx1,mJx2,y2

F.4.3 代数と加群

定義 F.35: 代数対象

多重テンソル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) を与える．C の代数対象 (algebra object)
x とは，以下のデータからなる：

• C の対象 x ∈ Ob(C)
• 乗法 (multiplication) と呼ばれる C の射 µ : x⊗ x −→ x

• 単位 (unit) と呼ばれる C の射 υ : 1 −→ x
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これらは以下の条件を充たさねばならない：

(associatibity) 　

(x⊗ x)⊗ x

x⊗ (x⊗ x)

x⊗ x

x⊗ x

x

µ⊗Idx

ax,x,x

Idx⊗µ

µ

µ

(unitality) 　

1⊗ x x

x⊗ x x

lx

υ⊗Idx Idx

µ

x⊗ 1 x

x⊗ x x

rx

Idx⊗υ Idx

µ

多重テンソル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) を与える．C の余代数対象 (coalgebra
object) y とは，以下のデータからなる：

• C の対象 y ∈ Ob(C)
• 余乗法 (comultiplication) と呼ばれる C の射 ∆: y −→ y ⊗ y
• 余単位 (counit) と呼ばれる C の射 ε : y −→ 1

これらは以下の条件を充たさねばならない：

(coassociatibity) 　
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(y ⊗ y)⊗ y

y ⊗ (y ⊗ y)

y ⊗ y

y ⊗ y

y

∆⊗Idy

ay,y,y

Idy⊗∆

∆

∆

(unitality) 　

1⊗ y y

y ⊗ y y

ly

ε⊗Idy Idy

∆

y ⊗ 1 y

y ⊗ y y

ry

Idy⊗ε Idy

∆

ストリング図式で代数対象 (x, µ, υ) の (associatibity), (unitality) を書くと，それぞれ

µ

µ

x

x

x

x
x

=
µ

µ

x
x x

x

x

υ

µ
x

x

x
=

υ

µ

x

x

x

= x
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となり，余代数対象 (y, ∆, ε) の (associatibity), (unitality) を書くと

∆

∆

y

y

y

yy

=

∆

∆

y

y

y

y
y

∆

ε

y

y

y =

∆

ε

y

y

y

= y

となる．

定義 F.36: 加群対象

多重テンソル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) および C の代数対象 (x, µ, υ) を与える．
C における，左 x-加群対象 (right x-module object) m とは，以下のデータからなる：

• C の対象 m ∈ Ob(C)
• 左作用 (right action) と呼ばれる C の射 λ : x⊗m −→ m

これらは以下の条件を充たさねばならない：

(associativity) 　

x⊗ (x⊗m)

(x⊗ x)⊗m

x⊗m

x⊗m

m

Idx⊗λ

a−1
x,x,m

µ⊗Idm

λ

λ

(unitarity) 　
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1⊗m m

x⊗m m

lm

υ⊗Idm Idm

λ

多重テンソル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) および C の代数対象 (x, µ, υ) を与える．
C における，右 x-加群対象 (right x-module object) m とは，以下のデータからなる：

• C の対象 m ∈ Ob(C)
• 右作用 (right action) と呼ばれる C の射 ρ : m⊗ x −→ m

これらは以下の条件を充たさねばならない：

(associativity) 　

(m⊗ x)⊗ x

m⊗ (x⊗ x)

m⊗ x

m⊗ x

m

ρ⊗Idx

am,x,x

Idx⊗ρ

ρ

ρ

(unitarity) 　

m⊗ 1 m

m⊗ x m

rm

Idm⊗υ Idm

ρ
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定義 F.37: 代数および加群の準同型

多重テンソル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) および C の 2 つの代数対象 (xi, µi, υi)
w/ i = 1, 2 を与える．
このとき，C の射 f ∈ HomC (x1, x2) が代数準同型 (algebra homomorphism) であるとは，以下の条
件を充たすことを言う：

(乗法の保存) 　

x1 ⊗ x1 x2 ⊗ x2

x1 x2

f⊗f

µ1 µ2

f

(単位の保存) 　

1 A1

A2

υ1

υ2 f

• 多重テンソル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR)
• C の代数対象 (x, µ, υ)

• C の 2つの左 x-加群対象 (mi, λi)
w/ i = 1, 2

を与える．
このとき，C の射 f ∈ HomC (m1, m2) が左 x-加群準同型 (left x-module homohorphism) であると
は，以下の条件を充たすことを言う：

(左作用の保存) 　

x⊗m1 x⊗m2

x1 x2

Idx⊗f

λ1 λ2

f

しばらくの間 多重テンソル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) および C の代数対象 (x, µ, υ) を
1つ固定する．

2つの左 x-加群対象 (mi, λi)
w/ i = 1, 2の間の左 x-加群の準同型全体がなす集合をHomx (m1, m2) ⊂

HomC (m1, m2) と書くと，これは部分 K-ベクトル空間をなす．さらに準同型の合成は準同型であるから，
アーベル圏 x-ModC を次のようにして構成することができる：

• C における左 x-加群対象を対象とする．
• 左 x-加群の準同型を射とする．

同様にして C における右 x-加群対象がなす圏 ModC-x を定義できる．
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左加群圏とModC-x の間には関係がある．今，C における任意の右 x-加群対象 (m, ρ) および C の任意の
対象 y ∈ Ob(C) を与える．すると，y ⊗m ∈ Ob(C) と

ρy⊗m : (y ⊗m)⊗ x ay,m,x−−−−→ y ⊗ (m⊗ x) Idy⊗ρ−−−−→ y ⊗m

の組み (y⊗m, ρy⊗m) は右 x-加群になる．i.e. (y⊗m, ρy⊗m) ∈ Ob(ModC-x) である．この構成により関手

I : C ×ModC-x −→ModC-x (F.4.1)

が定義できる．さらに，C が元々持っていた associatorと unitorsに関しては，∀(m, ρ) ∈ Ob(ModC-x), ∀y, z ∈
Ob(C) に対して

ay,z,m : (y ⊗ z) I m −→ y I (z I m)

ly : 1 I m −→ m

が自然な*8右 x-加群の同型になる．

命題 F.10: ModC-x は左加群圏

多重テンソル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) および C の代数対象 (x, µ, υ) を 1 つ与
える．
このとき，組みa (ModC-x, I, a, l) は左 C-加群圏である．

a I : C ×ModC-x −→ ModC-x は (F.4.1)で定義した関手である．

証明 ∀y, z, w ∈ Ob(C), ∀(m, ρ) ∈ Ob(ModC-x) に対して (lMOD-1), (lMOD-2) が成り立つことを示せ
ば良い． �

定義 F.38: 代数上のテンソル積

• 多重テンソル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) および C の代数対象 (x, µ, υ)

• C における右 x-加群対象 (m, ρ) ∈ Ob(ModC-x)

• C における左 x-加群対象 (n, λ) ∈ Ob(Mod-Cx)

を与える．このとき，m と n の x 上のテンソル積 (tensor product over x) m⊗x n ∈ Ob(C) を，
以下の図式のコイコライザとして定義する：

m⊗ x⊗ n m⊗ n m⊗x n
ρ⊗Idn

Idm⊗λ

π

F.4.4 両側加群

*8 a :=
{
ay,z,m

}
y,z∈Ob(C),m∈Ob(ModC-x)

が自然同型．
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定義 F.39: 両側加群

多重テンソル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) および C の 2 つの代数対象 (xi, µi, υi)

を与える．C における (x1, x2)-両側加群対象 ((x1, x2)-bimodule object) とは，以下のデータから
なる：

• C の対象 m ∈ Ob(C)
• 左作用 (left action) と呼ばれる C の射 λ : x1 ⊗m −→ m

• 右作用 (right action) と呼ばれる C の射 ρ : m⊗ x2 −→ m

これらは以下の条件を充たさねばならない：

(bimod-1) 組 (m, λ) は C の左 x1-加群対象
(bimod-2) 組 (m, ρ) は C の右 x2-加群対象
(bimod-3) 以下の図式を可換にする：

(x1 ⊗m)⊗ x2

x1 ⊗ (m⊗ x2)

m⊗ x2

x1 ⊗m

m

λ⊗Idx2

ax1,m,x2

Idx1⊗ρ

ρ

λ

定義 F.40: 両側加群の準同型

• 多重テンソル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) および C の 2 つの代数対象
(xi, µi, υi)

• 2つの (x1, x2)-両側加群対象 (mi, λi, ρi)
w/ i = 1, 2

を与える．このとき，C の射 f : m1 −→ m2 が (x1, x2) 両側加群の準同型であるとは，それが左 x1-
加群の準同型かつ右 x2-加群の準同型であることを言う．

しばらくの間 多重テンソル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) および C の 2 つの代数対象
(xi, µi, υi) を固定する．

2つの (x1, x2)-両側加群対象 (mi, λi, ρi)
w/ i = 1, 2 の間の (x1, x2)-両側加群の準同型全体がなす集合

を Homx1-x2 (m1, m2) ⊂ HomC (m1, m2) と書くと，これは部分 K-ベクトル空間をなす．さらに準同型の
合成は準同型であるから，アーベル圏 BimodC (x1, x2) を次のようにして構成することができる：

• C における (x1, x2)-加群対象を対象とする．
• (x1, x2)-両側加群の準同型を射とする．

同様にして C における右 x-加群対象がなす圏 ModC-x を定義できる．
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補題 F.11: 両側加群のテンソル積

• 多重テンソル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) および C の 4 つの代数対象
(xi, µi, υi)

w/ i = 1, . . . , 4

• (x1, x2)-両側加群対象 (m1, λ1, ρ1) ∈ Ob(BimodC (x1, x2))

• (x2, x3)-両側加群対象 (m2, λ2, ρ2) ∈ Ob(BimodC (x2, x3))

• (x3, x4)-両側加群対象 (m3, λ3, ρ3) ∈ Ob(BimodC (x3, x4))

を与える．このとき以下が成り立つ：

(1) m1 ⊗x2
m2 は自然な (x1, x3)-両側加群対象の構造を持つ．

(2) 自然な (x1, x4)-両側加群の同型

ām1,m2,m3
: (m1 ⊗x2

m2)⊗x3
m3

∼=−→ m1 ⊗x2
(m2 ⊗x3

m3)

l̄m1
: x1 ⊗x1

m1

∼=−→ m1

r̄m1 : m1 ⊗x2 x2
∼=−→ m1

が存在する．

証明 (1)
�

C の任意の代数対象 (x, µ, υ) について，明らかに (x, µ, µ) ∈ BimodC (x, x) である．

定義 F.41: 分離可能性

テンソル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) の代数対象 (x, µ, υ) が分離可能 (separable)
であるとは，ある (x, x)-両側加群の準同型 µ̄ : x −→ x ⊗ x が存在して µ ◦ µ̄ = Idx を充たすことを
言うa．

a 補題 F.11-(1) によって x⊗ x を (x, x)-両側加群対象と見做す．

分離可能性をストリング図式で表すと

∃µ̄

µ

x

xx

x x

x

= x

となる．
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命題 F.11: 分離可能性と半単純性

フュージョン圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) の代数対象 (x, µ, υ) を与える．
このときもし (x, µ, υ) が分離可能ならば，アーベル圏 ModC-x は半単純である．

証明 [EGNO15, PROPOSITION7.8.30, p.146] �

F.4.5 森田同値

定義 F.42: 森田同値

多重テンソル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) を与える．
C の 2つの代数対象 (xi, µi, υi)

w/ i = 1, 2 が森田同値 (Morita equivalent) であるとは，左 C-加
群圏として x1-ModC と x2-ModC が圏同値であることを言う．

F.4.6 Frobenius代数

定義 F.43: Frobenius代数

多重テンソル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) を与える．
C の代数対象 (x, µ, υ) が Frobenius代数 (Frobenius algebra) であるとは，

• 余乗法 (comultiplication) と呼ばれる C の射 ∆: x −→ x⊗ x
• 余単位 (counit) と呼ばれる C の射 ε : x −→ 1

が存在して以下を充たすことを言う：

(Frob-1) (x, ∆, ε) は C の余代数対象である．
(Frob-2) 以下の図式を可換にする：

x⊗ x

x⊗ x⊗ x x x⊗ x⊗ x

x⊗ x

∆⊗Idx
µ

Idx⊗∆

Idx⊗µ
∆

µ⊗Idx
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ストリング図式で (Frob-2)を書くと次のようになる：

∆

µ

x

x

x
x

x

=

µ

∆

x x

x

xx

=

∆

µ

x

x
x

x

x

定義 F.44: 対称 Frobenius代数

多重テンソル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) を与える．
C の Frobenius代数 (x, µ, υ, ∆, ε) が対称 (symmetric) であるとは，以下の図式を可換にすること
を言う：

x ∗x⊗ x⊗ x

x⊗ x⊗ x∗ ∗x⊗ x

x⊗ x∗ ∗x

coevR
x⊗Idx

Idx⊗coevL
x Id∗x⊗µ

µ⊗Idx∗ Id∗x⊗ε

ε⊗Idx∗

ストリング図式では

µ

ε

x

x∗

=

µ

ε

x

∗x

となる．

定義 F.45: 特殊 Frobenius代数

多重テンソル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR) を与える．
C の Frobenius 代数 (x, µ, υ, ∆, ε) が特殊 (special) であるとは，C の代数対象 (x, µ, υ) が余積
∆: x −→ x⊗ x によって分離可能であることを言うa．i.e. µ ◦∆ = Idx が成り立つこと．

a これは [CP08, p.17]に倣った定義である．ある βx, β1 ∈ K× が存在して µ ◦∆ = βxIdx, ε ◦ υ = β1Id1 が成り立つ
ことを，special Frobenius algebraの定義とする場合もある [FRS02, Definition 3.4-(i)]
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F.4.7 加群圏における internal hom

定義 F.46: 加群圏における internal hom

(C, ⊗, 1, a, l, r) をモノイダル圏とする．左 C-加群圏 (M, I, α, λ) を与える．M の internal hom
とは，以下のデータの組のこと：

• 関手

( :Mop ×M −→ VecK

• curryingと呼ばれる自然同型{
cx,m1,m2

: Hom (x I m1, m2)
∼=−→ Hom (x, m1 ( m2)

}
x∈Ob(C), Y, Z∈Ob(C)

F.5 組紐付きテンソル圏

F.5.1 リボン構造と旋回構造の関係

補題 F.12: テンソル圏における組紐と旋回構造

rigidな組紐付きモノイダル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR, b) を与え，∀x ∈ Ob(C) に
対して射 ux : x −→ x∗∗ を以下で定義するa：

x
Idx⊗coevL

x∗−−−−−−−→ x⊗ x∗ ⊗ x∗∗
bx,x∗⊗Idx∗∗
−−−−−−−−→ x∗ ⊗ x⊗ x∗∗ evL

x⊗Idx∗∗
−−−−−−−→ x∗∗

(1) u :=
{
ux : x −→ x∗∗

}
x∈Ob(C) は自然変換 u : IdC =⇒ (-)∗∗ を成し，∀x, y ∈ Ob(C) に対して

以下を充たす：

ux ⊗ uy = ux⊗y ◦ by, x ◦ bx, y

(2) C がテンソル圏ならば u は自然同型になる．

a Drinfeld morphismと呼ぶ [EGNO15, DEFINITION 8.9.4., p.215]

ストリング図式では

ux =

x

x∗∗

と書ける．
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証明 (1) u が自然変換であることは明らか．

ux⊗y ◦ by, x ◦ bx, y = ∵ (hexagon diagrams)

= ∵ 命題 F.3× 3

= ux ⊗ uy ∵ 補題 F.4-(3)

(2) ∀x ∈ Simp(C) に対して示せば十分である．
�
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補題 F.12より，テンソル圏における任意の自然同型 p : IdC =⇒ (-)∗∗ は，ある自然同型 θ : IdC =⇒ IdC を
用いて

p = u ◦ θ

と書ける．このような p が旋回構造になるのは θ が (Rib-1)を充たすときのみである．

定理 F.2: 球状構造とリボン構造

組紐付きフュージョン圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR, b) を与える．このとき，C の旋回
構造 p : IdC =⇒ (-)∗∗ が球状構造であるためには，自然同型 u−1 ◦ p : IdC =⇒ IdC がリボン構造であ
ることが必要十分である．

証明 [EGNO15, PROPOSITION 8.10.12, p.220] �

!
以 下 で は， 特 に 断 ら な い 限 り リ ボ ン 付 き 組 紐 付 き フ ュ ー ジ ョ ン 圏
(C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR, b, θ) の球状構造 p は定理 F.2によって定まる p := u ◦ θ を
選び，明示しない．

F.5.2 リボン構造と量子次元・S-行列

補題 F.13: リボン構造と量子次元

リボン構造付き組紐付きテンソル圏 (C, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL, evR, coevR, b, θ) を与える．この
とき，∀x ∈ Ob(C) に対して以下が成り立つ：

dimu◦θ(x) = evLx ◦ bx, x∗ ◦ (θx ⊗ Idx∗) ◦ coevLx

=

θx

証明 x ∈ Simp(C) の場合に示せば十分である．このとき Schurの補題より θx ∈ HomC (x, x) = K なので，
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ある θx ∈ K が存在して θx = θxIdx と書ける．故に

θx

= θx = θx ∵ (zig-zag equations)

= θx

= θxTr
L(ux)

= TrL(ux ◦ θx)
= dimp(x)

が言えた． �

定義 F.47: 前モジュラー圏

前モジュラー圏 (pre-modular category) とは，リボン構造付き組紐付きフュージョン圏のこと．

定義 F.48: S-行列

(C, ⊗, 1, a, l, r, coevL, evL, b, θ) を前モジュラー圏とする．∀x, y ∈ Simp(C) に対して，S-行列
(S-matrix) 要素を

Sxy := Tr(by, x ◦ bx, y)

で定義するa．

a 左量子トレースではなくトレースである！ 定理 F.2の球状構造を使っている．
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S-行列の定義をストリング図式で書くと次のようになる：

Sxy :=

x y

命題 F.12: S-行列の性質

S 行列は ∀x, y, z ∈ Simp(C) について以下を充たす：

(1)

Sxy = θ−1
x θ−1

y

∑
z∈Simp(C)

Nz
xyθz dimu◦θ(z)

(2)

SxySxz = dimu◦θ(x)
∑

w∈Simp(C)

Nw
yzSxw

(3) ∀x ∈ Simp(C) に対して定まる写像

hx : Simp(C) −→ K,

y 7−→ Sxy
dimu◦θ(x)

は，Grothendieck環 Gr(C) から K への環準同型を定める．

証明 (1) (Rib-1)のトレースをとると，x, y ∈ Simp(C) であることから

Tr(θx⊗y) =
∑

z∈Simp(C)

Nz
xy Tr(θz) =

∑
z∈Simp(C)

Nz
xyθz dim(z)

= θxθy Tr(by, x ◦ bx, y) = θxθySxy
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(2) (hexagon diagrams)から従う等式

(by, x ⊗ Idz) ◦
(
Idy ⊗ (bz, x ◦ bx, z)

)
◦ (bx, y ⊗ Idz) =

x y z

(F.5.1)

= by⊗z, x ◦ bx, y⊗z

に注目し，この式の両辺のトレースを計算する．
　まず左辺の z についてのみトレースをとると，

x y z

= ∵ 補題 F.4-(3)
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= ∵ 命題 F.3

= ∵ 命題 F.3
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= ∵ 補題 F.4-(2)

ここで，補題 3.1より HomC (x, x) = K であることに注意すると，ある A ∈ K が存在して

x

x

= A x

が成り立つ．両辺のトレースをとることで A = Sxz/dimu◦θ(x) と求まる．以上の考察から，

x y z

=
Sxz

dimu◦θ(x)

が分かった．両辺のトレースをとることで，(F.5.1) の左辺のトレースが SxySxz/ dimu◦θ(x) と求
まった．
　次に，(F.5.1)の右辺のトレースを計算すると

Tr(by⊗z ◦ bx, y⊗z) =
∑

w∈Simp(C)

Nw
yz Tr(bw, x ◦ bx,w)
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=
∑

w∈Simp(C)

Nw
yzSxw

となる．よって示された．
(3)

hx(y ? z) = hx

 ∑
w∈Simp(C)

Nw
yzw

 :=
∑

w∈Simp(C)

Nw
yzhx(w)

として hx をフュージョン環 Z⊕ Simp(C) 全体へ拡張する．このとき，(2) より

hx(y ? z) =
∑

w∈Simp(C)

Nw
yzhx(w)

=
∑

w∈Simp(C)

Nw
yz

Sxw
dimu◦θ(x)

=
SxySxz

dimu◦θ(x)2

= hx(y)hx(z)

が成り立つ．
�

F.6 2-群

F.6.1 豊穣圏と 2-圏

まず，厳密な 2-圏 (strict 2-category) を導入する．

定義 F.49: 豊穣圏

モノイダル圏 (V, ⊗, I) を与える．
V -豊穣圏 (V -enriched category) C は，以下のデータからなる：

• 集合 Ob(C)
• ∀x, y ∈ Ob(C) に対して，Hom対象と呼ばれるV の対象 HomC (x, y) ∈ Ob(V ) を持つ
• ∀x, y, z ∈ Ob(C) に対して，合成射と呼ばれるV の射 ◦x, y, z : HomC (x, y)⊗HomC (y, z) −→

HomC (x, z) を持つ
• ∀x ∈ Ob(C) に対して，恒等素と呼ばれるV の射 jx : I −→ HomC (x, x) を持つ

これらは以下の図式を可換にしなくてはいけない：

(associativity) 　
∀x, y, z, w ∈ Ob(C) についてa
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(
HomC (x, y)⊗HomC (y, z)

)
⊗HomC (z, w) HomC (x, z)⊗HomC (z, w)

HomC (x, w)

HomC (x, y)⊗
(
HomC (y, z)⊗HomC (z, w)

)
HomC (x, y)⊗HomC (y, w)

∼=

◦x,y,z⊗IdHomC (z, w)

◦x,z,w

IdHomC (x, y)⊗◦y,z,w

◦x,y,w

(unitality) 　
∀x, y ∈ Ob(C) についてb

HomC (x, x)⊗HomC (x, y) HomC (x, y) HomC (x, y)⊗HomC (y, y)

I ⊗HomC (x, y) HomC (x, y)⊗ I

◦x,x,y ◦x,y,y

jx⊗IdHomC (x, y) ∼=
IdHomC (x, y)⊗jy∼=

a ∼= はモノイダル圏 V の associator
b ∼= はモノイダル圏 V の left/right unitor
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定義 F.50: 豊穣関手

モノイダル圏 (V, ⊗, I) を与える．
2つの V -豊穣圏 C, D の間の V -豊穣関手 (V -enriched functor)

F : C −→ D

は，以下のデータからなる：

• 写像 F0 : Ob(C) −→ Ob(D), x 7−→ F0(x)

• V の射の族 {
Fx, y : HomC (x, y) −→ HomD

(
F0(x), F0(y)

)}
x, y∈Ob(C)

これらは以下の図式を可換にしなくてはいけない：

(enriched-1) 　
∀x, y, z ∈ Ob(C) に対してa

HomC (x, y)⊗HomC (y, z) HomC (x, z)

HomD
(
F0(x), F0(y)

)
⊗HomD

(
F0(y), F0(z)

)
HomD

(
F0(x), F0(z)

)
◦x,y,z

Fx,y⊗Fy,z Fx,z

◦F0(x),F0(y),F0(z)

(enriched-2) 　
∀x ∈ Ob(C) に対してb

I HomC (x, x)

HomD
(
F0(x), F0(x)

)jF0(x)

jx

Fx,x

a これは，通常の関手において射の合成が保存されることに対応する．
b これは，通常の関手において恒等射が保存されることに対応する．

与えられたモノイダル圏 V に対して，V -豊穣圏のなす圏を V -Cat と書く．V -Cat は

• V -豊穣圏を対象とする
• V -豊穣関手を射とする

ことで得られる圏である．

定義 F.51: 厳密な 2-圏

小圏と関手の圏 Cat を【例 F.2.1】の方法でモノイダル圏と見做す．Cat-豊穣圏のことを厳密な 2-
圏 (strict 2-category) と呼ぶ．
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定義 F.51を解読しよう．まず，小圏と関手の圏 Cat における対象とは小圏のことで，射とは関手のことで
ある．さらに，Cat のテンソル積とは【例 F.2.1】より直積 × のことである．よって豊穣圏の定義から，厳
密な 2-圏 C は

• 対象 (object)*9 全体の集合 Ob(C)
• ∀x, y ∈ Ob(C) の間の 1-射 (1-morphism)*10全体が成す圏 HomC (x, y) ∈ Ob(Cat)．
• 合成 (composition) と呼ばれる関手 ◦ : HomC (x, y)×HomC (y, z) −→ HomC (x, z)

• 恒等素 (identity morphism) と呼ばれる関手 jx : 1 −→ HomC (x, x)

の 4つのデータからなる．従って 1-射 f : x −→ y とは圏 HomC (x, y) の対象 f ∈ Ob(HomC (x, y)) のこと
であるから，2つの 1-射 f, g ∈ Ob(HomC (x, y)) が与えられると，圏 HomC (x, y) における，それらの間の
射 α ∈ HomHomC (x, y) (f, g) が存在する．このような α を 2-射 (2-morphism)*11と呼び，混乱防止のため
α : f −→ g と書く代わりに α : f =⇒ g と書く．

2つの 2-射 α ∈ HomHomC (x, y) (f, g), β ∈ HomHomC (x, y) (g, h) は，圏 HomC (x, y) における射の合成 ∗
によって結合的かつ単位的に合成することができる：

x y

f

h

β ∗ α := x y

f

g

h

α

β

このような 2-射の合成を縦の合成 (vertical composition) と呼ぶ．一方，4 つの 1-射 f, g : x −→
y, f ′, g′ : y −→ z および 2 つの 2-射 α : f =⇒ g, α′ : f ′ =⇒ g′ が与えられたとき，1-射の合成 ◦
が関手であることによって，圏 HomC (x, y)×HomC (y, z) の射 (α, α′) : (f, f ′) −→ (g, g′) に対して
圏 HomC (x, z) の射，i.e. 2-射

α′ ◦ α := ◦(α, α′) : f ′ ◦ f =⇒ g′ ◦ g

が対応付く：

x z

f ′ ◦ f

g′ ◦ g

α′ ◦ α := x y z

f

g

α

f ′

g′

α′

このような 2-射の合成を横の合成 (horizontal composition) と呼ぶ．横の合成は，モノイダル圏 Cat が厳密
なモノイダル圏であること，および関手 ◦ の (associativity), (unitality) によって結合的かつ単位的になる．

*9 0-セル (0-cell) とも言う
*10 1-セル (1-cell) とも言う．正確には，圏 HomC (x, y) の対象のことを 1-射と呼ぶ．
*11 2-セル (2-cell) とも言う
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縦の合成と横の合成は，◦ が関手であることによって交換する：

(β′ ∗ α′) ◦ (β ∗ α) = ◦
(
(β, β′) ∗ (α, α′)

)
=
(
◦(β, β′)

)
∗
(
◦(α, α′)

)
= (β′ ◦ β) ∗ (α′ ◦ α)

図式で書くと一目瞭然である：

x y z

f

h

β ∗ α

f ′

h′

β′ ∗ α′ = x y z

f

g

h

α

β

f ′

g′

h′

α′

β′

= x z

f ′ ◦ f

g′ ◦ g

h′ ◦ h

α′ ◦ α

β′ ◦ β

定義 F.52: 2-圏

厳密な 2-圏と同様の

• 対象 (object)a 全体の集合 Ob(C)
• ∀x, y ∈ Ob(C) の間の 1-射 (1-morphism)b全体が成す圏 HomC (x, y) ∈ Ob(Cat)．
• 合成 (composition) と呼ばれる関手 ◦ : HomC (x, y)×HomC (y, z) −→ HomC (x, z)

• 恒等素 (identity morphism) と呼ばれる関手 jx : 1 −→ HomC (x, x)

の 4つのデータに加えて
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• ∀x, y, z, w ∈ Ob(C) に対して associatorと呼ばれる自然同型c．

HomC (y, z)×HomC (x, y)×HomC (w, x)

HomC (y, z)×HomC (w, y)

HomC (x, z)×HomC (w, x)

HomC (w, z)

IdHomC(y, z)
× ◦

◦ × IdHomC(w, x)

◦

◦

αw,x,y,z

• ∀x, y ∈ Ob(C) に対して left/right unitorと呼ばれる自然同型

λx,y :=
{
lx,yf : f 7−→ f ◦ jx(1)

}
f∈HomC (x, y)

ρx,y :=
{
lx,yf : f 7−→ jx(1) ◦ f

}
f∈HomC (x, y)

HomC (x, y)

HomC (x, y)×HomC (x, x)

HomC (y, y)×HomC (x, y)

HomC (x, y)

IdHomC(x, y)
× jx

jy × IdHomC(x, y)

◦

◦

IdHomC (x, y)

λw,x,y,z

ρw,x,y,z

を持ち，

• associatorが (pentagon identity)を
• unitorsが (triangle identity)を

充たす C のことを 2-圏 (2-category) と呼ぶ．

a 0-セル (0-cell) とも言う
b 1-セル (1-cell) とも言う．正確には，圏 HomC (x, y) の対象のことを 1-射と呼ぶ．
c これは圏 Cat における図式である．
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要するに，厳密な 2-圏において合成 ◦ の associativityおよび unitalityを自然同型まで弱めたものが 2-圏
である．

【例 F.6.1】2-圏としてのモノイダル圏

モノイダル圏
(
C, ⊗, I, {ax,y,z}, {lx}, {ly}

)
は 2-圏である．実際，2-圏 BC を

• Ob(BC) := {•}（1点集合）
• HomBC (•, •) := C
• ◦ := ⊗ : C × C −→ C
• jx := ιI : I ↪→ C
• α•,•,• := {ax,y,z}
• λ•,• := {lx,y,z}, ρ•,• := {rx,y,z}

により定義すると C = BC となる．

F.6.2 弱い 2-群・コヒーレントな 2-群・厳密な 2-群

[BL04]に倣い 2-群 (2-group) を導入する．

定義 F.53: 弱い逆対象

モノイダル圏 (C, ⊗, 1) の対象 x ∈ Ob(C) を 1つとる．

• 対象 y ∈ Ob(C) が x の弱い逆対象 (weak inverse) であるとは，対象の同型の意味でa

x⊗ y ∼= 1 かつ y ⊗ x ∼= 1 が成り立つことを言う．
• x が弱可逆 (weakly invertible) であるとは，x が弱い逆対象を持つことを言う．

a 自然同型ではない

定義 F.54: 弱い 2-群・コヒーレントな 2-群・厳密な 2-群

• 弱い 2-群 (weak 2-group) とは，モノイダル圏 G であって，任意の対象が弱可逆でかつ任意の
射が同型射であるもののこと．

• コヒーレントな 2-群 (coherent 2-group)とは，モノイダル圏 G であって，任意の対象 x ∈ Ob(G)
が可逆な unit，counit (x, x̄, ix, ex) を持ち，かつ任意の射が同型射であるもののこと．

• 厳密な 2-群 (strict 2-group) とは，モノイダル圏 G であって，任意の対象が可逆aでかつ任意
の射が同型射であるもののこと．

a x ∈ Ob(C) に対して x−1 ∈ Ob(C) が存在して，厳密に x⊗ x−1 = 1, x−1 ⊗ x = 1 が成り立つ．
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定義 F.55: 2-群の準同型

2-群 G, G′ の間の準同型とは，モノイダル関手 f : G −→ G′ のこと．

定理 F.3: 弱い 2-群はコヒーレントな 2-群

任意の弱い 2-群はコヒーレントな 2-群にすることができる．

証明 勝手な弱い 2-群 G を 1 つ固定する．このとき ∀x ∈ Ob(G) に対してある x̄ ∈ Ob(G) および同型射
i′x : 1 −→ x⊗ x̄, e′x : x̄⊗ x −→ 1 が存在する．
ここで ex := e′x とおき，

ix := (lx ⊗ Idx̄) ◦ a−1
1,x,x̄ ◦ (i′x−1 ⊗ Idx⊗x̄) ◦ a−1

x,x̄,x⊗x̄ ◦ (Idx ⊗ ax̄,x,x̄) ◦ (Idx ⊗ e′x−1 ⊗ Idx̄) ◦ (Idx ⊗ l−1
x̄ ) ◦ i′x

とおくと組 (x, x̄, ix, ex) が zig-zag equation を充たすことを示す．実際，ix の定義をストリング図式で書
くと

ix =

となるから，

=

=
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が言える． �

! 定理 F.3を踏まえ，以下ではコヒーレントな 2-群のことを単に 2-群 (2-group) と呼ぶ．

2-群 G において，弱い逆対象を対応づける関手

inv : G −→ G, x 7−→ x̄ (F.6.1)

を考えたいが，射の対応は少々厄介である．[BL04, p.34]に倣うと

inv : f

x

y

7−→ f−1

x̄

ȳ

ex

iy

とすれば良いことがわかる*12．
以上より，2-群 G を【例 F.6.1】により 2圏 BG の言葉で表現すると

• ただ 1つの対象を持つ：Ob(BG) = {•}
• 任意の 1-射 x ∈ Ob(HomBG (•, •)) = Ob(G) が弱可逆であり，その弱い逆対象 x̄ は関手 (F.6.1) に
よって与えられる．

• 任意の 2-射 α ∈ HomHomBG (•, •) (x, y) = HomG (x, y) が同型射

と言うことになる．特に厳密な 2-群とは，全ての α, λ, ρ, i, e が G の恒等射となっていることを言う．

F.6.3 交差加群との関係

*12 定義からコヒーレントな 2群は rigidなモノイダル圏であり，zigzag identityを使えることが肝になる．
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定義 F.56: 交差加群

交差加群 (crossed module) とは，

• 群準同型 G2
t−→ G1

• G1 の左作用 α : G1 −→ Aut(G2)

の組であって，以下の条件を満たすもののこと：

(cr-1) 以下の図式を可換にする：

G2 ×G2 G1 ×G2

G2

t×Id

Ad α

あるいは同じことだが，∀gi ∈ Gi に対して

t
(
α(g1)(g2)

)
= g1t(g2)g

−1
1

を充たす．
(cr-2) 以下の図式を可換にする：

G1 ×G2 G2

G1 ×G1 G1

Id×t

α

t

Ad

あるいは同じことだが，∀g2, g′2 ∈ G2 に対して

α
(
t(g2)

)(
g′2
)
= g2g

′
2g

−1
2

を充たす (Peiffer identity)．
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命題 F.13: 交差加群と厳密な 2-群

(1) 交差加群 (G2
t−→ G1, α) が与えられたとする．このとき

• 1-射の集合 G0 := G1

• 2-射の集合 G1 := G1 nα G2（外部半直積）
• 始点射 σ : G1 −→ G0, (g1, g2) −→ g1

• 終点射 τ : G1 −→ G0, (g1, g2) −→ t(g2)g1

• 恒等素 j : G0 −→ G1, g1 −→ (g1, 1G2
)

• 2-射の合成 ◦ : G1 ×G0
G1 −→ G1,

(
(g1, g2), (g

′
1, g

′
2)
)
7−→ (g′1, g2g

′
2)

とおくと，圏 G は厳密な 2-群になる．
(2) 逆に厳密な 2-群 (G, ⊗, 1) が与えられたとき，

• G1 := G0
• G2 := Kerσ ⊂ G1
• t := τ |G2 : G2 −→ G1

• α : G1 −→ Aut(G2), g1 7−→
(
g2 7−→ j(g1)⊗ g2 ⊗ j(g1)−1

)
とおくことで交差加群 (G2

t−→ G1, α) が得られる．

証明 (1) 圏 G を
• 対象が成す集合を Ob(G) := G0 と定義する．
• ∀g, h ∈ Ob(G) = G0 に対して，その間の射が成す集合を

HomG (g, h) :=
{
(f1, f2) ∈ G1

∣∣ σ(f1, f2) = g, τ(f1, f2) = h
}

と定義する．
• ∀g, h, k ∈ G に対して，射の合成を

◦g,h,k : HomG (h, k)×HomG (g, h) −→ HomG (g, k),(
(l1, l2), (m1, m2)

)
7−→ (m1, l2m2)

と定義する．なお，

σ(m1, l2m2) = m1 = σ(m1, m2) = g,

τ(m1, l2m2) = t(l2m2)m1

= t(l2)
(
t(m2)m1

)
= t(l2)h

= t(l2)σ(l1, l2)

= t(l2)l1

= τ(l1, l2)

= k

が成り立つので写像 ◦g,h,k は well-definedである．
として構成する．実際，∀(f1, f2) ∈ HomG (g, h) に対して*13

(f1, f2) ◦ (g, 1G2) = (g, f2) = (f1, f2),

*13 Hom集合の定義より f1 = σ(f1, f2) = g が自動的に成り立つ．
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(h, 1G2
) ◦ (f1, f2) = (f1, f2)

が成り立つので Idg = (g, 1G2
) = j(g) ∈ HomG (g, g)であり，かつ ∀(f1, f2) ∈ HomG (g, h), ∀(g1, g2) ∈

HomG (h, k), ∀(h1, h2) ∈ HomG (k, l) に対して(
(h1, h2) ◦ (g1, g2)

)
◦ (f1, f2) = (g1, h2g2) ◦ (f1, f2)

= (f1, h2g2f2)

= (h1, h2) ◦ (f1, g2f2)
= (h1, h2) ◦

(
(g1, g2) ◦ (f1, f2)

)
が成り立つので，G は圏の公理を充たす．
　さて，G1 の積を (g1, g2) · (h1, h2) :=

(
g1h1, g2α(g1)(h2)

)
と書こう．そして関手

⊗ : G × G −→ G

を次のように定義する：
• ∀(g, h) ∈ Ob(G × G) = G0 × G0 に対して

g ⊗ h := gh ∈ Ob(G) = G0

を対応付ける
• ∀

(
(f1, f2), (g1, g2)

)
∈ HomG×G

(
(g, h), (g′, h′)

)
に対して

(f1, f2)⊗ (g1, g2) := (f1, f2) · (g1, g2) ∈ HomG (gh, g′h′)

を対応付ける．なお，

σ
(
(f1, f2) · (g1, g2)

)
= f1g1

= σ(f1, f2)σ(g1, g2)

= gh,

τ
(
(f1, f2) · (g1, g2)

)
= t
(
f2α(f1)(g2)

)
f1g1

= t(f2)t
(
α(f1)(g2)

)
f1g1

= t(f2)f1t(g2)g1 ∵ Crossed moduleの定義
= τ(f1, f2)τ(g1, g2)

= g′h′

なのでこの対応は well-definedである．
群演算の結合則より ⊗ に関する associatorは全て恒等射で，かつ 1 := 1G1

とおくと left/right unitor
も恒等射になる．よって (G, ⊗, 1G1

, {Id}, {Id}, {Id}) は厳密なモノイダル圏を成す．∀g ∈ G0 に対
して明らかに g ⊗ g−1 = g−1 ⊗ g = 1 であり，かつ ∀(f1, f2) ∈ HomG (g, h) に対して (h, f−1

2 ) ∈
HomHomG (•, •) (h, g) は

(f1, f2) ◦ (h, f−1
2 ) = (h, 1G2

) = Idh

(h, f−1
2 ) ◦ (f1, f2) = (g, 1G2

) = Idg

を充たすので，G は厳密な 2群である．
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(2) 始めに，厳密な 2-群の定義から 1-射の集合 G0 := Ob(G) は ⊗ を積とする群を成し，2-射全体がなす集
合 G1 :=

⋃
g, h∈G0

HomG (g, h) もまたテンソル積 ⊗ について群を成すことに注意する*14 ．恒等素は

j : G0 −→ G1, g 7−→ Idg

と定義され，始点射および終点射は

σ : G1 −→ G0, ϕ︸︷︷︸
∈HomG (g, h)

7−→ g

τ : G1 −→ G0, ϕ︸︷︷︸
∈HomG (g, h)

7−→ h

のように定義される．特に ∀ϕ ∈ HomG (g, h), ∀ψ ∈ HomG (g′, h′) に対して

σ(ψ ⊗ ϕ) = g ⊗ g′ = σ(ψ)⊗ σ(ϕ)
τ(ψ ⊗ ϕ) = h⊗ h′ = τ(ψ)⊗ τ(ϕ)

が成り立つので σ, τ は群準同型である．
　交差加群の定義 (cr-1), (cr-2) を確認する．
(cr-1) 　 ∀g1 ∈ G1, ∀g2 ∈ G2 に対して

t
(
α(g1)(g2)

)
= t
(
Idg1 ⊗ g2 ⊗ Idg−1

1

)
= g1 ⊗ t(g2)⊗ g−1

1

(cr-2) 　 ∀g2, g′2 ∈ G2 に対して

α
(
t(g2)

)
(g′2) = Idt(g2) ⊗ g

′
2 ⊗ Idt(g2)−1

= Idτ(g2) ⊗ g
′
2 ⊗ Idτ(g−1

2 )

= g2 ⊗ g′2 ⊗ g−1
2

ただし σ(g2) = 1 であることを使った．
�

F.6.4 2-群の分類

定義 F.57: 骨格的

コヒーレントな 2群 (G, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL) が骨格的 (skeltal) であるとは，任意の同型な 1-射
が等しいことを言う．

*14 まず，∀ϕ ∈ HomG (g, h) に対して ϕ⊗ Id1 = ϕ であるから，単位元は Id1 ∈ HomG (1, 1) である．逆元を見つけるのは少し
難しい．∀ϕ ∈ HomG (g, h) を 1つ固定しよう．G が厳密な 2-群であることから，g ⊗ g−1 = 1 を充たす g−1 ∈ Ob(G) が存在
する．よって ⊗ が関手なので Idg ⊗ Idg−1 = Idg⊗g−1 = Id1 であり，任意の恒等射が逆元を持つことが分かった．さらに，⊗
が関手であることにより ∀ϕ ∈ HomG (g, h), ∀ψ ∈ HomG (g′, h′) に対して

ϕ⊗ ψ = (Idh ◦ ϕ)⊗ (ψ ◦ Idg′ ) = (Idh ⊗ ψ) ◦ (ϕ⊗ Idg′ )

が成り立つので，ϕ の ⊗ に関する逆元は ψ := Idh−1 ⊗ ϕ−1 ⊗ Idg−1 であることが分かる．
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骨格的であるとは，同型射が自己同型しか存在しないことを意味する．[BL04, p.55]に倣って特別な 2群を
定義する．

定義 F.58: 特別な 2群

コヒーレントな 2 群 (G, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL) が特別 (special) であるとは，骨格的でかつ
l, r, evL, coevL が恒等自然変換であることを言う．

命題 F.14:

任意のコヒーレントな 2群 (G, ⊗, 1, a, l, r, evL, coevL) は，ある特別な 2群と同型である．

証明 コヒーレントな 2 群 G から，それと 2 群として同型な特別な 2 群 (G, ⊗̃, 1, ã, l̃, r̃, ˜evL, ˜coevL) を
構成する*15．そのためにまず，∀x, y ∈ Ob(G) に対してある対象 x⊗̃y ∈ Ob(G) および同型射 γx,y ∈
HomG (x⊗̃y, x⊗ y) を選べたとしよう．このとき，γx,y の可逆性により

• 関手 id : G −→ G
• 射 Id1 : 1 −→ id(1) = 1

• 射の族
{
γx,y : id(x⊗̃y) −→ id(x)⊗ id(y)

}
x, y∈Ob(G)

の 3つ組がモノイダル関手になるように関手 ⊗̃ : G × G −→ G および自然変換 ã, l̃, r̃ を構成することができ
る． ˜evL, ˜coevL は，以下の可換図式が成り立つように決めれば良い：

id(x⊗̃x∗) id(x)⊗ id(x∗)

id(1) 1

γx,x∗

id(coevL
x) coevL

id(x)

Id1

id(x⊗̃x∗) id(x)⊗ id(x∗)

id(1) 1

γx,x∗

id(evL
x) evL

id(x)

Id1

このようにして得られる rigidなモノイダル圏 (G, ⊗̃, 1, ã, l̃, r̃, ˜evL, ˜coevL) は明らかにコヒーレントな 2群
であり，2群の準同型 (id, Id1, {γx,y}) がもとのコヒーレントな 2群 (G, ⊗̃, 1, ã, l̃, r̃, ˜evL, ˜coevL) との同型
を与える．具体的に

x⊗̃y :=



y, x = 1

x, y = 1

1, x = y∗

1, y = x∗

x⊗ y, otherwise

*15 下地になる圏 G と単位対象 1 は同じものをとる．
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γx,y :=



l−1
y , x = 1

r−1
x , y = 1

evLy
−1, x = y∗

coevLx , y = x∗

Idx⊗y, otherwise

と選ぶことで，上述の構成で l̃, r̃, ˜evL, ˜coevL を全て恒等自然変換にすることができる．
ところで，選択公理を認めると，任意の圏 G は骨格的な充満部分圏 sk(G) を持つ．G を sk(G) と同一視す

ることで証明が完了する． �

命題 F.14により，コヒーレントな 2群の分類は特別な 2群の分類と一致する．

命題 F.15: 2群の分類

特別な 2群 (G, ⊗, 1, a) は以下のデータの組 (G, H, α, a) と 1対 1対応する：

• 群 G

• 可換群 H

• 群作用 α : G −→ H

• 正規化された 3-コサイクル a ∈ Z3
Grp(G; H)

証明 特別な 2群 (G, ⊗, 1, a) を与える．G は骨格的なので，その 1-射の集合は ⊗ に関して群をなす．

G := Ob(G)

とおく．
∀h, h′ ∈ HomG (1, 1) に対して，⊗ の関手性から

h⊗ h′ = (h ◦ Id1)⊗ (Id1 ◦ h′)
= (h⊗ Id1) ◦ (Id1 ⊗ h′)
= h ◦ h′

= (Id1 ⊗ h) ◦ (h′ ⊗ Id1)

= (Id1 ◦ h′)⊗ (h ◦ Id1)
= h′ ⊗ h

が成り立つ．命題 F.13-(2) の証明と同様の議論により ⊗ に関する逆元も存在するので，

H := HomG (1, 1)

は ⊗ に関して可換群をなす．
ここで，写像

α : G −→ Aut(H), g 7−→
(
h 7−→ (Idg ⊗ h)⊗ Idg∗

)
を考える．⊗ の関手性により α は群準同型である．
最後に，G が骨格的であることから associatorが

ag1,g2,g3 ∈ HomG (g1 ⊗ g2 ⊗ g3, g1 ⊗ g2 ⊗ g3)
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のように自己同型になることに注意する．ここから

a : G×3 −→ H, (g1, g2, g3) 7−→ ag1,g2,g3 ⊗ (Id(g1⊗g2⊗g3)∗)

のように定義すると，pentagon identityから a ∈ Z3
Grp(G; H) が分かり，triangle identityから g1, g2, g3

のうち少なくとも 1つが 1 であるときに a(g1, g2, 1) = Id1 が成り立つことが分かる． �

F.7 3-群

F.7.1 3-圏

一般の 3-圏は associator, unitorsのせいで扱いが難しいので，まずは厳密な 3-圏 (strict 3-group) を考え
る．Cat を【例 F.2.1】の方法でモノイダル圏と見做す．定義 F.51から，2-圏としての同値

Str2Cat ∼= Cat-Cat

が成り立つ．さらに Cat-Cat は直積に関してモノイダル圏になる．

定義 F.59: 厳密な 3-圏

厳密な 2-圏が成す 2-圏 Cat-Cat をモノイダル圏と見做す．このとき Cat-Cat-豊穣圏のことを厳密
な 3-圏 (strict 3-category) と呼ぶ．

F.7.2 2-crossed moduleと厳密な 3-群

定義 F.60: 厳密な 3-群

厳密な 3-圏 G であって，ただ 1つの対象を持ち，1-射，2-射，3-射が厳密に可逆であるものを厳密な
3-群 (strict 3-category) と呼ぶ．
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定義 F.61: 2-交差加群

2-交差加群 (2-crossed module) とは，以下のデータからなる：

• 群の正規複体 G3
∂2−→ G2

∂1−→ G1

• 群の左作用 α1 : G1 −→ Aut(G2), α2 : G1 −→ Aut(G3)

• Peiffer liftingと呼ばれる写像 {-, -} : G2 ×G2 −→ G3

これらは以下の条件を充たす：

(2CM1) ∂1, ∂2 は G1-同変
(2CM2) ∀g2, h2 ∈ G2 に対して

∂2{g2, h2} = α1(g2)(h2)g2h
−1
2 g−1

2

(2CM3) ∀g3, h3 ∈ G3 に対して

{∂2g3, ∂2h3} = [h3, g3]

(2CM4) ∀g2 ∈ G2, g3 ∈ G3 に対して

{g2, ∂2g3}{∂2g3, g2} = α2

(
∂1(g2)

)(
g3
)
g−1
3

(2CM5) ∀g2, h2, k2 ∈ G2 に対して

{g2, h2k2} = {g2, h2}
{
∂2{g2, k2}, g2h2g−1

2

}
{g2, k2}

{g2h2, k2} = α2

(
∂1(g2)

)(
{h2, k2}

){
g2, h2k2h

−1
2

}
(2CM6) ∀g1 ∈ G1, ∀g2, h2 ∈ G2 に対して

α2(g1)({g2, h2}) = {α1(g1)(g2), α1(g1)(h2)}
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